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PRÉFACE. 


11  a  été  publié  bien  des  traités  d'astronomie.  Mais  il  y  a  dans 
cette  science  une  branche  qoi  malheureusement  a  été  très* 
négligée  dans  les  ouvrages,  quoique  en  réalité  elle  ait  fait  des 
progrès  considérables  dans  notre  siècle.  Cette  branche,  c'est 
celle  des  procédés  d'observation,  c'est  la  théorie  des  instru- 
ments astronomiques,  de  la  manière  de  s'en  servir  et  de  ren- 
dre les  résultats  indépendants  des  erreurs  instrumentales.  Il 
existe  sur  ce  sujet  une  quantité  d'excellents  mémoires  dis- 
persés dans  divers  recueils  ;  mais  leur  forme  même  de  mé- 
moires fait  qu'ils  supposent  la  connaissance  d'une  multitude 
de  détails  pour  la  majorité  desquels  il  faut  recourir  à  ce 
qu'on  peut  appeler  les  traditions  des  observations,  c'est-à- 
dire  à  la  connaissance  d'une  quantité  de  procédés  pratiques 
connus  seulement  de  ceux  qui  ont  travaillé  dans  nos  grands 
établissements. 

Cette  section  essentielle  de  l'astronomie  appliquée,  n'est 
pas  la  seule  sur  laquelle  on  ne  trouve  que  des  renseigne-» 
ments  incomplets  dans  les  traités  d'astronomie  pratique. 
Un  peu  trop  exclusivement  préoccupés  de  l'astronomie  méri- 
dienne, la  majorité  des  astronomes  négligent  l'emploi  de 
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ralt-azimut  qui,  sous  des  dimensions  réduites,  et  avec  le  nom 
de  théodolite,  devient  l'instrument  du  géographe.  Décrivant 
plutôt  ce  qui  se  fait  dans  les  observatoires  que  ce  qui  se  fait 
sur  le  terrain,  les  livres  ne  traitent  alors  que  d'une  manière 
beaucoup  trop  superficielle  des  procédés  à  employer  avec  le 
théodolite  pour  la  détermination  des  positions  géographiques, 
de  mdme  qu'ils  mentionnent  à  peine  l'immense  parti  que, 
dans  les  observatoires,  on  pourrait  tirer  de  l'emploi  des  obser- 
vations azimutales.  L'oubli  que  je  cite  va  jusqu'au  point  que 
la  solution  des  problèmes  relatifs  à  l'emploi  des  hauteurs  est 
donnée  avec  dos  formules  se  rapportant  à  des  arcs  non  répétés, 
tandis  qu'avec  le  théodolite  même  non  répétiteur,  on  n'obtient 
jamais  que  des  sommes  d'au  moins  deux  distances  zénithales. 
Les  mille  difficultés  qui  attendent  l'observateur  sur  le  terrain, 
les  défauts  de  stabilité  des  instruments,  les  accidents  qu'é- 
prouvent les  chronomètres  dans  les  transports,  les  cas  où 
des  nuages  interrompent  les  séries  et  obligent  à  varier  les 
méthodes  pour  profiter  des  éclaircies  et  ne  pas  perdre  des 
résultats  déjà  obtenus,  les  moyens  d'obtenir  de  la  célérité 
sans  rien  sacrifier  de  la  précision,  etc.,  etc.,  toutes  ces  choses 
ne  sont  guère  mentionnées  par  la  majorité  de  ceux  qui  rédigent 
des  instructions  dans  un  observatoire,  où  ce  qu'on  ne  fait 
pas  aujourd'hui,  on  le  fera  demain.  Dans  un  pays  peuplé  et 
plein  de  ressources  comme  la  France,  on  est  toujours  à 
proximité  des  lieux  habités;  on  peut  faire  maçonner  des 
piliers ,  placer  des  mires  ou  des  collimateurs,  et  enfin  atten- 
dre les  moments  favorables  à  l'application  de  telle  ou  telle 
méthode.  Mais  il  y  a  loin  de  ces  conditions  à  celles  qu'on 
rencontre  dans  des  lieux  presque  déserts,  où  les  nécessités 
du  voyage  ne  permettent  pas  au  géographe  de  disposer  du 
temps. 

On  voit  donc  que  la  pratique  sur  le  terrain  dans  les  condi- 
tions des  voyages  d'exploration,  est  une  seconde  branche  de 
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rastronomie  appliquée,  branche  peu  connue,  qu'il  importe  de 
présenter  en  parallèle  avec  l'astronomie  d'observatoire.  Comme 
la  théorie  des  instruments,  elle  demandait  un  ouvrage  où  elle 
fût  exposée  avec  détails,  et  ce  que  je  viens  de  dire  de  Tastro- 
nomie  s'applique  également  à  la  géodésie  mise  en  pratique 
dans  les  explorations  lointaines. 

Le  présent  ouvrage  a  pour  but  d'essayer  de  combler  les 
lacunes  que  je  viens  de  signaler.  Il  est  le  fruit  d'une  longue 
expérience  acquise  sur  le  terrain,  après  avoir  pratiqué  à  l'ob- 
servatoire de  Paris.  C'est,  en  somme,  un  Traité  complet  d'as- 
tronomie d'observation,  écrit  surtout  à  l'usage  des  géogra- 
phes, mais  aussi  destiné  aux  marins  qui  veulent  se  perfec- 
tionner dans  l'étude  des  opérations  à  effectuer  pour  lever  les 
cartes  géographiques.  Les  astronomes  y  trouveront  égale- 
ment des  questions  nouvelles  en  assez  grand  nombre.  Les 
exhortations  de  plusieurs  d'entre  eux  m'ont  engagé  à  ne 
pas  négliger  de  traiter  aussi  l'astronomie  d'observatoire, 
et  je  leur  soumets  le  fruit  de  mes  recherches. 

C'est  au  gouvernement  du  Brésil  que  je  dois  d'avoir  pu 
effectuer  cette  publication  à  laquelle  il  a  généreusement  sous- 
crit pour  mille  exemplaires.  Ami  du  progrès,  protecteur  de 
la  science,  Sa  Majesté  l'Empereur  Dom  Pedro  II  a  vu  une 
lacune  dans  l'enseignement  de  l'astronomie  appliquée,  et  il  a 
daigné  me  chai^r  de  la  combler.  Quoique  le  présent  ouvrage 
soit  bien  loin  de  répondre  à  un  si  haut  encouragement,  j'es- 
père que  le  monde  savant,  ne  considérant  dans  ce  fait  que  le 
noble  désir  de  l'illustre  souverain  du  Brésil  de  voir  la  science 
progresser  et  se  répandre,  saura  mettre  de  côté  ma  person- 
nalité. 11  af^réciera  alors  l'état  d'avancement  des  idées  de 
progrès  dans  un  pays  si  dignement  représenté  par  son  Empe^ 
reur.  Cet  avancement,  j'ai  pu  le  constater  dans  l'accueil  que 
partout  j'ai  rencontré  dans  mes  voyages,  dans  l'empresse- 
ment mis  à  me  faciliter  mes  recherches  et  mes  explorations^ 
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ianl  de  la  pari  des  ministères  et  de  radmioistralion  que  de 
celle  des  particuliers.  Comment,  au  reste ,  se  pourrait*il 
qu'un  pays  ne  fût  pas  avancé  quand  il  a  à  sa  tète  une  des 
plus  grandes  intelligences  de  notre  siècle,  un  souverain  d'un 
savoir  aussi  prodigieux  par  sa  simplicité  apparente  que  par 
son  immensité  réelle  (1)? 

Au  reste,  ce  n*est  pas  seulement,  eo  sooscrivant  à  ma  pu- 
blication que  le  gouvernement  impérial  du  Brésil  m'a  per- 
mis de  faire  le  présent  ouvrage,  c'est  aussi  et  surtout  en  me 
procurant  les  moyens  de  parcourir  son  vaste  territoire ,  et 
d'y  mettre  en  pratique  sur  le  terrain ,  dans  les  conditions 
réelles  où  se  trouve  le  géographe  explorateur,  les  méthodes 
qui  font  l'objet  du  présent  livre.  J'ai  déjà  publié  avec  un 
texte  £0U8  le  titre  ^Hydrographie  du  Rio  du  San-Francisco 
les  cartes  de  cet  immense  fleuve.  Le  présent  volume,  dans 
lequel  sont  décrites  les  méthodes  employées ,  fait  le  com* 
plément  nécessaire  de  cet  ouvrage,  quoiqu'il  en  soit  in- 
dépendant. Le  gouvernement  brésilien  m'a  aussi  fourni 
l'occasion  de  faire  de  la  géographie  nautique,  en  me  char- 


(i)  J*ai  eu  bien  souvent  Toccasion  de  parler  à  des  savants  célèbres  ;  il  n*y 
en  a  guère  qui  m'aient  autant  étonné,  .non-seulement  par  la  multiplicité 
des  connaissances,  mais  encore  par  la  perspicacité  des  vues.  On  sent,  en 
approchant  de  Tempereur  Dom  Pedro  11 ,  cette  supériorité  réelle  qui  s'ap- 
pelle le  génie,  chose  que  par  flatterie  on  accorde  si  facilement  aux  Sou- 
verains, quoiqu'elle  soit  nécessairement  aussi  rare  chez  eux  que  chez  les 
autres  hommes.  Le  génie  a  en  efTet  un  cachet  particulier  qui  se  manifeste 
par  la  rapidité  des  idées  et  un  certain  mode  dans  leur  enchaînement.  On 
voit  alors  jaillir  comme  des  étincelles  les  conceptions  brillantes  ou  pro- 
fondes. Or  c'est  ce  qu'on  rencontre  surtout  chez  l'empereur  du  Brésil,  et 
J'ajouterai  que  je  me  suis  aperçu  qu'il  faut  avoir  examiné  bien  à  fond  une 
question  de  science  pure  ou  appliquée  pour  se  hasarder  à  en  causer  avec 
lui. 

Cette  supériorité  est  parfaitement  sentie  par  tous  les  partis  politiques 
au  Brésil.  Comme  il  y  a  un  très-grand  mérite  à  savoir  apprécier,  cette  cir- 
constance fait  l'éloge  de  la  nation  brésilienne  qui,  du  reste,  est  très-fière  de 
son  souverain.  Elle  a  grandement  raison ,  car,  par  sa  personnalité,  il  la 
place  au  premier  rang  des  nations  du  progrès. 
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géant  de  lever  les  cartes  de  la  côte  de  la  province  de  Per- 
nambucoet  les  plans  de  plusieurs  ports.  Ce  n'est  donc  qu'a- 
vec la  sanction  de  la  pratique  que  je  publie  aujourd'hui  les 
méthodes  que  j'ai  employées,  aussi  bien  pour  les  cartes  hy- 
drographiques que  pour  les  cartes  continentales. 

Cet  ouvrage  se  divise  en  trois  parties. 

La  première  traite  de  la  description  et  de  la  théorie  des 
instruments  d'astronomie  et  des  méthodes  auxquelles  on  doit 
avoirrecours  pour  rendre  les  résultats  indépendants  des  erreurs 
produites  par  les  défauts  des  instruments.  J'y  entre  dans  les 
détails  pratiques  les  plus  minutieux,  et  j'ajoute  beaucoup  de 
choses  nouvelles,  notamment  au  sujet  des  améliorations  que 
les  instruments  pourraient  recevoir  et  que  leur  usage  m'a 
suggérées.  Ces  additions  s'adressent  spécialement  aux  cons- 
tructeurs et  aux  astronomes  ou  géographes  qui  font  cons- 
truire des  instruments  ;  mais  elles  ne  me  font  pas  perdre  de 
vue  l'indication  des  méthodes  à  suivre  avec  les  instruments 
actuellement  répandus  dans  le  commerce,  et  qui  seront  le 
plus  souvent  ceux  dont  on  aura  à  faire  usage.  Les  méthodes 
de  pointé  et  les  erreurs  personnelles  sont  l'objet  d'études  spé- 
ciales, et,  à  ce  sujets  je  signalerai  ici  une  méthode  de  pointé 
au  centre  des  astres  à  graâd  diamètre,  comme  le  soleil  et  la 
lune ,  méthode  qui  offre  l'avantage  de  rendre  les  résultats 
indépendants  des  erreurs  tabulaires  sur  les  diamètres. 
D'autres  méthodes  pour  la  rectification  des  instruments  par 
des  appareils  optiques,  un  procédé  de  pointé  par  lequel  les 
estimations  du  temps  disparaissent  et  sont  remplacées  par 
des  mesures  d'arc,  une  méthode  détaillée  pour  obtenir  le  mé- 
ridien par  les  azimuts  extrêmes  des  étoiles  circompolaires , 
un  mode  nouveau  de  graduation  des  cercles  par  lequel  peu- 
vent en  un  instant  être  étudiées  les  erreurs  de  graduation,  la 
description  d'un  micromètre  à  quatre  images  de  mon  inven- 
tion, les  précautions  qu'exigent  les  instruments  répétiteurs, 
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et  à  l'aide  desquelles  les  défauts  qu'on  leur  a  reprochés  ces- 
sent d'exister  ;  les  moyens  d'éliminer  l'influence  de  la  flexion 
des  instruments,  la  suppression  des  vis  micrométriques  dans 
les  micromètres,  etc.,  etc.,  composent  une  série  de  questions 
ou  entièrement  nouvelles  ou  traitées  par  des  méthodes  de 
mon  invention.  Dans  le  présent  livre,  ces  questions  sont 
jointes  à  celles  qui  résument  l'état  actuel  de  la  science. 

La  seconde  partie  traite  de  la  détermination  des  positions 
géographiques  et  des  ascensions  droites  et  des  déclinaisons 
des  astres.  Elle  commence  par  une  nouvelle  théorie  de  la  ré- 
fraction astronomique.  Je  démontre  qu'il  existe  sur  la  cons- 
titution de  l'atmosphère  une  multitude  d'hypothèses  qui 
peuvent  donner  la  loi  de  la  variation  observée  dans  la  réfrac- 
tion astronomique  depuis  le  zénith  jusqu'à  l'horizon,  puis  je 
renferme  cette  théorie  dans  une  formule  générale  indépen- 
dante de  toute  hypothèse  et  donnant  la  loi  de  la  réfraction 
dans  une  atmosphère  quelconque.  Une  considération  très- 
simple  m'a  permis  de  résoudre  ce  problème,  qui  a  exercé  la 
sagacité  de  Newton,  d'Euler  et  de  Laplace,  problème  qui, 
par  cela  même  que  je  le  prenais  sous  un  point  de  vue  plus 
général  que  celui  de  notre  propre  atmosphère,  s'est  trouvé 
me  fournir  l'expression  générale  de  l'intégrale  de  la  réfrac- 
tion dans  une  atmosphère  quelconque.  Je  n'ai  plus  eu  en- 
suite qu'à  en  faire  l'application  à  l'atmosphère  terrestre,  en 
recourant  pour  cola  aux  observations  voisines  de  l'horizon, 
et  j'ai  eu  sous  forme  flnie  une  formule  très-simple  donnant 
la  réfraction  pour  toutes  les  distances  au  zénith,  depuis  ce 
point  jusqu'au  dessous  de  l'horizon.  C'est  à  l'aide  de  cette  for- 
mule que  les  réfractions  devront  être  calculées  près  de  l'horizon , 
où  les  tables  actuelles  ne  les  donnent  pas  avec  exactitude, 
parce  que  la  variation  n'est  pas  simplement  proportionnelle 
à  la  variation  do  la  température,  comme  elles  le  supposent. 
Vient  ensuite  la  théorie  des  parallaxes.  J'y  montre  Fin- 
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flaence  da  défaut  de  sphéricité  de  la  terre,  lequel  détermine 
pour  la  lune  une  parallaxe  azimutale  proYenant  de  la  diffé- 
rence des  zéniths  géodésiques  et  astronomiques;  et  plus  loin, 
en  traitant  des  longitudes  par  les  distances  lunaires,  je  fais 
Toir  l'influence  de  cette  parallaxe  azimutale.  Je  donne  ensuite 
des  formules  nouvelles  pour  le  calcul  de  llieure  avec  les  ob- 
servations multiples  de  distances  zénithales  telles  que  les 
fournissent  les  théodolites,  et,  tant  pour  ce  calcul  que  pour 
celui  de  la  latitude,  j'ajoute  beaucoup  de  détails  au  sujet  des 
accidents  qui  arrivent  dans  la  pratique,  et  qu'on  ne  soupçonne 
même  pas  si  on  n'a  pas  observé  dans  les  voyages  d'explora- 
tion. Viennent  ensuite  des  méthodes  pour  les  longitudes,  mé- 
thodes dont  plusieurs  sont  nouvelles,  et  les  calculs  des  éclip- 
ses, des  occultations  et  des  passages  de  planètes  sur  le  soleil. 
Les  observations  méridiennes  sont  d'ailleurs  traitées  en  même 
temps  que  les  observations  dans  les  divers  azimuts.  Il  est 
tenu  compte  des  diverses  latitudes  dans  lesquelles  on  peut 
avoir  à  s'en  servir,  ce  qui  change  un  peu  les  procédés  de 
rectification.  C'est  un  point  oublié  dans  presque  tous  les 
ouvrages.  L'emploi  des  observations  azimutales  pour  la  dé- 
termination des  coordonnées  des  astres ,  l'étude  de  la  ré- 
fraction spéciale  à  ce  qu'on  peut  appeler  le  prisme  d'air, 
la  détermination  de  Téquateur,  etc.,  sont  encore  des  ques- 
tions entièrement  neuves  et  étudiées  dans  cette  seconde 
partie. 

Enfin  la  troisième  partie  est  relative  à  la  géodésie  appli- 
quée à  la  géographie.  Je  la  traite  brièvement,  mais  com- 
plètement ,  et  sous  une  forme  nouvelle.  Je  ramène  l'étude 
de  la  terre  ellipsoïdale  à  celle  de  sa  projection  sur  une  sphère 
concentrique,  et  je  montre  comment,  par  les  procédés  mêmes 
de  la  géodésie  expéditive  et  sans  aucune  mesure  de  base,  le 
voyageur  peut,  à  l'aide  de  la  différence  entre  les  azimuts 
astronomiques  et  géodésiques,  obtenir  la  valeur  de  l'aplatis- 
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sèment  terrestre  dans  la  région  qu'il  explore.  Je  montre  de 
plus  comment,  par  les  simples  procédés  de  la  géodésie 
expéditive,  on  arrive  à  obtenir  les  valeurs  des  déviations 
locales  et  à  étudier  la  forme  de  la  terre  sans  recourir  aux 
mesures  de  méridiens  et  de  parallèles.  Enfin  je  termine 
par  le  nivellement  et  par  des  remarques  sur  la  manière  de 
lever  les  cartes  nautiques  et  d'obtenir  le  tracé  du  cours  des 
rivières. 
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Afin  de  faciliter  la  lecture  de  cet  ouvrage ,  je  réunis  en  un  petit 
tableau  les  formules  trigonométriques  usuelles  employées  pour  la 
transformation  des  équations,  et  je  fais  suivre  ce  tableau  de  quelques 
remarques  sur  la  recherche  des  coordonnées  des  astres  dans  les  éphé- 
mérides  et  sur  les  équations  de  condition. 

Formules  ustielles. 

sin  (a  +  6)  =  sin  acosb±  sin  ft  cos  a. 
cos  (a  ±:  6)= cos  a  cos  6  :^  sin  a  sin  b. 
sin  S  a  =  é  sin  acos  a. 

cosî  a  =  cos' a  —  sin*  a  =  2  cos'  a  —  <  =  1  —  ^  sin'  a. 
I  -t-cosa=:2cos"^a.      iH-sina  =  2sin*(A5°4-ia). 
I  — cosa  =  2sin*|a.       1  — sina  =  2sin*(45**  —  ^a). 
.      , ,  i  —  cos  a      (1  —  cos  aV  sin"  a 

°  *         i  +  cosa  sm*  a  (i+cosaj* 

4  qi  tang  a  tang  b 

w     I   nv      ^  +  tang  a  tang  b 
cot(a±é)=---ï- — 2— — 2-- 
^   —  '      tang  a  ±  tang  b 

sina±sinfr  =2sin^(a±:  fr)cos|(aHFfr). 

cos  û  4-  cos  6  =  2  cos  J-  (a  +  b)  cos  J  (a  — 6). 

cos6 — co8a  =  2sin^(a  +  6)  sin|(a— ô).  . 

sin*  a  —  sin*  b  =  sin  (a +6)  sin  (a — ô). 

cos*  a — sin*  b  =  cos  (a  +  6)  cos  (a  —  6) . 

â.        -J-.  *       i:       sin  (a  4-  b) 
tanga±:tang6  =  — ^  —  {• 

cos  a  cos  ^ 

cot6±taiiga  =  £2i^^*l. 

sm^cosa 

coli±cota  =  ^SLÎi^. 

sm  a  sm  b 
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Les  diverses  formules  précédentes  sont  très-souvent  employées  pour 
rendre  les  formules  logarithmiques.  D'une  manière  générale,  on  peut 

rendre  logarithmiques  les  quantités  A  +  B  et  I/A+B  en  posant 


d'où 


et 


A+B  =  A(i+|)      et     ?.  =  tang»î, 


A  +  B  =  A(H-tang»=Asec»P  =  — ^. 


COSf 


On  peut  de  môme  rendre  A  —  B  et  l^X  —  B  logarithmiques  en 
posant 


il  vient 


A-B=AA-i)      et      |  =  tang«9, 


A  — B  =  A(1  —  tang'9)=  A 3— ; J-  =  A r-^> 

^  °  ^'  cos*ç  cos*^ 


et 


COSf 

Il  importe  de  transformer  toujours  les  formules  trigonométriques, 
de  telle  sorte  qu'un  grand  arc  ne  soit  jamais  donné  par  son  sinus,  ou 
un  petit  arc  par  son  cosinus.  Les  formules  qui  donnent  les  arcs  cher- 
chés par  les  tangentes  sont  toujours  les  préférables.  Il  faut  aussi 
faire  attention  à  transformer  les  formules  de  telle  sorte  que  les  va- 
leurs des  arcs  cherchés  ne  tendent  pas  pour  certaines  limites  vers  §  ou 
00  X  0.  Il  est  clair  que,  dans  le  voisinage  des  valeurs  pour  lesquelles 
aurait  lieu  cette  indétermination,  les  formules  ne  donneraient  pas  avec 
précision  les  valeurs  des  arcs  cherchés. 

Si  les  tangentes  sont  préférables  aux  sinus  et  cosinus  pour  trouver 
les  valeurs  des  arcs  cherchés,  en  revanche  les  sinus  et  les  cosinus 
des  arcs  connus  sont  toujours  déterminés  avec  précision  par  leurs 
arcs^  de  sorte  que,  pour  les  arcs  connus,  les  sinus  et  les  cosinus  peu- 
vent être  employés  avec  précision  aussi  bien  que  les  tangentes  dans 
l'exp  ression  des  valeurs  des  arcs  cherchés. 
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Les  équations  générales  qui  lient  entre  eux  les  angles  et  les  côtés 
des  triangles  rectilignes  quelconques  sont  les  suivantes ,  en  appelant 
A,  B,  C,  les  trois  angles,  et  a,  b,  c,  les  trois  côtés  respectivement 
opposés. 

a*  =  6*  -f-  c»  —  2  é  c  cos  A, 

équation  qui  se  reproduit  pour  les  trois  côtés. 

sin  A sinB sinC 

a  6  c   ' 

Dans  les  triangles  sphériques,  on  a  d'une  part  la  règle  des  sinus 

sin  A sinB_sinC 

sin  a      sin  b      sin  c' 

et  d'autre  part  l'équation  fondamentale  qui  se  répète  pour  les  trois 
côtés^ 

cos<;=.co6acosfr +sinasin  6sinC. 
On  a  aussi  Téquation 

cos  C  =  sin  A  sinB  cos  c — cos  A  cos  B, 

qai  se  répète  pour  les  trois  angles. 

C'est  de  ces  formules  que,  dans  le  cours  de  cet  ouvrage,  nous  tire- 
rons les  équations  que  nous  transformerons  suivant  le  cas.  Nous  em- 
ploierons aussi  les  formules  suivantes  connues  sous  le  nom  d'analogies 
de  Neper 

tangj  (A+B)  =  cotéC  52ii|îZI*). 

tangi  (a  — ô)  =  tanei  c  s«"^(A  — B)^ 

Si  un  triangle  spbérique  devient  rectangle  en  A,  de  sorte  que  a  est 
l'hypoténuse,  la  formule  générale  donne 

cos  a  =  cos  ft  cos  Cy 
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et  la  règle  des  sinus 

sinfr  =  sinasinB. 

On  a  encore 

tang  c  =  tang  a  cos  B. 
cosC  =sinBcosc. 
cotB  =  cot6sinc. 
cos  a  =  cot  B  cot  C. 

Nous  rappellerons  enfin  que  dans  les  cas  où  les  triangles  sphériques 
obliquangles  ne  peuvent  être  résolus  directement  par  les  formules 
générales  et  leurs  transformations,  on  divise  ces  triangles  en  deux 
autres  triangles  rectangles  au  moyen  d'un  arc  de  cercle  abaissé  d'un 
sommet  perpendiculairement  sur  le  côté  opposé,  et  les  formules  pré- 
cédentes donnent  les  moyens  de  résoudre  le  problème. 

Comme  dans  chaque  cas  qui  se  présentera  nous  disposerons  les 
formules  de  la  manière  la  plus  commode  pour  sa  solution,  nous  ne 
nous  étendrons  pas  ici  sur  ce  point. 

Sur  les  ëphémérides. 

Les  éphémérides,  dont  les  principales  sont  en  France  la  Connais-- 
sanee  des  temps,  et  en  Angleterre,  le  Nautical  Almanae,  sont  publiées 
pour  toutes  les  années  et  longtemps  à  l'avance,  par  les  soins  d'admi- 
nistrations spéciales.  Elles  donnent  à  midi  moyen  pour  tous  les  jours 
de  Pannée  les  positions  apparentes  du  soleil,  de  la  lune  et  des  planètes 
principales.  Pour  la  lune,  les  ascensions  droites  et  les  déclinaisons  sont 
même  données  d'heure  en  heure.  Ces  tables  renferment,  en  outre,  les 
positions  apparentes  d'un  certain  nombre  d'étoiles,  données  de  dix 
jours  en  dix  jours,  l'indication  des  étoiles  de  première  grandeur  qui 
seront  occultées  par  la  lune,  les  distances  de  la  lune  au  soleil  ou  aux 
principales  planètes,  ainsi  qu'à  un  certain  nombre  d'étoiles  choisies, 
distances  données  à  des  instants  indiqués  du  premier  méridien,  enfin 
la  liste  des  éclipses  des  satellites  de  Jupiter. 

Chaque  volume  des  ouvrages  que  je  viens  de  citer  est  accompagné 
d'instructions  détaillées  sur  la  signification  des  éléments  qu*il  ren- 
ferme. Il  serait  donc  inutile  d'entrer  ici  dans  des  détails  à  ce  sujet. 

Quand  on  a  besoin  de  connaître  les  positions  d'un  astre,  on  doit  donc 
les  chercher  dans  les  éphémérides,  pour  l'instant  du  premier  méridien 
répondant  à  celui  de  la  station,  instant  qu'on  connaît  en  ajoutant  à 
l'heure  de  sa  station  la  longitude  de  cetle-ci  comptée  à  l'ouest.  Dans  la 
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majeure  partie  des  cas,  une  proportion  entre  les  éléments  du  midi  précé- 
dent etceux  du  midi  suivant,  ou  bien  de  l'heure  précédente  et  de  l'heure 
suivante,  suffît  pour  obtenir  les  valeurs  répondant  à  l'instant  en  ques- 
tion. U  est  facile  de  comprendre  que  cette  manière  d'opérer  est  légi- 
time, quand  les  positions  ont  peu  varié  dans  l'intervalle,  et  surtout 
quand  les  variations  pour  un  même  intervalle  varient  peu  dans  la 
table.  Mais,  s'il  en  est  autrement,  il  Ciut  recourir  à  l'interpolation. 
Voici  la  règle  à  suivre. 

Supposons,  par  exemple,  qu'on  trouve  dans  la  table,  pour  l'élément 
qu'on  veut  obtenir,  une  certaine  valeur,  à  l'instant  T  du  premier  mé- 
ridien, et  qu'on  veuille  la  valeur  pour  l'instant  T+t.  Soit  k  l'inter- 
valle existant  dans  les  tables  entre  les  instants  du  premier  méridien 
pour  lesquels  Télément  cherché  est  donné  par  ces  tables,  de  telle 
sorte  que  nous  trouvions  dans  celles-ci  les  valeurs  pour  les  instants 
T,  T-+-Ap,  T-I-2A-,  T-t-3*,  etc.,  et  soient  i/io,  mi,  ms,  m,,  etc.,  ces 
valeurs,  itio  étant  celle  qui  répond  à  l'Instant  T.  Appelons  différences 
premières  les  différences  de  deux  de  ces  nombres  consécutifs,  diffé- 
rences secondes  les  différences  des  différences  premières  consécutives, 
différences  troisièmes  les  différences  des  différences  secondes,  et  ainsi 
de  suite,  nous  aurons 

Différences  premières,    m,  — m© = A,  ;  m,  —  wi,  =  A',  ;  »t, — m, = A", . . . 
Différences  secondes.      A'.  —  A,  =  A,  ;  A",  —A',  =  A', ... 
Différences  troisièmes.  A', — A,  =  A3,  et  ainsi  de  suite. 

On  démontre,  dans  le  calcul  des  différences  finies,  la  formule  sui- 
vante qui  donnera  la  valeur  m  de  l'élément  cherché  pour  l'instant  T+t: 

m-i««+j^A.  +  -j-^A,-i.  j-^—  A,.f-  etc. 

C'està  Paide  de  cette  formule  qu'on  trouve  les  valeurs  intermédiai- 
res à  celles  des  tables.  Si  on  se  limite  au  terme  en  A^  on  a  alors  Tin- 
terpolation  proportionnelle  qui  revient  à  une  simple  proportion.  En 
général,  on  trouve  dans  les  tables  que  les  A,  sont  constants,  c'est-à- 
dire  que  leurs  différences  successives  A,  sont  en  dessous  de  la  limite 
de  précision  à  laquelle  on  s'arrête.  On  limite  alors  la  formule  au  terme 
en  A,,  c'est-à-dire  qu'on  fait  dans  la  formule  A3  et  toutes  les  différen- 
ces suivantes  égales  à  zéro.  Ce  n'est  guère  que  pour  la  lune,  dont  le 
mouvement  est  rapide,  et  lorsqu'on  veut  interpoler  sa  longitude  et  sa 
latiludequine  sontdonnées  dans  les  tables  que  de  l^heuresen  12heu- 
res,  qu'on  a  besoin  de  A,.  J'ai  déjà  dit  que  les  ascensions  droites  et  les 
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déclinaisons  de  la  lune  sont  données  d'heure  en  heure,  ce  qui  fait  que 
pour  ces  derniers  éléments,  on  n'a  jamais  besoin  de  dépasser  les  diffé- 
rences secondes. 

Les  ascensions  droites  et  les  déclinaisons  des  étoiles  varient  à  cause  de 
leur  mouvement  propre  et  à  cause  de  la  précession,  de  la  nutation  et 
de  l'aberration.  Les  éphémérides  ne  donnent  les  positions  apparentes 
que  d'un  petit  nombre  d'étoiles.  Or  il  arrive  souvent  qu'on  a  besoin 
de  connaître  à  un  instant  donné  l'ascension  droite  d'une  autre  étoile 
inscrite  dans  les  catalogues  avec  sa  position  moyenne  pour  le  1*' jan- 
vier d'une  certaine  année.  Le  catalogue  des  étoiles  de  l'ascension  bri- 
tannique donne  ces  positions  pour  l'année  1850.  Si  nous  appelons  T  la 
date  d'un  catalogue,  et  si  on  veut  la  position  pour  le  1®'  janvier  d'une 
autre  année,  T  +  t  antérieure  ou  postérieure  à  T,  en  appelant  a'  et  D' 
l'ascension  droite  et  la  déclinaison  moyenne,  cherchées  pour  l'année 
T  +  <9  et  nommant  a  et  D  la  déclinaison  pour  Tannée  T  du  catalogue, 
quantités  inscrites  dans  ce  catalogue,  |a  et  [if  les  mouvements  propres 
annuels  en  ascension  droite  et  en  déclinaison  inscrits  dans  les  tables; 
enfin  m  et  m' les  mouvements  annuels  de  l'ascension  droite  et  de  la 
déclinaison,  dus  à  la  précession  et  inscrits  dans  les  catalogues,  et  n  et  n* 
les  variations  de  ces  mouvements  en  un  siècle,  ou  variations  séculai- 
res, on  a  pour  les  valeurs  de  a  et  D  les  deux  équations 

expressions  k  l'aide  desquelles  on  aura  les  ascensions  droites  et  les 
déclinaisons  moyennes  pour  le  1*'  janvier  de  Pannée  T+^  Dans  le  ca- 
talogue de  l'ascension  britannique,  les  quantités  m',  [if  et  n*  se  rappor- 
tent aux  distances  au  paie  nord  ;  il  faut  alors  remplacer  dans  l'expres- 
sion précédente  D' et  D  par  M  et  A,  qui  représenteront  alors  les  distan- 
ces au  pôle  nord,  et  on  en  tire  la  déclinaison. 

a'  et  D' étant  ainsi  connus  pour  le  i"  janvier  de  l'année  pour  la- 
quelle on  veut  la  position  à  un  jour  quelconque,  on  réduit  la  date  en 
fraction  de  l'année,  réduction  qu'on  trouve  déjà  faite  dans  la  connais- 
sance des  temps,  on  y  ajoute  la  fraction  du  jour  réduite  en  fraction 
de  l'année.  Nous  appellerons  t  la  fraction  de  l'année  ainsi  obtenue  ;  et 
si  de  plus  nous  appelons  Q  la  longitude  vraie  du  soleil,  ^  celle  de  la 
lune,  Q  la  longitude  moyenne  du  nœud  de  la  lune,  enfin  tù  l'obliquité 
de  l'écliptique,  éléments  qu'on  prend  dans  les  éphémérides,  on  a  avec 
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la  constante  20'',463deStruve  pour  TaberratioD  et  la  constante  9'',2236 
de  Peters,  en  posant 

A  =  — 18V719COS0, 

8  =  — 20",463sin©, 

C  =  ^  ~  0,3425  sin  Q  +  0,0042  sin  2  JJ  —  0,02316  sin  2  0 

—  0,004071  sin  2  C> 
D=  9",2236  cos  Q  +0",0900  cos2  Q  —  0",5500  cos  2  0 

—  0",0890  cos  2  C, 
a  =  cos  a'  sec  D',  a' = tang  w  cos  D'  —  sin  a  sin  D', 

b  =  sin  a'  sec  D',  6'  =  cos  o'  sin  D', 

c=46",0634-i-20",05345in  a' tang  D',  c'  =  20",0534  cos  a', 
d  =  cos  a'  tang  D',  d'=  —  sin  «', 

on  a  pour  l'ascension  droite  et  la  déclinaison  à  l'instant  en  question, 
et  les  appelant  a!*  et  D'' 


D"=D'+  Aa'  +  B6'+Gc'  +  Dd'+//. 


On  trouve  dans  les  épbémérides  les  logarithmes  de  A,  B,  G,  D  cal- 
culés pour  tous  les  jours  de  Pannée,  on  les  interpole  pour  un  instant 
quelconque.  Dans  le  catalogue  de  l'ascension  britannique,  on  trouve 
leslogari  tbmes  dea,  6,c,  d,  a\  b\  cf,  d  (qui  peuvent  être  regardés  comme 
constants  pendant  très-longtemps),  calculés  pour  toutes  les  étoiles  du 
catalogue,  et  a,  b,  c,  d,  sont  déjà  réduits  en  temps.  Dans  ce  catalogue, 
il  ne  faut  pas  perdre  de  vue  que  a\  b',  c\  d\  sont  avec  des  signes  qui 
font  rapporter  la  correction  à  la  distance  au  pôle  nord.  Pour  les  autres 
catalogues,  on  peut  aisément  calculera,  6,  c,  d  et  a\b\c\  d\ 

Les  formules  précédentes  sont  suffisantes,  sauf  pour  les  étoiles  qui 
seraient  trfes-voisines  du  pôle.  Or,  ce  sont  les  étoiles  de  basse  lati* 
tnde  dont  en  général  on  a  besoin.  Les  principales  circompolaires  ont 
leur  position  calculée  jour  par  jour  dans  les  épbémérides. 

Sut  les  équations  de  condition. 

Quand,  pour  la  solution  d'un  problème,  on  a  plus  d'équations  que 
dloconnues,  il  faut  combiner  ces  équations  de  condition,  de  manière 
à  former  un  nombre  d'équations  égal  à  celui  des  inconnues«Or,  dans  ce 
cas,  on  démontre  que  le  meilleur  système  consiste  à  multiplier  chaque 
équation  par  le  coefficient  de  Tune  des  inconnues  dans  cette  équation^ 
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en  lui  conservant  son  signe.  Les  coefficients  de  cette  inconnue  devien- 
nent alors  positifs  dans  toutes  ces  équations.  On  ajoute  ensuite  toutes 
ces  équations^  et  l'équation  somme  est  une  des  équations  à  employer 
pour  l'obtention  des  valeurs  des  inconnues.  On  répète  cette  opération 
pour  toutes  les  inconnues  et  on  a  alors  autant  d'équations  sommes 
que  de  quantités  à  déterminer.  C'est  entre  ces  dernières  équations 
qu'on  élimine  les  inconnues.  Cette  méthode  s'appelle  Méthode  des 
moindres  carrés. 

On  peut  encore  y  en  renversant  au  besoin  les  signes,  rendre  positif 
le  coefficient  d'une  des  inconnues  dans  toules  les  équations,  et  on 
en  fait  la  somme.  On  élimine  alors  cette  inconnue  entre  l'équation 
somme  et  toutes  les  autres,  ce  qui  donne  un  nombre  d'équa- 
tions égal  au  nombre  primitif,  mais  avec  une  inconnue  de  moins. 
On  répète  cette  opération  sur  une  seconde  inconnue  qu'on  élimine 
de  môme  et  ainsi  de  suite,  jusqu'à  ce  qu'on  n'ait  plus  qu'une  seule 
des  quantités  à  déterminer;  la  somme  des  équations  qui  la  renferme, 
et  dans  laquelle  on  a  rendu  tous  les  coefficients  positifs,  donne  alors 
la  valeur  de  cette  inconnue ,  qu'on  substitue  dans  l'équation  somme 
qui  ne  contenait  plus  que  deux  inconnues ,  ce  qui  donnr  la  valeur  de 
la  deuxième.  Ces  deux  inconnues  substituées  dans  l'équation  somme 
à  trois  inconnues  donnent  la  troisième  inconnue,  et  ainsi  de  suite  jus- 
qu'à la  dernière.  Cette  méthode  est  celle  de  H.  Cauchy  ;  son  exacti- 
tude consiste  en  ce  que  le  coefficient  de  chaque  quantité  à  détermi- 
ner a  été  rendu  maximum  dans  l'équation  qui  la  fournit,  ce  qui  fait 
pour  sa  valeur  un  grand  diviseur. 

L'une  ou  Tautre  de  ces  deux  méthodes  peut  être  employée  indiffé- 
remment. 
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DESCRIPTION 


DES 


INSTRUMENTS  D'ASTRONOMIE 


ET  DES 


MÉTHODES  A   EMPLOYER  POUR  RENDBE  LES  OBSERVATIONS 
INDÉPENDANTES  DES  ERREURS  INSTRUMENTALES. 


i .  —  On  emploie  en  astronomie  deux  systèmes  d'instruments  : 
les  uns  destinés  à  la  mesure  des  angles ,  les  autres  à  celle  du 
temps.  Ce  sont  les  premiers  qui  nous  occuperont  d*abord. 

Les  instruments  destinés  à  la  mesure  des  angles  se  composent  de 
combinaisons  diverses  de  cercles  gradués,  sur  lesquels  tournent  des 
lunettes  assujetties  à  des  règles  qu'elles  entraînent  dans  leur  mouve- 
ment et  que  Ton  nomme  alidades.  Souvent  dans  divers  instruments, 
les  théodolites,  par  exemple,  au  lieu  d'une  simple  règle  alidade,  il 
existe  un  second  cercle  concentrique  au  premier  et  sur  lequel  la 
lunette  est  fixée.  Ce  second  cercle  reçoit  alors  le  nom  de  cercle 
alidade,  et  il  porte  sur  sa  circonférence  des  traits  qui  servent  de 
repère  pour  faire  juger  de  la  rotation  de  la  lunette  par  rapport 
au  cercle  gradué.  D'autres  fois  l'alidade  (règle  ou  cercle,  ou  même 
simple  ligne  de  visée  définie  par  des  microscopes)  reste  fixe,  et 
c'est  le  cercle  gradué  que  la  lunette  entraîne  dans  son  mouvement. 
Il  est  évident,  d'ailleurs,  qu'il  est  indifférent  pour  la  mesure  des 
angles  de  faire  mouvoir  l'alidade  par  rapport  au  cercle  ou  le  cer- 
cle par  rapport  à  l'alidade. 
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Les  instruments  qui  ne  sont  pas  simplement  destinés  à  la  me- 
sure des  angles  compris  entre  deux  lignes  de  visée,  mais  qui  sont 
employés  à  mesurer  des  angles  horizontaux  ou  verticaux,  portent 
en  outre  des  niveaux  à  bulle  d'air. 

Nous  avons  doncàconsidérer  séparément  dans  les  instruments  : 
l^les  niveaux;  2"*  les  lunettes  ;  3*  les  cercles  gradués  avec  leur 
combinaison  d'alidade  ou  de  cercle  alidade.  Nous  allons  procéder 
à  une  étude  générale  sur  ces  diverses  parties  constituantes  des 
instruments.  Mais  auparavant,  nous  décrirons  succinctement  les 
combinaisons  de  cercles,  de  lunettes  et  de  niveaux  employées 
pour  la  mesure  des  angles,  c'est-à-dire  les  instruments  propre- 
ment dits. 


Des  divers  genres  (Tinstruments  propres  à  la  mesure  des  angles. 


2.  — Oo  peut  diviser  eo  quatre  classes  les  instruments  d'astro- 
nomie : 

La  première  classe  se  compose  des  instruments  destinés  à  faire 
des  observations  dans  un  seul  plan  fixe,  lequel  est  ordinairement 
le  méridien,  quelquefois  le  premier  vertical.  Elle  comprend  deux 
instruments  distincts ,  la  lunette  méridienne  et  le  cercle  mural. 
Ces  deux  instruments  sont  parfois  réunis  en  un  seul  portant  alors 
le  nom  de  cercle  méridien. 

La  deuxième  classe  comprend  les  instruments  destinés  à  mesu- 
rer à  la  fois  des  distances  angulaires  au  zénith  et  des  angles  au*- 
tour  de  la  verticale,  c*est-à-dire  des  angles  d'azimut.  Ce  sont  donc 
des  instruments  pour  observer  dans  tous  les  plans  verticaux  et 
pour  mesurer  les  angles  de  deux  plans  verticaux  contenant  deux 
astres,  ou  un  astre  et  une  mire.  Ces  instruments  portent  le  noni 
de  théodolites,  quand  ils  sont  de  petite  dimension  et  portatifs.  On 
les  nomme  att-azimuts,  quand  ils  sont  grands  et  établis  solidement 
en  un  lieu  fixe. 

La  troisième  classe  se  compose  d'un  instrument  destiné  à  me^ 
surer  directement  les  distances  des  astres  à  Téquateur  et  Tan- 
gle  des  plans  passant  par  Taxe  du  monde  et  par  deux  astres.  Cet 
instrument  porte  le  nom  d^équatorial  ou  machine  parallacti^ 
que.  C'est  en  réalité  un  grand  tliéodolite  dont  Taxe  principal 
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est  parallèle  à  Taxe  du  monde,  au  lieu  d'être  vertical  comme  pour 
le  théodolite  proprement  dit. 

Enfin,  la  quatrième  classe  comprend  les  instruments  destinés 
à  mesurer  des  angles  dans  un  plan  quelconque.  Elle  se  compose 
du  cercle  répétiteur  et  des  instruments  de  réflexion,  sextant,  oc- 
tant ,  cercle  de  réflexion, 

n  y  aurait  encore  à  joindre  à  cette  nomenclature  un  instrument 
spécial  d'un  usage  très-restreint,  la  lunette  zénithale,  destinée  à 
faire  des  observations  dans  le  voisinage  immédiat  du  zénith,  et 
les  instruments  tels  que  rMtomé/r^^  destinés  à  mesurer  seulement 
de  très-petits  angles  dans  une  direction  quelconque.  Nous  en  par- 
lerons plus  tard  brièvement. 

Les  deux  premières  classes  renferment  les  instruments  employés 
à  terre  par  les  géographes,  et  qui  sont  le  cercle  méridien  portatif 
et  le  théodolite.  La  quatrième  classe  contient  ceux  qui  sont  em-- 
ployés  en  mer  par  les  géographes  et  par  les  navigateurs  ;  ce  sont  les 
instruments  de  réflexion ,  dont  les  géographes  se  servent  aussi 
quelquefois  à  terre.  Mais  leur  précision  est  inférieure  à  celle  des 
cercles  méridiens  et  des  théodolites,  qui  doivent  toujours  leur  être 
préférés  dans  les  observations  à  terre.  Le  cercle  répétiteur  est  au- 
jourdliui  presque  abandonné  ;  On  lui  préfère  le  théodolite,  qui 
ofEre  de  plus  grands  avantages.  Les  instruments  de  la  troisième 
classe,  les  équatoriaux  ne  sont  employés  que  par  les  astronomes. 
Leur  ressemblance  générale  avec  un  grand  théodolite  dont  Taxe 
serait  incliné  de  façon  à  se  trouver  dans  le  méridien  et  dans  Taxe 
du  monde,  fait  qiie  leur  théorie  peut  être  expliquée  rapidement 
comme  un  corollaire  de  celle  du  théodolite  lui-même. 

Pour  le  moment,  nous  nous  bornerons  donc  à  donner  une  des- 
cription  succincte  des  instruments  des  deux  premières  classes* 
Nous  renvoyons  à  plus  tard  celle  des  instruments  de  réflexion  et 
les  quelques  considérations  que  nous  aurons  à  présenter  sur  Té- 
quatorial.  Il  y  a  avantage  à  ajourner  la  description  des  instru^ 
ments  les  moins  précis  après  celle  des  instruments  les  plus  exacts 
que  possède  l'astronomie. 

3.  —  Instruments  de  la  première  classe ,  lunette  méridiennes 
cercle  murcU,  cercle  méridien,  —  La  lunette  méridienne  (fig.  l)j 
appelée  aussi  instrument  des  passages,  se  compose  d'une  lu- 
nette AA  assujettie  perpendiculairement  sur  un  axe  horizon talBB 
qui  se  termine  par  deux  tourillons  d'un  dia^lètre  plus  petite  tour- 
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Qant  dans  deux  coiissinets  solideraeat  établis  sur  des  piliers  en  ma  - 
çonaerieCC.  Cet  axe  est  placé  perpendiculairement  au  méridien  , 
de  telle  sorte  que  la  lunette  soit  toujours  dans  le  méridien  et  que  par 
sa  rotation  autour  de  son  axe,  elle  puisse  parcourir  eûtièremeot 
ce  plau.  Un  niveau  sert  k  établir  et  à  vérifier  l'horizontalité  de 


l'axe  (1}.  L'instrument  est  d'ailleurs  construit  avec  solidité,  et  oo 
cherche  à  lui  donner  la  plus  grande  stabilité  possible  en  veillant 

(1)  Oalre  m  grand  nivua  doat  DODt  parleniu  plai  loin,  Gimbey  pliçtil  mr 
les  laaellei  miiidltoau  ud  irtlAnifl  de  deoi  petits  oivenai  i  bulle  d'air  t»- 
préacDlés en  aa  tar  la  Qgare  et  toaroaDt  antonr  d'ua  aie  b b  porté  par  la 
monlDre  de  li  laaetle.  Cet  axe  était  asaei  élevé  au-denui  d'elle  pour  que  dau 
toutM  lei  poiitiODi  de  celle-ci  les  nlvesuz  paaieat  ttre  amcDés  I'dd  ao-deiaui  de 
l'autre.  Cet  appareil  était  destioé  k  s'assurer  ai  l'inclioaison  conservait  la  inèiM 
valeur  dans  lea  poettions  de  la  iDMtte  où  on  ne  pouvait  pu  plaeerle  grand  ni- 
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à  ce  que  les  piliers  en  maçonnerie  soient  bien  établis  et  avec  des 
fondations  profondes ,  et  à  ce  que  le  plancher  sur  lequel  Tobser- 
Tateur  se  place  pour  observer  soit  indépendant  de  ces  piliers,  afin 
que  les  mouvements  de  ce  plancher  n'impriment  aucune  vibration 
à  rinstrument.  En  outre,  un  système  de  contre-poids  DD  porté  par 
des  leviers  à  Tautre  extrémité  desquels  est  une  tringle  terminée 
inférieurement  par  un  collier  à  galets  dans  lequel  roule  Taxe  BB, 
sert  à  équilibrer  la  majeure  partie  du  poids  de  la  lunette,  afin 
que  celle-ci  ne  pèse  pas  entièrement  sur  les  tourillons  qui  assurent 
sa  position,  ce  qui  en  usant  ces  derniers,  nuirait  à  la  perfection 
de  rinstrument. 

Près  de  la  lunette  méridienne  on  place  une  boiïne  horloge  as- 
tronomique dont  Tobservateur  entend  le  battement,  et  il  compte  les 
secondes  pendant  qu'il  a  Tœil  à  la  lunette.  Cette  horloge  marque 
le  temps  sidéral. 

L'usage  de  la  lunette  méridienne  est  de  noter  les  instants  de 
rhorloge  auxquels  les  astres  passent  par  le  méridien  en  vertu  du 
mouvement  apparent  du  ciel. 

Si  rhorloge  est  bien  réglée  au  temps  sidéral,  une  même  étoile 
passera  tous  les  jours  au  méridien  au  même  instant  de  Thorloge. 
Si  donc  on  observe  une  différence  dans  les  instants  des  passages 
d'une  même  étoile  en  deux  jours  consécutifs,  on  en  déduit  la  quan- 
tité dont  l'horloge  avance  ou  retarde  en  24  heures  sidérales.  La 
marche  de  l'horloge  étant  ainsi  connue,  rintervalle  du  temps  des 
passages  de  deux  astres  au  méridien  fait  connaître,  après  l'avoir 
corrigé  de  l'avance  ou  du  retard  de  Thorloge  pendant  sa  durée^  la 
différence  d'ascension  droite  des  deux  astres  observés,  différence 
qui  se  trouve  ainsi  exprimée  en  temps.  En  réduisant  le  temps  en 
arc,  on  a  alors  cette  différence  exprimée  en  arc.  On  voit  donc  que 
la  lunette  méridienne  mesure  les  angles  d'ascension  droite  par  le 
moyen  de  l'horloge,  sans  intervention  d'aucun  cercle  gradué. 

Le  cercle  mural  est  destiné  à  la  mesure  des  déclinaisons.  Son 
nom  de  cercle  mural  vient  de  ce  qu'il  se  compose  d'un  cercle 
gradué  (fig.  2)  portant  une  lunette,  et  appliqué  le  long  d'un  mur  ou 
pilier  dont  la  face  est  dans  le  méridien.  L'axe  du  cercle  est  engagé 

veanet  dans  cellet  où  on  employait  ce  dernier.  Seulement  Gambey  mettait  des 
nifeinx  trop  peu  sensibles.  En  général,  on  a  renoncé  à  cette  disposition  qui 
aorait  eu  cependant  des  avantages  en  employant  des  niveaux  un  peu  pins  grands. 
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borizoDlaleinent  dans  le  mur ,  de  façon  que  le  cercle  touroe  dans 
son  plan,  qui  est  aussi  celui  du  méridien.  Dans  ce  mur  se  trouvent 
scellées  des  pièces  métalliques  portant  des  index  tenant  lieu  d'a- 
lidade fixe.  Us  sont  destinés  à  manifester  la  quantité  de  ta  rotation 
du  cercle,  dont  la  mesure  est  donnée  par  les  divisions  du  cercle 
gradué  qui  passent  devant  eux.  Les  index  sont  composés,  comme 
nous  le  verroDS  plus  loin ,  de  microscopes  fixes  F  pointant  sur  les 
divisions  du  cercle. 


Cet  instrument  est  destiné  à  viser  sur  les  astres  à  leur  p 
au  méridien.  Après  chaque  pointé,  on  lit  sur  le  limbe  les  di- 
visions répondant  aux  index.  La  différence  des  lectures  obtenues 
pour  deux  astres  mesure  directement  leur  différence  de  déclinai- 
tton.  En  observant  une  même  circompolaire  à  son  passage  supé- 
rieur et  inférieur,  la  moyenne  des  deux  lectures  donne  la  lec- 
ture de  l'instrument  qu'on  obtiendrait  si  on  pouvait  viser  sur 
le  pôle  lui-mfime  (nous  supposons  ici  les  lectures  corrigées  des  er- 
reur» dont  elles  ont  été  a^eclées  par  la  réfraction  qui  augmente 
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la  hauteur  apparente  de  l'étoile  au-dessus  de  rhorizon)  •  La  diffé- 
rence de  la  lecture  du  cercle  ainsi  obtenue  comme  répondant  au 
pôle  et  des  lectures  répondant  aux  divers  astres,  donne  les  dis- 
tances polaires  de  ces  derniers,  et  par  conséquent  fait  connaître 
leur  déclinaison. 

Si  pendant  plusieurs  jours»  avant  et  après  l'équinoxe,  on  déter- 
mine, à  Taide  de  la  lunette  méridienne,  les  différences  d'ascen- 
sion droite  du  soleil  à  son  passage  méridien  et  d'une  même 
étoile,  et  si  on  mesure,  les  mêmes  jours,  au  passage  méridien 
la  déclinaison  du  soleil  à  l'aide  du  cercle  mural,  on  peut  par  in- 
terpolation entre  les  déclinaisons  aux  instants  du  passage  méridien 
chercher  à  quel  moment  le  centre  du  soleil  s'est  trouvé  dans  l'équa- 
teur.  Alors  par  interpolation  entre  les  différences  d'ascension  droite 
aux  mêmes  instants  méridiens  avec  l'étoile  considérée,  on  obtient 
la  différence  d'ascension  droite  répondant  à  l'instant  où  le  centre 
du  soleil  était  vu  dans  l'équateur,  différence  qui  n'est  autre  que 
Tascension  droite  de  l'étoile  considérée,  après  toutefois  les  petites 
corrections  d'aberration  et  de  nutation  connues  par  la  théorie. 
Gomme  on  peut  déterminer  avec  la  lunette  méridienne  les  diffé- 
rences d'ascension  droite  des  autres  étoiles  avec  l'étoile  en  ques- 
tion, on  en  déduit  les  ascensions  droites  de  toutes  les  étoiles;  de 
même  on  a  celles  des  planètes  et  de  la  lune  au  moment  des  obser- 
vations. 

Ce  que  nous  venons  de  dire  fait  concevoir  comment  la  réunion 
des  observations  à  la  lunette  méridienne  et  au  cercle  mural  donne 
les  positions  de  tous  les  astres  en  ascension  droite  et  en  décli- 
naison. 

Nous  avons  déjà  indiqué  comment  on  peut  connaître  la  lecture 
du  cercle  mural  qui  répond  au  pointé  que  l'on  ferait  sur  le  pôle; 
nous  verrons  plus  tard  comment  on  peut  obtenir  celle  qui  ré- 
pondrait au  zénith.  La  différence  fait  connaître  la  distance  du 
pôle  au  zénith  ou  le  complément  de  la  latitude  de  la  station. 

Quand  les  ascensions  droites  de  diverses  étoiles  sont  connues 
par  des  observations  antérieures,  la  détermination  avec  la  lunette 
méridienne  de  l'heure  de  l'horloge  à  laquelle  l'une  de  ces  étoiles 
passe  au  méridien  fait  connaître  l'avance  ou  le  retard  de  l'horloge 
en  cet  instant  sur  le  temps  sidéral,  puisque  celle-ci  devrait  mar- 
quer exactement  pour  heure  l'ascension  droite  de  l'étoile  expri- 
mée en  temps.  Cette  observation  fait  donc  connaître  l'état  de  Thor- 
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loge,  et  si  on  transforme  le  temps  sidéral  en  temps  moyen,  on  a 
rheure  moyenne  du  lieu. 

Si,  en  un  lieu  donné,  on  observe  les  instants  des  pa<(sages  de 
la  lune  et  d'une  étoile  au  méridien,  on  déduit  du  passage  de 
rétoile  la  correction  de  l'horloge,  et  on  a  Theure  du  lieu  à  la- 
quelle la  lune  a  passé  au  méridien,  et  par  conséquent  l'ascension 
droite  de  la  lune.  Cherchant  dans  les  éphémérides  quelle  heure 
moyenne  il  est  au  1*'  méridien  quand  la  lune  possède  cette 
ascension  droite,  la  différence  de  l'heure  moyenne  du  lieu  et  de 
celle  du  1*^  méridien  fait  connaître  la  longitude  de  la  station. 

On  voit  donc  par  ce  qui  précède  que  les  instruments  méridiens 
sont  à  la  fois  des  instruments  d'astronomie,  puisqu'ils  mesurent 
les  ascensions  droites  et  les  déclinaisons,  et  des  instruments  de 
géographie,  puisqu'ils  déterminent  les  latitudes  et  les  longitudes. 

Plus  tard,  nous  verrons  comment  on  place  ces  instruments 
exactement  dans  le  méridien. 

Un  inconvénient  du  système  des  instruments  méridiens  est 
d'être  formé  de  deux  instruments  distincts,  dont  l'emploi  a  sou- 
vent besoin  d'être  simultané  :  de  là  la  nécessité  de  deux  obser- 
vateurs. Eu  fixant  un  cercle  sur  l'axe  de  la  lunette  méridienne  de 
sorte  que  ce  cercle  tourne  avec  elle,  et  en  mettant  sur  le  pilier  de 
la  lunette  méridienne  les  index  qu'on  mettait  sur  celui  du  cercle 
mural,  on  a  réuni  les  deux  instruments  en  un  seul  qu'on  appelle 
cercle  méridietx.  L'observateur  pointe  alors  en  hauteur  l'instru- 
ment sur  l'astre  au  méridien,  en  même  temps  qu'il  note  les  ins- 
tants des  passages  marqués  par  l'horloge.  Il  lit  ensuite  la  gra- 
duation du  cercle.  De  cette  façon,  le  système  entier  des  observa- 
tions est  fait  par  un  seul  observateur.  Cette  amélioration  impor- 
tante n'a  été  que  récemment  réalisée  d'une  manière  satisfaisante 
dans  les  observatoires. 

Nous  avons  vu  comment  les  instruments  méridiens  peuvent 
servir  aux  géographes,  mais  pour  cela  il  faut  qu'ils  soient  petits  et 
portatifs.  On  a  construit  dans  ce  but  des  cercles  méridiens  porta- 
tifs qu'on  pose  sur  un  pilier  quelconque  en  maçonnerie  quand  on 
peut  en  établir,  ou  quand  on  trouve  un  pan  de  mur  bas  qui  puisse 
servir;  ou  bien  sur  un  pied  en  bois  et  portatif,  quand  on  ne 
trouve  pas  dans  la  localité  les  ressources  nécessaires  pour  mieux 
placer  son  instrument. 
Dans  quelques  observatoires,  on  a  établi  dans  le  premier  ver- 
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tical  UD  instrument  construit  comme  la  lunette  méridienne.  Cet 
instrument  porte  alors  le  nom  d'instrument  des  passages  dans 
le  premier  vertical.  La  combinaison  des  passages  dans  le  premier 
yertical  avec  ceux  qu*on  observe  avec  la  lunette  méridienne  au 
méridien,  donne  des  équations  d'où  on  tire  à  la  fois  l'ascension 
droite  et  la  déclinaison  des  astres  observés,  sans  intervention  de 
la  réfraction  qui  n'agit  pas  sur  les  azimuts.  Ces  observationSi  qui 
répondent  en  réalité  à  des  observations  d'azimut  faites  dans  des 
plans  distants  de  90*^,  ne  sont  qu'un  cas  particulier  des  combinai- 
sons d^observations  azimutales  faites  dans  deux  plans  quelcon- 
ques. Comme  nous  traiterons  cette  dernière  question  générale  qui 
comprend  le  cas  particulier  dont  nous  venons  de  parler ,  nous 
n'aurons  pas  à  revenir  sur  ce  dernier,  et  par  conséquent  nous 
n'entretiendrons  pas  davantage  nos  lecteurs  de  l'instrument  des 
passages  dans  le  premier  vertical.  Sa  construction  et  les  moyens 
optiques  à  employer  pour  déterminer  ses  erreurs  sont  d'ailleurs 
en  tout  identiques  à  ceux  de  la  lunette  méridienne.  Ce  que  cet 
instrument  renferme  de  particulier  pour  la  détermination  de  ses 
erreurs  par  la  combinaison  des  observations  elles-mêmes,  se 
déduit  de  la  théorie  du  cas  général  des  observations  d*azirnut. 

4.  —  Instruments  de  la  deuxième  classe,  théodolite  et  alt-azi- 
mut. — Le  théodolite  (fig.  3)  se  compose  d'un  axe  vertical  avec  lequel 
tourne  toute  la  partie  supérieure  de  l'instrument  ;  cet  axe  est  engagé 
dans  une  monture  fixe  portée  par  trois  pieds  munis  de  vis  à  caler, 
à  l'aide  desquels  on  amène  l'axe  à  la  verticalité.  Cette  monture  sup- 
porte un  cercle  gradué,  horizontal,  solidaire  avec  elle  dans  les  théo- 
dolites non  répétiteurs,  et  l'axe  vertical  porte  un  cercle  alidade 
tournant  avec  lui  et  intérieur  au  cercle  gradué.  Ce  cercle  gradué 
et  l'alidade  ont  d'ailleurs  leur  surface  dans  le  même  plan,  de  sorte 
que  les  repères  ou  index  portés  par  le  cercle  alidade  sont  en  con- 
tact avec  la  graduation  du  limbe.  Le  cercle  alidade  permet  donc 
de  mesurer  la  rotation  de  l'axe  vertical.  A  la  partie  supérieure  de 
cet  axe  se  trouve  une  barre  métallique  horizontale  placée  en  T 
et  fixée  solidement  sur  lui,  de  manière  à  tourner  avec  l'axe  en 
question.  Cette  barre  supporte  un  axe  horizontal  portant  à  l'une 
de  ses  extrémités  un  cercle  alidade  vertical  solidaire  avec  lui.  Ce 
cercle  alidade  tourne  dans  un  cercle  gradué  vertical  comme  lui, 
et  assujetti  fixement,  quand  l'instrument  n'est  pas  répétiteur,  à 
la  barre  portant  l'axe  horizontal.  Ce  deuxième  système  de  cercle 
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alidade  et  de  cercle  gradué  est  destiné  à  la  mesure  des  hauteurs, 
et  les  surfaces  de  ces  deux  cercles  sont  dans  un  même  plan,  les 
repères  du  cercle  alidade  étant  en  contact  avec  la  graduation  du 
cercle  gradué ,  comme  nous  avons  dit  que  cela  a  lieu  dans  le 
svstème  des  cercles  horizontaux  destinés  aux  mesures  d'azimut. 


Knfin  le  cercle  alidade  vertical  porte  la  lunette  d'observation , 
qui  est  assujettie  sur  lui  parallèlement  à  »on  limbe.  Cette  lunette 
est  donc  plnct'e  excentriqiiement  par  rapport  à  l'axe  vertical  de 
rinstrumont,  puisque  le  cercle  alidade  vertical  qui  la  porte  est  à 
l'un  e  des  extn'mités  de  l'axe  horizontal,  et  déborde  la  barre  hori- 
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zoDtale  assujettie  à  rextrémité  supérieure  de  Taxe  vertical.  A  l'au- 
tre extrémité  de  cette  barre  horizontale  est  un  contre-poids  équi- 
librant le  poids  de  la  lunette  et  des  cercles  verticaux,  pour  que  le 
centre  de  gravité  du  système  tournant  se  trouve  dans  Taxe  vertical 
lui-même,  afin  d'égaliser  les  frottements  de  cet  axe  dans  tout  son 
pourtour. 

Pour  compléter  l'instrument,  à  la  monture  inférieure  portant 
Taxe  vertical  et  les  vis  à  caler  de  l'instrument  est  adaptée  une 
deuxième  lunette  qu'on  peut  pointer  sur  une  mire  fixe  et  éloignée, 
pour  s'assurer  que  pendant  les  observations  Tobservateur  ne  fait 
pas,  en  le  touchant,  dévier  l'instrument  en  azimut,  c'est-à-dire 
pour  reconnaître  que  le  zéro  du  cercle  gradué  horizontal  porté 
par  cette  monture  reste  bien  dans  le  même  azimut.  L'instrument 
est  muni  en  outre  de  niveaux  sur  lesquels  nous  reviendrons  plus 
tard. 

La  disposition  que  nous  venons  d'indiquer  pour  le  théodolite 
est  celle  des  théodolites  de  Gambey.  Leur  lunette,  comme  nous 
l'avons  déjà  fait  remarquer,  est  excentrique. 

D'autres  constructeurs  ont  fait  des  théodolites  dans  lesquels  la 
lunette  d'observation  est  au  centre  des  mouvements  de  l'instru- 
ment. La  partie  inférieure  de  ces  théodolites  est  la  même  que 
dans  les  théodolites  de  Gambey  :  seulement,  l'axe  vertical,  au  lieu 
de  se  prolonger,  comme  dans  ces  derniers,  au-dessus  du  cercle 
alidade  horizontal  pour  recevoir  la  barre  en  T,  portant  le  système 
supérieur  pour  la  mesure  des  hauteurs,  s'arrête  au  cercle  alidade 
horizontal,  et  ce  dernier  porte  vers  les  deux  extrémités  d'un  de  ses 
diamètres  deux  colonnes  verticales,  recevant  à  leur  partie  supé- 
rieure les  coussinets  de  l'axe  horizontal  au  milieu  duquel  se  trouve 
la  lunette  d'observation.  Celle-ci  est  ainsi  placée  au-dessus  de  l'axe 
vertical  lui-même  et  au  centre  des  mouvements  de  l'instrument. 
Dans  ces  derniers  théodolites,  la  lunette  est  alors  disposée  au  mi- 
lieu de  son  axe  horizontal,  comme  les  lunettes  des  instruments  des 
passages.  Un  cercle  gradué  vertical  porté  par  l'axe  de  la  lunette  et 
tournant  avec  lui,  sert  à  la  mesure  des  hauteurs.  Ce  cercle  gradué 
est  vers  l'une  des  extrémités  de  l'axe,  près  d'une  des  colonnes  et 
souvent  en  dehors  de  celle-ci,  à  laquelle  esfc  assujetti  un  système 
de  repères  tenant  lieu  d'alidade  fixe  pour  ce  cercle  gradué,  et 
permettant  de  mesurer  la  rotation  de  l'axe  horizontal.  Chaque  co- 
lonne .porte  un  semblable  système  d'index ,  afin  qu'on  puisse 
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retourner  à  volonté  la  lunette ,  de  sorte  que  le  cercle  soit  à 
droite  ou  à  gauche.  Nous  verrons  plus  tard  le  but  de  ce  retour- 
nement. 

Ainsi,  il  existe  deux  modèles  généraux  de  théodolites,  les  uns  à 
lunette  d'observation  excentrique,  les  autres  à  lunette  centrée.  Ces 
derniers  ne  permettent  pas  de  pointer  les  astres  voisins  du  zénitli,  à 
moins  de  donner  aux  colonnes  une  très-grande  hauteur  et  d'em- 
ployer des  oculaires  à  prisme ,  dont  nous  parlerons  plus  tard,  en 
ayant  soin  en  outre  de  joindre  une  alidade  à  l'une  des  extrémités 
de  l'axe  pour  viser  et  amener  facilement  l'astre  dans  le  champ.  Les 
colonnes  trop  hautes  ont  toutefois  l'inconvénient  d'éloigner  trop  le 
système  supérieur  du  cercle  alidade  azimutal,  et  elles  exposent  à 
une  torsion  de  l'instrument  par  laquelle  l'axe  horizontal  de  la 
lunette  ne  tournerait  pas  de  la  même  quantité  que  ce  cercle  ali- 
dade. On  peut,  il  est  vrai ,  dans  ce  cas,  éviter  la  hauteur  des  co- 
lonnes par  l'emploi  de  lunettes  coudées  suivant  l'axe  horizontal  ; 
mais  ce  genre  de  lunettes  a  aussi  des  inconvénients,  comme  nous 
le  verrons  plus  tard  en  pariant  des  lunettes.  Toutefois  comme  on 
ne  fait  pas  ordinairement  d'observations  azimutales  dans  le  voisi- 
nage du  zénith ,  les  théodolites  centrés  conviennent  particulière- 
ment dans  les  cas  où  on  ne  veut  se  servir  de  l'instrument  que  pour 
des  mesures  d'azimut.  Leur  système  supérieur,  qui  rappelle  l'ins- 
trument des  passages,  permet  de  les  employer  comme  instrument 
des  passages  dans  tous  les  verticaux. 

5. — Nous  avons  dit  que  le  cerele  gradué  horizontal  du  théodo- 
lite était  fixement  assujetti  sur  la  monture  portant  les  vis  à  caler  et 
l'axe  vertical  de  l'instrument.  Cela  a  lieu  dans  beaucoup  de  théo- 
dolites, mais  dans  ceux  qu'on  appelle  répétiteurs^  le  cercle  gradué 
horizontal  est  assujetti  sur  un  axe  vertical  creux  dans  lequel  tourne 
l'axe  vertical  proprement  dit  de  l'instrument  ou  axe  du  cerele 
alidade  horizontal.  Par  cette  disposition,  le  cerele  gradué  horizon- 
tal peut  tourner  sur  lui-même,  de  sorte  que  la  monture  ou  pied 
de  l'instrument  restant  fixe,  son  zéro  peut  répondre  à  tous  les 
azimuts  possibles.  Une  vis  de  pression  sert  d'ailleurs  à  fixer  ce 
cerele  gradué  dans  une  position  quelconque  par  rapport  au  pied, 
et  une  autre  vis  de  pression  sert  à  fixer  le  cerele  alidade  par  rap- 
port au  cerele  gradué  (à  ces  vis  de  pression  sont  jointes  des  vis  de 
rappel  pour  faciliter  les  très-petits  mouvements  des  cereles).  Le  but 
de  cette  disposition  est  de  rendre  l'instrument  répétiteur  en  azimut. 
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c'estrà-dire  de  permettre  de  faire  mouvoir  plusieurs  fois  successives 
et  au  moyen  de  la  répétition  des  observations  le  cercle  alidade  de 
l'angle  qu*on  veut  mesurer,  de  telle  sorte  que  l'angle  final  de  son  dé- 
placement par  rapportau  cercle  graduésoitégalàautantdefoisran- 
gle  cherché  qu'on  a  répété  de  fois  l'observation.  En  faisant  donc  la 
lecture  de  cet  angle  final  et  en  la  divisant  par  le  nombre  des  répéti- 
tions, on  obtient  l'angle  cherché,  avec  une  exactitude  plus  grande 
que  ne  le  comporte  la  graduation  de  l'instrument.  Cette  exactitude 
vient  du  diviseur,  qui  a  divisé  l'erreur  commise  sur  la  lecture  de 
l'angle  en  même  temps  que  l'angle  final  lui-même.  Comme  l'erreur 
possible  qu'on  commet  en  lisant,  ainsi  que  celle  qu'auraient  pu  in- 
troduire les  défauts  de  la  graduation  est  la  même  sur  un  arc  sim- 
ple ou  un  arc  multiple,  on  voit  que  l'erreur  possible  de  lecture  ou 
de  graduation  qu'on  aurait  pu  commettre  dans  une  seule  observa- 
tion est,  par  le  moyen  de  la  répétition,  divisée  par  le  nombre  des 
observations. 

Pour  faire  voir  que  la  disposition  que  nous  venons  d'indiquer 
permet  réellement  de  sommer  plusieurs  fois  le  même  arc  sur  le 
limbe,  supposons  qu'on  veuille  mesurer  la  différence  d'azimut 
de  deux  points  :  alors  on  arrête  d'abord  le  cercle  gradué  par  rap- 
port au  pied  de  l'instrument  à  l'aide  de  la  vis  de  pression  qui  lui 
correspond,  puis  laissant  libre  le  cercle  alidade  par  rapport  au  cercle 
gradué,  on  amène  son  index  en  contact  avec  le  zéro  du  limbe,  après 
quoi  on  assujettit  les  deux  limbes  l'un  par  rapport  à  l'autre  à  l'aide 
de  la  vis  de  pression  du  cercle  alidade  sur  le  cercle  gradué.  Cela 
iieut,  on  rend  libre  le  cercle  gradué,  et  les  deux  cercles  peuvent 
tourner  en  restant  unis.  Alors  avec  la  lunette  d'observation  qui  en- 
traîne les  deux  cercles,  on  pointe  le  premier  objet  et  on  arrête 
avec  la  vis  agissant  sur  le  cercle  gradué  le  limbe  de  ce  dernier, 
puis  ou  Iftche  le  cercle  alidade,  et  on  pointe  le  deuxième  objet  avec 
la  lunette  d'observation  qui  n'entratne  plus  que  ce  dernier  cercle  ; 
le  cercle  alidade  tourne  alors  avec  cette  dernière  lunette  de  l'angle 
compris  entre  les  deux  objets.  Son  index  se  déplace  donc  par  rap- 
port au  zéro  du  cercle  gradué  d'une  quantité  égale  à  ce  dernier 
^gle.  Quand  la  lunette  est  bien  pointée  sur  le  deuxième  objet,  on 
arrête  le  cercle  alidade  sur  le  cercle  gradué,  puis  on  rend  de  nou- 
veau ce  dernier  libre  en  lâchant  la  vis  de  pression  qui  l'assujettissait 
par  rapport  au  pied  fixe  de  l'instrument.  Le  système  des  deux  cer- 
cles tourne  ainsi  de  nouveau  avec  la  lunette,  mais  la  lecture  du 
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limbe  du  cercle  gradué  ne  varie  pas  dans  celte  rotation.  On  ra- 
mène alors  la  lunette  d'observation  sur  le  premier  objet,  en  arrêtant 
le  cercle  gradué  dans  la  position  qu'il  a  alors  acquise  ;  puis  on  lâ- 
che de  nouveau  le  cercle  alidade,  et  on  ramène  la  lunette  sur  le 
deuxième  objet.  Dans  cette  nouvelle  rotation,  le  repère  de  l'alidade 
qui,  à  l'origine  de  ce  nouveau  mouvement,  faisait  déjà  avec  le  zéro 
du  cercle  gradué  un  angle  égal  à  celui  des  deux  objets,  va  alors 
faire  l'angle  double  à  la  fin  de  ce  même  mouvement.  On  arrête 
de  nouveau  l'alidade  dans  cette  position  par  rapport  au  cercle  gra- 
dué ;  puis,  lâchant  celui-ci,  on  revient  au  pointé  sur  le  dremier  ob- 
jet, et  on  arrête  le  système  des  deux  cercles  dans  cette  nouvelle 
position  par  la  vis  du  cercle  gradué,  après  quoi  lâchant  de  nouveau 
la  vis  de  pression  du  cercle  alidade,  on  pointe  le  deuxième  objet. 
Le  repère  du  cercle  alidade  qui,  comme  nous  l'avons  vu,  faisait  déjà 
avec  le  zéro  du  limbe  l'angle  double  de  celui  des  deux  objets,  va 
faire  l'angle  triple,  et  en  continuant  de  la  même  manière,  on  voit 
qu'on  peut  répéter  l'angle  autant  de  fois  qu'on  le  veut. 

Cet  admirable  principe  de  la  répétition  a  été  imaginé  par  Mayer. 
Pour  pouvoir  l'appliquer  aux  angles  de  hauteur  de  la  même  ma- 
nière que  nous  venons  devoir  qu'on  l'applique  aux  angles  azimu- 
taux,  il  suffît  dans  les  théodolites,  au  lieu  de  fixer  le  cercle  gradué 
vertical  par  rapport  à  la  barre  en  T  de  la  partie  supérieure  de 
l'axe  vertical,  d'assujettir  ce  cercle  gradué  vertical  sur  un  axe 
horizontal  creux  porté  par  cette  barre  en  T.  Dans  cet  axe  horizontal 
creux  tourne  alors  Taxe  horizontal  du  cercle  alidade  vertical  por- 
tant la  lunette.  Une  pièce  métallique  fixée  à  la  barre  en  T  porte 
alors  une  vis  de  pression  munie  d'un  rappel  et  qui  arrête  le  cercle 
gradué  dans  une  position  quelconque,  de  sorte  que  son  zéro  peut 
alors  être  placé  à  toutes  les  hauteurs  possibles.  Le  cercle  alidade 
est  muni  d'une  vis  de  pression  avec  rappel  serrant  alors  sur  la 
circonférence  du  cercle  gradué  de  manière  à  pouvoir  rendre  les 
deux  limbes  solidaires.  Cette  disposition,  en  tout  semblable  à  celle 
que  nous  avons  décrite  pour  les  limbes  azimutaux,  réalise  les  con^ 
ditions  nécessaires  pour  que  la  répétition  puisse  se  faire  pour  les 
angles  de  hauteur  comme  pour  les  angles  d'azimut.  tJn  peu  de  ré- 
flexion montre  d'ailleurs  que  les  deux  répétitions  peuvent  même 
se  faire  simultanément,  c'est-à-dire  qu'en  pointant  alternativement 
à  deux  objets,  on  peut  répéter  à  la  fois  leur  difTérence  d'azimut  sur 
le  cercle  azimutal,  et  leur  différence  de  hauteur  sur  le  cercle  de 
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hauteur  :  il  suffit  pour  cela  de  serrer  à  la  fois  les  vis  des  deux 
cercles  gradués  de  hauteur  et  d'azimut  par  rapport  aux  montures 
dans  le  pointé  sur  le  premier  objet,  et  les  vis  des  cercles  alidades 
dans  le  pointé  sur  le  deuxième  objet 

Nous  venons  de  parler  de  la  répétition  en  hauteur  pour  les 
théodolites  excentriques.  Elle  peut  par  des  dispositions  correspon- 
dantes exister  dans  les  théodolites  centrés.  Toutefois  le  plus  sou- 
Yent  on  ne  rend  ces  derniers  répétiteurs  qu*en  azimut,  parce 
que  c*est  spécialement  aux  observations  d'azimut  qu'ils  sont 
destinés. 

La  disposition  des  théodolites  est  très-variée  dans  les  détails, 
chaque  constructeur  ayant  adopté  un  modèle  différent.  Toutefois, 
elle  rentre  toujours  dans  son  ensemble,  dans  les  deux  dispositions 
que  nous  avons  décrites.  Il  y  a  des  théodolites  répétiteurs  en  hau- 
teur seulement,  d'autres  en  azimut  seulement.  La  plupart  des 
théodolites  excentriques  sont  répétiteurs  dans  les  deux  sens  à  la 
fois.  D'autres  ne  le  sont  dans  aucun. 

La  construction  des  théodolites  que  nous  venons  d'indiquer 
montre  que  dans  ces  instruments  il  existe  deux  positions,  dans  les- 
quelles la  lunette  peut  viser  au  même  point.  Supposons,  en  effet, 
que  la  lunette  soit  pointée  sur  un  objet  :  en  faisant  tourner  de  ISO"" 
le  système  supérieur  à  l'aide  de  l'axe  vertical  qui  le  porte,  la 
lunette  et  le  cercle  vertical  se  trouvent  ramenés  dans  un  plan 
parallèle  au  premier;  seulement ,  si  l'axe  est  bien  vertical^  la  lu- 
nette pointe  à  la  même  distance  du  zénith  que  d'abord,  mais  du 
cdté  opposé.  En  rendant  alors  libre  l'alidade  pour  ramener  la  lu- 
nette sur  l'objet  en  question,  celle-ci  et  l'alidade  tournent  d'un  an- 
gle égal  au  double  de  la  distance  de  l'objet  au  zénith  ;  et  par  con- 
séquent l'instrument  donne  directement  la  mesure  des  doubles  dis- 
tances au  zénith  par  deux  pointés  dans  les  deux  positions  inverses 
de  l'instrument.  Nous  appellerons  à  l'avenir  l'une  de  ces  deux  posi- 
tiomposition  directe^  ce  sera  celle  qui  a  lieu  quand  la  lunette  est  à 
la  droite  par  rapport  à  l'observateur  ;  nous  donnerons  à  l'autre  po- 
sition le  nom  éà position  inverse.  Il  est  évident  d'ailleurs  que  si  le 
théodolite  est  répétiteur,  les  doubles  distances  au  zénith  se  répètent 
comme  les  angles  entre  deux  objets  différents ,  en  ayant  soin  de 
rendre  toujours  le  Umbe  libre  pour  passer  de  la  position  inverse 
à  la  position  directe,  et  l'alidade  libre  dans  le  passage  de  la  posi- 
tion directe  à  la  position  inverse  «  Le  théodolite  mesure  donc  direc- 
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tement  les  distances  au  zénith  aussi  bien  que  les  ditTérences 
d'azimut. 

Comme  nous  l'avons  déjà  dit,  Tait-azimut  n'est  autre  qu'un 
théodolite  de  grande  dimension  établi  solidement  sur  un  pilier  en 
maçonnerie.  On  peut  lui  donner  toutes  les  formes  des  théodolites. 
Généralement  les  ait-azimuts  sont  à  lunette  centrée  et  ne  sont  pas 
répétiteurs,  quoiqu'il  y  eût  avantage  à  leur  donner  ce  dernier  per- 
fectionnement. Leurs  cercles  gradués  tournent  avec  les  axes,  et  des 
microscopes  forment  des  repères  fixes  pointant  sur  ces  cercles  et 
tenant  lieu  d'alidades  fixes.  Ceux  du  cercle  azimutal  sont  fixés  dans 
le  pilier  comme  ceux  des  cercles  muraux.  Les  autres  sont  portés  par 
une  monture  fixée  aux  colonnes  qui  supportent  l'axe  horizontal. 

Nous  allons  maintenant  examiner  comment  on  rend  horizon- 
taux ou  verticaux  les  axes  des  instruments  que  nous  venons  de 
décrire. 


Des  niveaux  à  bulle  dair  et  du  nivellement  dans  les  instruments 

méridiens  et  alt^azimutaux. 

6.  —  Les  niveaux  employés  pour  régler  les  axes  des  instruments 
astronomiques  sont  les  niveaux  à  bulle  d'air.  Ils  se  composent  d'un 
tube  en  verre  presque  complètement  rempli  d'un  liquide  et  fermé 
par  les  deux  bouts.  Il  reste  donc  avec  le  liquide  dans  le  tube  une 
bulle  d'air  ou  de  vapeur  du  liquide  employé.  Le  tube  étant  très- 
légèrement  courbé  en  arc  de  cercle  dans  le  sens  de  la  longueur, 
cette  bulle  vient  se  placer  vers  le  milieu  de  ce  tube  quand  celui-ci 
est  sensiblement  horizontal,  puisque  ce  milieu  est  son  point  le 
plus  élevé.  Il  est  évident  d'ailleurs  que  la  moindre  variation  d'incli- 
naison fait  porter  la  bulle  d'un  côté  ou  de  Tautre  vers  le  bout  qui 
s'élève.  Le  tube  en  verre  dont  nous  venons  de  parler  est  renfermé 
dans  une  garniture  métallique  destinée  à  le  protéger  (fig.  i),  et 


Fif.  ft. 


qui  ne  laisse  à  découvert  que  la  partie  supérieure,  sur  laquelle  sont 
tracées  des  lignes  servant  de  repères  pour  juger  de  la  position  de  la 
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bulle.  Cette  garniture  repose,  comme  on  le  voit  dans  la  figure,  sur 
une  planche  métallique  parfaitement  dressée,  quand  le  niveau  est 
destiné  à  niveler  une  surface  horizontale. 

Supposons  maintenant  qu'il  s'agisse  de  niveler  un  axe  horizon- 
tal, tel  que  celui  de  la  lunette  méridienne.  Dans  ce  cas,  le  niveau 
est  assujetti  sur  une  tringle  horizontale  (fig.  5)  portantàses  extrémi- 
tés deux  tiges  verticales  qui  s'élèvent  au-dessus  d'elle  et  se  recour- 
bent vers  leur  extrémité  supérieure  de  façon  à  contourner  l'axe 
horizontal  de  la  lunette  en  revenant  après  la  courbe  dans  la  verticale 


Fig.  5.  Fig.  6. 

du  bas  delà  tige.  Là,  chaque  tige  se  bifurque  et  sa  fourche,  nom- 
méepattedu  niveau^  vient  par  deux  points  tangentiels  reposer  sur 
Taxe  de  l'instrument  (fig.  6).  La  longueur  de  la  tringle  horizontale 
est  d'ailleurs  combinée  de  telle  sorte  que  les  deux  pattes  reposent 
versles  deux  extrémités  de  l'axe  horizontal.  Comme  onlevoitdonc 
d'après  ce  qui  précède,  dans  la  lunette  méridienne  le  niveau  pend 
au-dessous  de  l'axe.  On  a  soin,  quand  on  veut  niveler,  de  placer 
la  lunette  horizontalement,  afin  qu'elle  ne  gêne  pas  pour  le 
placement  du  niveau  sur  l'axe. 

Examinons  maintenant  comment  on  peut  niveler  l'axe  de  la 
lunette  méridienne  avec  cet  appareil.  Pour  cela,  appliquons  le  ni- 
veau sur  cet  axe,  en  faisant  reposer  les  pattes  sur  ce  dernier.  Nous 
allons  voir  alors  la  bulle,  après  quelques  oscillations,  s'arrêter  en 
un  certain  point  du  tube.  Quand  nous  reconnaîtrons  qu'elle  ne 
varie  plus,  notons,  au  moyen  des  repères,  la  position  qu'elle  occupe 
dans  ce  tube,  c'est-à-dire  les  divisions  et  fractions  de  division 
auxquelles  répondent  ses  extrémités. 

Cela  posé,  dans  la  position  occupée  maintenant  par  le  niveau, 
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la  ligne  passant  par  les  points  de  contact  de  Taxe  et  des  pattes  fait 
avec  l'horizon  un  angle  inconnu  qui  est  nul  peut^tre ,  si  cette 
ligne  est  horizontale.  Mais  quoique  cet  angle  nous  soit  réellement 
inconnu,  il  jouit  de  la  propriété  de  rester  constant  tant  que  la  bulle 
occupera  la  même  position  dans  le  tube,  car  tout  changement  de 
la  position  de  cette  bulle  indiquerait  que  Tune  des  pattes  s'élève 
ou  s'abaisse  par  rapport  à  l'autre.  D'après  cette  considération,  on 
voit  que  si  l'axe  est  horizontal,  en  changeant,  bout  pour  bout,  le 
système  formé  par  le  niveau  et  son  porte-niveau,  de  telle  sorte 
que  la  patte  qui  reposait  sur  l'extrémité  droite  de  l'axe  vienne 
reposer  sur  celle  de  gauche,  et  inversement,  la  buUe  doit  de  nou- 
veau s'arrêter  dans  la  même  position.  Nous  avons  donc  là  un 
moyen  bien  simple  de  reconnaître  si  la  ligne  passant  par  les  con- 
tacts de  Taxe  et  du  porte-niveau  est  réellement  horizontale. 

Mais  si  l'axe  est  incliné,  en  retournant  le  niveau  bout  pour 
bout,  la  patte,  qui  dans  la  première  position  reposait  sur  le 
bout  le  plus  haut,  va  reposer  sur  le  bout  le  plus  bas  :  consé- 
quemment  elle  va  baisser  par  rapport  à  l'autre  précisément  du 
double  de  l'excès  de  hauteur  du  bout  de  l'axe  le  plus  haut  sur 
le  bout  le  plus  bas.  La  bulle  va  donc,  dans  la  nouvelle  position,  se 
porter  du  côté  le  plus  élevé  de  Taxe  et  exactement  du  double  de 
la  quantité  dont  elle  aurait  dévié  si  au  lieu  de  renverser  le  niveau 
on  l'avait  laissé  dans  la  première  position,  et  si  on  avait  abaissé 
le  point  le  plus  haut  de  l'axe  pour  le  ramener  à  la  hauteur  de 
l'autre  ou  à  Thorizontalité.  On  obtiendra  donc  l'horizontalité  en 
notant  de  nouveau  la  position  de  la  bulle  après  le  retournement 
du  niveau  bout  du  bout,  puis  en  descendant  le  bout  de  l'axe  vers 
lequel  la  bulle  s'est  portée,  ou  en  élevant  l'autre,  jusqu'à  ce  que  la 
bulle  prenne  la  position  moyenne  entre  celle  qu'elle  occupait  dans 
le  premier  et  le  deuxième  cas. 

Remarquons  toutefois  que  la  déviation  de  la  bulle  dans  son 
tube  n'est  rigoureusement  proportionnelle  à  la  variation  de  l'an* 
gle  des  pattes,  qu'autant  que  la  courbure  du  tube  du  niveau  est 
rigoureusement  circulaire.  Par  suite  du  soin  apporté  par  les 
artistes  dans  le  choix  des  tubes  avec  lesquels  ils  forment  les  ni* 
veaux  ,  cette  condition  est  toujours  très-approximativemcnt  rem- 
plie. Toutefois,  elle  n'est  pas  rigoureuse.  11  en  résulte  donc  que 
la  position  qu'on  doit  donner  à  la  bulle  pour  rhorizontalité  par- 
faite de  Taxe  u*est  pas  rigoureusement  la  moyenne  des  deux  posi- 
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tioDs  qu'elle  occupait  dans  la  situation  première  et  la  situation 
ioYerse,  mais  elle  est  seulement  très-voisine  de  cette  moyenne. 
Après  donc  avoir  ramené  Taxe,  en  agissant  sur  la  hauteur  d'une 
de  ses  extrémités,  à  une  situation  telle  que  la  bulle  occupe  sensi- 
blement cette  situation  moyenne,  ou  fait  la  lecture  de  la  position 
où  les  extrémités  de  cette  bulle  se  sont  arrêtées»  et  on  retourne 
de  nouveau  le  niveau.  Si  la  bulle  varie  encore  dans  ce  nouveau  re- 
tournement, on  examine  le  sens  et  la  grandeur  de  la  variation,  qui 
est  beaucoup  plus  petite,  dans  tous  les  cas,  que  la  première  fois, 
et  on  agit  de  nouveau  sur  Taxe ,  de  façon  à  avoir  la  bulle  dans  la 
position  moyenne  entre  ses  deux  nouvelles  situations,  et  ainsi  de 
suite,  jusqu'à  ce  qu'on  arrive  à  avoir  la  même  lecture  dans  la  po- 
sition inverse  et  directe  du  niveau;  chose  à  laquelle  on  parvient 
très-vite,  parce  que  le  défaut  de  circularité  dans  l'étendue  des  va- 
riations est  de  moins  en  moins  grand,  à  mesure  que  l'amplitude 
de  ces  dernières  diminue. 

7. — Quand  l'axe  de  la  lunette  est  rendu  horizontal  par  le  pro- 
cédé que  nous  venons  d'indiquer,  on  peut  modifier  l'inclinaison 
du  niveau  sur  le  porte-niveau,  de  telle  sorte  que  la  bulle  occupe 
exactement  le  milieu  de  la  longueur  du  tube.  Cette  opération  s'ap- 
pelle le  réglage  du  niveau.  Afin  delà  rendre  possible,  l'artiste  pose 
le  niveau  sur  la  tringle  du  porte-niveau ,  de  telle  sorte  qu'il, 
puisse  tourner  un  peu  autour  de  l'une  de  ses  extrémités,  et  une 
Tis  placée  à  l'autre  extrémité  permet  d'élever  plus  ou  moins  cette 
extrémité  par  rapport  àla  tringle.  On  voit  donc  qu'après  avoir  rendu 
Taxe  de  la  lunette  horizontal ,  en  posant  le  niveau  sur  cet  axe, 
on  peut,  à  l'aide  de  la  vis  en  question,  changer  la  position  de  la 
bulle  du  niveau,  qu'on  amène  alors  au  milieu  du  tube.  Lorsqu'un 
niveau  est  ainsi  réglé,  le  nivellement  se  fait  ensuite  avec  rapidité, 
toutes  les  fois  qu'on  a  besoin  de  le  rétablir.  Il  suffit  alors  de  placer 
le  niveau  sur  l'instrument,  et  on  n'a  plus  qu'à  modifier  la  hauteur 
d'un  des  bouts  de  l'axe  de  ce  dernier,  jusqu'à  ce  que  la  bulle  oc- 
cupe le  milieu  du  niveau.  Il  est  toutefois  toujours  prudent  de 
renverser  ensuite  le  niveau  pour  reconnaître  s'il  ne  s'est  pas  dé* 
réglé.  D  sufBt  en  effet  qu'en  un  instant  donné,  une  des  tringles 
soit  plus  chaude  que  l'autre,  ou  que  l'instrument  ait  reçu  un  pe- 
tit choc,  pour  que  la  position  de  la  bulle  répondant  au  nivelle- 
ment exact  tie  soit  plus  le  milieu  du  tube.  Mais  si  elle  en  a  dévié, 
cette  déviation  après  le  réglage  est  petite,  de  sorte  que  le  nivelle- 
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ment  se  fait  toujours  avec  plus  de  rapidité  pour  un  niveau  qui  a 
été  réglé  que  pour  un  niveau  dans  une  position  quelconque . 

Quand  un  niveau  n'a  pas  été  réglé  du  tout,  l'opération  du  ni- 
vellement est  toujours  assez  longue  et  exige  quelques  tâtonne- 
ments préalables.  En  effet,  pour  que  le  niveau  soit  sensible,  il  faut 
que  la  bulle  passe  d'un  bout  à  l'autre  du  tube  pour  une  très-petite 
variation  d'inclinaison,  et  quand  la  bulle  est  arrivée  à  se  loger 
tout-à-fait  à  l'un  des  bouts  du  tube,  on  ne  peut  plus  juger  de  la 
quantité  dont  il  faut  modifier  l'inclinaison  de  l'axe  pour  l'amener 
à  l'horizontalité.  Yoici  comment  on  doit  opérer  avec  un  niveau  qui 
n'est  pas  réglé.  A  l'aide  de  la  vis  on  rend  d'abord  approximative- 
ment le  niveau  parallèle  à  sa  tringle  qui  par  construction  est  sensi- 
blement parallèle  aux  pattes ,  puis  on  le  pose  sur  l'instrument. 
On  agit  alors  sur  l'axe  de  ce  dernier  de  façon  à  amener  la  bulle 
au  milieu  de  son  tube  ;  puis  on  renverse  le  niveau.  En  général,  à 
moins  que  par  hasard  on  ne  soit  tombé  sur  une  position  très-voi- 
sine de  l'horizontalité,  la  bulle  va  se  loger  à  un  des  bouts  du  tube 
et  ce  bout  indique  le  côté  de  l'axe  qui  est  le  plus  haut.  On  abaisse 
alors  un  peu  ce  bout  de  l'axe  ou  on  élève  l'autre  d'une  petite 
quantité,  mais  pas  assez  pour  que  la  bulle  quitte  le  bout  du  tube, 
puis  on  ramène  la  bulle  au  milieu  à  l'aide  de  la  vis  qui  fait  varier 
l'angle  du  niveau  et  du  porte-niveau.  On  cherche  à  faire  marcher, 
autant  qu'on  peut  en  juger,  l'axe  et  le  niveau  de  la  même  quan- 
tité. 

Par  cette  première  opération,  on  a  un  peu  rapproché  l'axe  de 
l'horizontalité.  On  retourne  alors  de  nouveau  le  niveau.  Si  la  bulle 
se  rejette  encore  au  bout  du  tube  on  descend  encore  un  peu  le 
bout  de  l'axe  indiqué  comme  le  plus  haut,  et  qui  est  généralement 
le  même  que  la  première  fois.  Si  la  bulle  s'est  jetée  à  l'autre  bout, 
c'est  qu'on  a  dépassé  l'horizontalité,  et  on  agit  sur  la  vis  en  sens 
contraire,  en  la  faisant  moins  tourner  que  la  première  fois.  Puis  on 
ramène  de  nouveau  la  bulle  au  milieu  à  l'aide  de  la  visdu  niveau  sur 
son  support.  Par  une  série  de  t&tonnements  successifs,  on  finit  par 
arriver  à  faire  que  la  bulle  dans  la  position  directe  et  inverse  soit 
entièrement  dégagée  des  extrémités  du  tube  de  manière  à  pouvoir 
effectuer  la  lecture  des  repères  auxquels  répondent  ses  deux 
extrémités.  Quand  on  est  parvenu  à  cela,  le  niveau  est  presque  ré- 
glé et  Taxe  presque  horizontal.  Alors  on  peut  effectuer  le  nivelle- 
ment comme  nous  l'avons  indiqué,  après  quoi  on  règle  le  ni- 
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yesLU  tout-à-fait,  afin  de  n'avoir  pas  à  Favenir  à  répéter  ces 
t&tonnements. 

8.  —  Il  y  a  encore  pour  le  niveau  une  autre  espèce  de  réglage 
très-importante.  C'est  celle  du  parallélisme  du  niveau  avec  sa 
tringle,  ou  mieux  avec  la  ligne  de  contact  des  pattes  du  porte- 
niveau  et  de  Taie,  dans  le  sens  perpendiculaire  au  plan  du  porte- 
niveau.  L'importance  de  ce  parallélisme  provient  de  ce  que  le  frot- 
tement des  pattes  et  de  Taxe  permet  aux  tringles  du  porte-niveau 
de  prendre  plusieurs  positions  différentes  par  rapport  à  la  verticale. 
La  pesanteur  n'est  pas  en  effet  suffisante  pour  amener  le  niveau 
dans  la  verticale  exacte  de  Taxe,  elle  ne  peut  que  le  rendre  voi- 
sin de  cette  verticale  ;  mais  à  cause  de  ce  qu'on  appelle  en  mécani- 
que f  angle  de  frottement,  il  y  a  une  certaine  étendue  dans  laquelle 
le  porte-niveau  peut  s'arrêter  d'une  manière  quelconque  suivant 
la  manière  dont  il  est  posé.  On  n'est  donc  pas  sûr  que  chaque  fois 
qu'on  le  place,  et  par  conséquent  dans  les  deux  positions  directes 
et  inverses  nécessaires  à  un  nivellement,  les  tringles  occupent  la 
même  position  par  rapport  à  la  verticale.  Or  si  le  niveau  n'est  pas 
rigoureusement  parallèle  à  la  ligne  joignant  les  points  de  contact  de 
ses  deux  pattes  avec  l'axe,  il  est  évident  qu'en  le  tirant  en  avant  ou 
le  poussant  en  arrière,  de  façon  à  le  faire  tourner  autour  de  l'axe 
qu'il  doit  niveler,  l'une  de  ses  extrémités  montera  plus  que  l'autre. 
Si  au  contraire  il  est  parallèle,  ses  deux  extrémités  monteront  ou 
baisseront  de  la  même  quantité.  On  voit  donc  que  le  défaut  de  pa- 
rallélisme se  manifeste  en  ce  que  la  lecture  du  niveau  varie  en  le 
poussant  un  peu  en  arrière  ou  en  le  tirant  en  avant.  On  doit  donc  à 
l'aide  d'une  vis  disposée  par  l'artiste  dans  le  sens  perpendiculaire 
au  plan  du  porte-niveau,  agir  sur  l'une  des  extrémités,  jusqu'à  ce 
qu'on  reconnaisse  que  la  position  de  la  bulle  ne  varie  pas  pour  un 
changement  d'inclinaison  du  plan  du  porte-niveau.  Si  le  bout  sur 
lequel  agit  la  vis  est  celui  vers  lequel  tend  à  se  porter  la  bulle 
quand  on  pousse  le  niveau  en  arrière,  il  est  évident  alors  qu'il  faut 
agir  sur  la  vis  pour  ramener  ce  bout  en  avant.  Ce  dernier  réglage 
se  fait  quand  l'instrument  est  déjà  presque  nivelé  et  il  est  néces- 
saire pour  pouvoir  achever  le  nivellement  rigoureux. 

9.  —  Nous  venons  de  voir  que  par  suite  de  la  forme  de  sa  mon- 
ture ou  porte-niveau,  le  niveau  de  la  lunette  méridienne  se  trouve 
suspendu  sous  l'axe.  Dans  d'autres  instruments,  dans  le  cercle 
mural,  par  exemple,  et  dans  le  théodplite,  on  emploie  pour  niveler 
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Taxe  horizontal  des  niveaux  qui  se  trouvent  placés  au-dessus  de  cet 
axe.  Dans  ce  cas  ils  sont  poséssur  une  tringle  horizontale  de  la  même 
manière  que  pour  la  lunette  méridienne,  et  avec  le  même  sys- 
tème de  vis  pour  le  réglage.  Aux  deux  bouts  de  la  tringle  sont 
aussi  assujetties  deux  tiges  verticales,  seulement  elles  descendent 
directement  au-dessous  de  cette  tringle  et  se  terminent  par  les 
pattes  du  niveau,  qui  viennent  reposer  sur  Taxe.  Il  faut  seulement, 
pour  empêcher  le  système  de  chavirer,  que  les  montures  portant 
les  coussinets  de  Taxe  supportent  en  outre  deux  petites  tringles 
parallèles  et  verticales  qui  empêchent  le  niveau  de  tomber  soit  à 
droite,  soit  à  gauche,  sans  d*ailleurs  exercer  aucune  influence  sur 
la  quantité  dont  il  peut  descendre  ou  monter  pour  reposer  sur 
Taxe,  et  par  conséquent  sans  agir  sur  le  nivellement. 

Ce  que  nous  avons  dit  sur  la  manière  de  faire  le  nivellement  et 
de  régler  le  niveau  quand  ce  dernier  est  au-dessous  de  Taxe,  est 
identiquement  le  même  quand  il  est  au-dessus.  La  forme  du  porte- 
niveau  est  sans  influence  à  cet  égard.  Ce  n'est  que  pour  fixer  les 
idées  que  nous  avions  pris  pour  exemple  le  niveau  de  la  lunette 
méridienne. 

Plus  les  niveaux  sont  sensibles,  plus  les  t&tounements  pour  les  ré- 
gler sont  longs,  car  plus  la  bulle  tend  à  rester  fréquemment  à  l'extré- 
mité du  tube,  puisque  la  différence  d'inclinaison  pour  laquelle  elle 
passe  d'un  bouta  l'autreest  d'autant  plus  petite  à  égalité  de  longueur 
du  niveau,  que  celui-ci  est  plus  sensible.  Or,  comme  on  a  avantage 
à  avoir  sur  les  instruments  des  niveaux  très-sensibles,  les  cons- 
tructeurs devraient  avoir  le  soin  d'accoler  toujours  deux  niveaux, 
l'un  très-sensible,  Tautre  très-peu  sensible.  Avec  ce  dernier  on 
effectuerait  le  nivellement  provisoire ,  et  ce  n'est  que  quand  l'axe 
serait  déjà  presque  horizontal  qu'on  aurait  à  régler  le  niveau 
sensible  et  à  achever  le  nivellement  avec  lui.  On  gagnerait  par  là 
beaucoup  de  temps  pour  le  nivellement  des  instruments  portatifs, 
et  beaucoup  plus  de  précision  ;  du  temps,  parce  que  les  niveaux 
qu'on  met  à  ces  instruments  sont  déjà  trop  sensibles  en  général 
pour  un  nivellement  rapide;  de  la  précision,  parce  qu'ils  ne  le  sont 
pas  assez  pour  un  nivellement  parfait  et  pour  la  mesure  des  in- 
clinaisons avec  le  niveau,  mesure  dont  nous  parlerons  plus  loin. 

10. — Examinons  maintenan t  commen t,  avec  un  niveau,  on  peut 
amener  un  axe  à  la  parfaite  verticalité.  Pour  cela  nous  allons  nous 
occuper  du  nivellement  du  théodolite.  Cet  instrument  porte  deux 
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niveaux.  Tua  qui  est  assujetti  fixement  sur  une  tringle  métallique 
perpendiculaire  à  la  barre  en  T  du  sommet  de  Taxe  vertical  pour 
les  théodolites  excentriques,  ou  sur  une  tringle  fixée  à  une  des 
colonnes  dans  une  situation  correspondante  pour  les  théodolites 
centrés.  Ce  niveau  est  donc  en  même  temps  perpendiculaire  à 
Taxe  horizontal  de  Tinstrument  et  parallèle  au  limbe  du  cercle 
vertical.  L'autre  niveau  est  mobile  et  se  pose  à  volonté  sur  Taxe 
horizontal  de  Tinstrument.  Ce  dernier  est  généralement  moins 
sensible  que  Tautre,  et  c*est  à  tort;  il  est  susceptible  de  retourne- 
meat  sur  Taxe  horizontal,  et  son  but  est  de  niveler  cet  axe  après 
que  Taxe  vertical  ou  axe  principal  de  Tinstrument  est  nivelé.  On 
peut  à  volonté  se  servir  de  Tun  ou  de  l'autre  de  ces  niveaux  et 
même  des  deux  ensemble  pour  le  nivellement  de  Taxe  vertical.  Ce 
nivellement  doit  d'ailleurs  être  toujours  achevé  avec  le  plus  sen- 
sible des  deux  nivedux.  On  diminue  au  contraire  le  nombre  des 
tâtonnements  en  commençant  avec  le  moins  sensible  ;  quel  que 
soit  au  reste  celui  des  niveaux  qu'on  emploie,  la  méthode  est  tou- 
jours la  même. 

Pour  l'exposer,  nous  supposerons  qu'on  emploie  un  seul  niveau, 
celui  qui  est  parallèle  au  limbe  du  cercle  vertical  et  qui  est  fixe- 
ment assujetti  sur  l'instrument  et  n'est  pas  retournable.  Nous  sup- 
poserons d'abord  que  ce  niveau  est  à  peu  près  réglé,  c*est-à-dire 
que  pour  la  position  verticale  de  l'axe,  la  bulle  serait  dégagée 
des  extrémités  et  voisine  du  milieu  de  son  tube,  et  nous  rappel- 
lerons d'abord  que  l'instrument  est  muni  de  trois  vis  à  caler, 
formant  un  triangle  équilatéral,  à  l'aide  desquelles  l'axe  doit  être 
amené  à  la  verticalité.  Après  avoir  posé  l'instrument  sur  son 
pied,  on  tourne  d'abord  ces  trois  vis  de  sorte  qu'à  vue  le  pied 
semble  vertical,  puis  on  procède  au  nivellement.  Pour  cela,  on 
fait  d'abord  tourner  l'instrument  autour  de  son  axe  vertical,  de 
telle  sorte  que  le  niveau  soit  parallèle  à  deux  des  vis  du  pied, 
puis  on  tourne  l'une  de  ces  vis  de  manière  à  amener  la  bulle  au 
milieu  du  tube  du  niveau,  et  on  lit  les  divisions  où  s'arrêtent  ses 
extrémités.  Ensuite,  on  fait  tourner  l'instrument  de  ISO""  autour 
de  son  axe  vertical  ;  par  là  le  niveau  devient  alors  de  nouveau  paral- 
lèle aux  deux  mêmes  vis,  mais  du  côté  opposé.  On  observe  le  dé- 
placement de  la  bulle,  et  le  sens  vers  lequel  elle  s'est  portée  indique 
la  vis  qui  est  trop  haute.  On  note  d'ailleurs  les  divisions  sur  les- 
quelles s'arrête  le  niveau,  et  on  tourne  la  vis  qui  est  trop  haute 
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jusqu'à  ce  que  la  bulle  s'arrête  à  la  position  moyenne  entre  celles 
qu'elle  occupait  dans  les  positions  directes  et  inverses  de  l'instru- 
ment. Le  retournement  de  180<*  autour  de  l'axe  vertical  équivaut 
ici  au  renvei*sement  du  niveau  que  nous  faisions  sur  la  lunette 
méridienne.  Quand  la  bulle  a  pris  la  position  moyenne  en  ques- 
tion ,  l'axe  du  théodolite  est  vertical  dans  le  sens  des  deux  pre- 
mières vis.  Alors  on  procède  au  réglage  de  la  troisième.  Pour  cela 
par  la  rotation  de  l'axe  on  amène  le  niveau  à  se  trouver  perpendi- 
culaire aux  deux  premières  vis  qu'on  vient  de  régler,  et  on  tourne 
la  troisième  vis  jusqu'à  ce  que  la  bulle  occupe  la  position  que  l'opé- 
ration sur  les  deux  premières  vis  a  indiquée  comme  correspondant 
à  l'horizontalité.  Le  théodolite  serait  alors  complètement  nivelé  si 
ce  n'est  que  dans  la  première  opération  sur  les  deux  premières  vis, 
alors  que  la  troisième  vis  n'était  pas  réglée^  on  n'a  pas  en 
général  rendu  le  niveau  rigoureusement  parallèle  à  ces  deux  pre- 
mières vis.  On  ne  l'y  a  mis  qu'à  vue  et  à  peu  près,  et  de  plus  le 
retournement  n'a  pas  été  rigoureusement  de  ISO"",  il  en  a  été  seu- 
lement très-voisin.  Or  il  se  passe  par  là  quelque  chose  d'analogue 
au  défaut  du  réglage  du  niveau  de  la  lunette  méridienne  dans  le  sens 
perpendiculaire  au  plan  du  porte-niveau  (n^*  8).  Par  l'effet  du  dé- 
faut du  parallélisme  rigoureux  avec  les  deux  premières  vis ,  l'a- 
baissement ou  l'élévation  trop  grande  de  la  troisième  exerce  une 
petite  influence  sur  la  lecture  en  ce  qu'ils  tiennent  un  bout  du 
niveau  plus  haut  que  l'autre.  Il  résulte  de  là  que  l'opération  ne 
doit  être  regardée  que  comme  une  première  approximation  du 
nivellement.  On  recommence  donc  l'opération  entière,  et  cette 
fois  l'influence  de  la  troisième  vis  sur  le  nivellement  des  deux 
premières  est  beaucoup  moindre,  parce  qu'on  est  déjà  beaucoup 
plus  près  du  vrai  nivellement.  On  trouve  donc  en  ramenant  le  ni- 
veau parallèle  aux  deux  premières  vis,  puis  en  le  retournant ,  la 
moyenne  lecture  répondant  au  vrai  nivellement  avec  plus  d'exac- 
titude que  la  première  fois.  On  touche  une  des  vis  seulement  pour 
y  amener  la  bulle,  puis  on  ramène  le  niveau  perpendiculaire  avec 
deux  premières  vis  et  on  règle  la  troisième  à  la  même  lecture, 
qu'on  vérifie  par  un  retournement  de  180''  et  qu'on  corrige  en- 
core un  peu,  s'il  y  a  lieu.  (Il  y  a  avantage  à  amener  le  niveau 
parallèle  à  la  ligne  passant  par  la  vis  qu'on  n'a  pas  touchée  et 
qu'on  ne  touchera  plus  et  par  la  troisième,  au  lieu  de  l'amener 
perpendiculairement  aux  deux  premières,  parce  qu'on  donne  alors 
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directement  à  la  troisième  vis  la  vraie  position  qu'elle  doit  occuper, 
tandis  que  dans  le  cas  où  on  revient  au  parallélisme  avec  les  deux 
premières  vis,  en  corrigeant  par  la  vis  qu'on  touche  on  modifie 
de  nouveau  le  nivellement  répondant  à  la  troisième.  )  Enfin,  en 
revenant  au  parallélisme  avec  les  deux  premières  vis,  on  achève 
la  correction.  L'axe  ayant  été  rendu  ainsi  vertical  dans  deux  sens. 
Test  dans  tous  les  sens  possibles.  Quand  on  est  arrivé  à  cette  po- 
âtion,  à  laquelle  on  ne  s'arrête  qu'après  l'avoir  vérifiée  par  le 
retournement  de  180**  du  niveau,  on  peut  alors  régler  ce  dernier 
de  manière  que  sa  bulle  soit  au  centre  de  son  tube  ;  ce  qui  fa- 
cilitera la  rapidité  du  nivellement  pour  l'avenir,  et  permettra  de 
rétablir  plus  facilement  le  nivellement  si ,  par  un  accident  quel- 
conque, il  vient  à  se  détruire. 

Mais  dans  ce  qui  précède,  nous  avons  supposé  le  niveau  déjà 
approximativement  réglé.  Quand  cela  n'a  pas  lieu,  il  y  a  à  faire 
une  série  de  tâtonnements  pour  l'amener  à  cette  condition.  Ces 
tâtonnements  sont  analogues  à  ceux  que  nous  avons  indiqués 
pour  le  niveau  de  la  lunette  méridienne,  et  plus  longs  encore  à 
cause  de  l'influence  de  la  troisième  vis,  qu'il  faut  en  même  temps 
amener  progressivement  à  l'horizontalité.  Ainsi  quand  le  niveau 
n'est  pas  réglé  du  tout,  après  avoir  mis  la  bulle  au  milieu  dans 
le  premier  parallélisme  avec  les  deux  premières  vis,  en  agissant  sur 
une  de  ces  dernières,  il  arrive  en  renversant  de  180"*  pour  obtenir 
le  parallélisme  dans  l'autre  sens,  que  la  bulle  s'en  va  tout-à-fait  à 
un  des  bouts  du  niveau;  on  baisse  alors  un  peu  la  vis  du  côté 
où  cette  bulle  s'est  portée,  puis,  à  l'aide  de  la  vis  de  réglage  du  ni* 
veau  sur  son  support,  on  ramène  la  bulle  au  centre.  Ensuite  on  re- 
commence le  retournement,  et  on  continue  ainsi  jusqu'à  ce  qu'on 
arrive  à  avoir  la  bulle  visible  en  totalité  dans  les  deux  positions  direc- 
tes et  inverses.  Alors  on  place  le  niveau  perpendiculairement  aux 
deux  premières  vis  et  on  amène  la  bulle  au  centre  par  le  moyen  de 
la  troisième  vis  du  pied;  puis  on  revient  au  parallélisme  des  deux 
premières  vis,  et  souvent  il  arrive ,  après  la  correction  de  la 
troisième  vis,  que  la  bulle  qu'on  avait  vue  entière  dans  les 
deux  positions  directes  et  inverses  n'est  plus  dégagée  du  bout  du 
tube  que  dans  l'une  de  ces  deux  positions.  On  refait  alors  de  nou- 
veaux tâtonnements  pour  rendre  ses  deux  extrémités  visibles  dans 
ces  deux  positions  différentes  de  180'',  puis  on  revient  h  la  troi- 
sième vis,  qu'on  corrige  de  nouveau  pour  que  la  bulle  soit  au 


26  THÉORIE  DES  INSTRUMENTS. 

centre,  et  c'est  alors  que  le  niveau  est  assez  approximativement 
réglé,  et  le  pied  assez  approximativement  vertical,  pour  qu'on 
puisse  achever  le  nivellement  comme  nous  l'avons  dit  d'abord. 

11.  —  Quand  l'axe  principal  du  théodolite  est  ainsi  rendu  bien 
vertical,  on  procède  au  nivellement  de  son  axe  horizontal,  dont  une 
vis  de  rappel  sur  la  barre  en  T  qui  le  supporte,  vis  agissant  sur  T  un 
des  coussinets  de  cet  axe,  permet  de  faire  varier  Finclinaison  sans 
agir  sur  celle  de  Taxe  vertical.  Dans  les  théodolites  centrés,  cette 
vis  de  rappel  agit  sur  le  coussinet  fixé  sur  Tune  des  colonnes  portant 
Taxe  horizontal.  Pour  le  nivellement  de  ce  dernier  axe  on  se  sert  du 
deuxième  niveau  mobile  qui  se  pose  sur  lui,  et  qu'on  peut  re- 
tourner à  volonté  en  posant  la  patte  de  gauche  sur  l'extrémité  droite 
de  l'axe  et  inversement,  comme  pour  le  niveau  de  la  lunette  méri- 
dienne. L'opération  du  nivellement  de  l'axe  horizontal  du  théodo- 
lite est  alors  en  tout  semblable  à  celle  du  nivellement  de  l'axe  de  la 
lunette  méridienne,  opération  que  nous  avons  décrite  (n'^'Get?). 
Après  ce  nivellement  de  l'axe  horizontal  du  théodolite,  il  est  évident 
alors  que  les  deux  axes  de  l'instrument  sont  bien  perpendiculaires. 

12. — Un  nivellement  absolu  et  parfaitement  rigoureux  des 
axes  des  instruments  est  une  opération  difficile ,  et  faisant  perdre 
beaucoup  de  temps;  car  quand  on  est  arrivé  très -près  du  ni- 
vellement exact,  le  jeu  à  imprimer  aux  vis  est  si  petit  qu'on  dé- 
passe souvent  l'elFet  qu'on  veut  atteindre  et  cela  d'autant  plus, 
que  la  bulle,  par  suite  des  vibrations  imprimées  par  l'élasticité  de 
l'instrument  quand  on  vient  à  toucher  les  vis,  se  déplace  d'une 
quantité  beaucoup  plus  grande  que  l'erreur  du  nivellement,  et  de- 
mande un  certain  temps  pour  revenir  à  son  équilibre.  De  plus,  en 
prolongeant  trop  longtemps  l'opération, la  chaleur  de  l'observateur* 
lui-même  sufBt  pour  agir  sur  la  dilatation  des  diverses  parties  et 
d'une  manière  non  uniforme  sur  les  deux  extrémités  du  niveau  : 
de  là,  de  très-petites  variations  incessantes  sur  la  lecture  précise 
répondant  au  nivellement  exact.  Enfin,pendant  la  série  des  obser- 
vations elles-mêmes,  le  niveau  souvent  varie.  Il  résulte  de  là  qu'il 
faut  se  contenter  de  niveler  très-approximativement,  et  de  dé- 
duire des  lectures  du  niveau,  après  les  observations,  les  erreurs  du 
nivellement,  dont  on  corrige  ensuite  les  observations  par  des  for- 
mules simples  de  correction  que  nous  allons  examiner.  Mais  pour 
pouvoir  faire  ces  corrections,  il  faut  connaître  à  quel  angle  cor- 
respondent les  divisions  du  niveau,  afin  que  des  lectures  de  ce 
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dernier  on  puisse  déduire  les  erreurs  du  nivellement.  Il  con- 
vient de  plus  que  le  niveau  soit  gradué  dans  toute  sa  longueur 
en  parties  égales  chiffrées  d'un  bout  à  l'autre  de  10  en  10  divi- 
sions ,  un  trait  plus  long  que  les  autres  accusant  les  divisions 
auxquelles  répondent  ces  chiffres,  et  un  autre  trait  également 
plus  long,  mais  sans  numérotage,  indiquant  les  divisions  inter- 
médiaires de  5  en  5,  pour  rendre  la  lecture  plus  facile  et 
plus  sûre.  Anciennement,  les  artistes  Gambey  par  exemple,  ne 
graduaient  pas  leur  niveau  d'un  bout  à  l'autre,  mais  seulement 
par  les  deux  bouts  et  dans  l'unique  but  de  juger  si  la  bulle  était 
au  centre.  Pour  eux  le  niveau  était  un  instrument  uniquement 
destiné  à  niveler  exactement  et  non  à  mesurer  les  erreurs  du 
nivellement.  Mais  nous  avons  vu  que  le  nivellement  rigoureux 
est  réellement  impossible,  et  de  plus  l'absence  de  divisions  dans  le 
milieu  delà  longueur  du  niveau  rend  même  le  nivellementbeaucoup 
plus  long,  car  alors  ce  nivellement  se  fait  entièrement  par  tâton- 
nements, tandis  qu'avec  la  graduation  complète,  deux  lectures  di- 
recteset  inverses  indiquent  immédiatement  la  lecture  intermédiaire 
àlaquelle  on  doit  amener  la  bulle ,  ce  qui  permet  d'effectuer  l'opé- 
ration beaucoup  plus  vite.  Quand  donc  on  se  sert  d'un  de  ces  anciens 
instruments  dont  le  niveau  n'est  pas  gradué  dans  toute  sa  longueur, 
on  a  avantage  à  tracer  une  échelle  divisée  sur  une  bande  de  papier 
qu^on  colle  latéralement  sur  le  niveau.  Cette  échelle  est  d'ailleurs 
entièrement  arbitraire,  on  se  contente  seulement  de  la  rendre  ré- 
gulière. Nous  supposerons  donc  toujours,  danscequi  va  suivre,  que 
les  niveaux  sont  gradués  d'un  bout  à  l'autre  avec  un  chiffrage 
croissant  dans  un  seul  sens.  Nous  allons  maintenant  indiquer  le 
moyen  d'obtenir  la  valeur  angulaire  de  ces  divisions  du  niveau. 

Pour  cela,  supposons  d'abord  qu'il  s'agisse  du  niveau  fixe  du 
théodolite,  c'est-à-dire,  de  celui  qui  est  parallèle  au  limbe  du  cer- 
cle gradué  vertical.  On  commence  par  bien  niveler  l'instrument, 
puis,  par  la  rotation  autour  de  l'axe  vertical,  on  amène  le  limbe  et 
le  niveau  dans  une  direction  perpendiculaire  à  deux  des  vis  :  il 
est  alors  évident  qu'en  agissant  sur  la  troisième  vis,  on  élève  ou 
on  abaisse  un  des  bouts  du  niveau  ;  et  comme  l'instrument  a  été 
nivelé  primitivement,  les  deux  autres  vis  qui  sont  réglées  et  autour 
de  la  pointe  desquelles  l'instrument  tourne,  font  que  dans  le  petit 
déplacement  qu'on  lui  détermine  en  agissant  sur  la  troisième  vis. 
Taxe  de  l'instrument  se  meut  dans  un  plan  vertical.  Ces  con- 
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sidérations  étant  établies,  on  voit  qu'en  agissant  sur  la  troisième 
yis,  on  peut  amener  la  bulle  du  niveau  à  une  des  extrémités  de 
ce  dernier,  et  on  lit  les  divisions  auxquelles  elle  s*est  arrêtée, 
c'est-à-dire  celles  qui  répondent  à  ses  deux  extrémités  et  on  en 
prend  la  moyenne.  Ceci  étant  fait,  on  pointe  la  lunette  sur  un 
objet  él(Mgné,  puis  on  agit  de  nouveau  sur  la  troisième  vis,  de 
manière  à  amener  la  bulle  à  l'autre  extrémité  du  niveau.  Dans  ce 
déplacement  la  lunette  dépointe  d'une  quantité  égale  à  la  dé- 
viation que  subit  l'axe  vertical  en  passant  de  la  première  à  la 
deuxième  position.  On  lit  les  divisions  devant  lesquelles  se  sont 
arrêtées  les  deux  extrémités  de  la  bulle  et  on  en  prend  la  moyenne 
qui  répond  au  milieu  de  cette  dernière.  Puis,  ramenant  la  lunette 
au  pointé,  le  déplacement  de  l'alidade  sur  le  limbe  dans  ce  retour 
fait  connaître  l'angle  répondant  au  nombre  de  divisions  dont  ou 
a  fait  mouvoir  la  bulle.  Ce  déplacement  de  l'alidade  est  connu 
en  arc  sur  le  cercle  gradué  si  on  a  eu  soin  de  lire  les  divisions 
correspondant  à  l'index  de  l'alidade  aux  deux  pointés .  Ce  même 
déplacement  représente  en  arc  la  différence  des  deux  lectures  du 
niveau.  En  le  divisant  par  le  nombre  de  divisions  du  niveau  dont 
s'est  déplacée  la  bulle,  nombre  qui  n'est  autre  que  la  différence 
des  moyennes  des  lectures  des  deux  extrémités  de  cette  dernière 
au  premier  et  au  deuxième  pointé,  on  a  le  nombre  de  secondes 
représenté  par  chaque  division  du  niveau. 

Si  le  théodolite  est  répétiteur,  on  peut  répéter  l'opération  un 
grand  nombre  de  fois,  en  ajoutant  les  arcs  bout  à  bout  par  la 
méthode  de  la  répétition  que  nous  avons  déjà  exposée  dans  le  nu- 
méro 5^  et  alors  l'arc  final,  qui  n'est  autre  que  la  somme  des  arcs 
obtenus  chaque  fois  qu'on  fait  passer  la  bulle  d'un  bout  à  l'autre 
du  niveau,  représente  la  valeur  de  la  somme  des  déplacements  de 
la  bulle  dans  toutes  les  opérations.  Comme  on  ne  peut  pas  cha- 
que fois  ramener  la  bulle  juste  au  même  point,  on  lit,  à  chaque 
opération^  les  divisions  où  s'arrêtent  ses  extrémités,  et  on  fait  la 
moyenne  pour  avoir  la  division  répondant  au  milieu  de  la  bulle , 
et  cela  pour  chacune  des  extrémités  du  niveau.  La  différence  des 
deux  moyennes  donne  le  déplacement  répondant  à  l'observation 
considérée,  exprimé  en  divisions  et  fractions  de  divisions  du  ni- 
veau. On  fait  la  somme  de  ces  déplacements  calculés  pour  chaque 
opération,  et  on  a  le  diviseur  par  lequel  on  doit  diviser  Tore 
final  pour  avoir  la  valeur  d'une  des  divisions  du  niveau. 
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Quand  on  yeut  étudier  le  niveau  dans  ses  diverses  parties  pour 
voir  si  toutes  les  divisions  sont  égales,  on  opère  de  la  même  ma- 
nière; seulement  au  lieu  de  faire  varier  la  bulle  d'une  extrémité  à 
lautre  du  niveau,  on  ne  la  fait  varier  que  de  5  ou  6  divisions  à  la 
fois,  et  toujours  sensiblement  entre  les  mêmes  divisions.  On  a 
alors,  de  la  manière  indiquée,  la  valeur  des  parties  du  niveau  dans 
cette  portion  de  Tinstrument,  et  la  moyenne  de  toutes  les  lectures 
donne  la  division  moyenne  où  la  valeur  doit  être  regardée  comme 
égale  au  nombre  trouvé.  On  fait  cette  opération  successivement  sur 
toutes  les  parties  de  la  division,  et  on  a  ainsi,  de  5  en  5  ou  de  6  en  6 
parties,  les  valeurs  des  divisions  de  Tinstrument.  Comme  ces  divi- 
sions ne  passent  pas  d'une  manière  discontinue  de  Tune  à  l'autre 
de  ces  valeurs,  une  interpolation  donne  la  valeur  répondant  à  tou- 
tes les  divisions  intermédiaires.  On  construit  alors  une  table  de  la 
valeur  des  parties  du  niveau  donnant  pour  chaque  division  l'arc 
total  représenté  depuis  la  division  zéro,  et  en  face  on  inscrit  la 
valeur  de  la  partie  ou  division  correspondante.  Alors,  quand  on 
veut  connaître  l'erreur  d'un  nivellement,  on  fait  la  moyenne  des 
lectures  répondant  aux  deux  extrémités  de  la  bulle  dans  la  position 
directe,  puis  on  prend  dans  la  table  le  nombre  répondant  à  la  di- 
vision entière  de  cette  moyenne,  on  y  ajoute,  d'après  la  valeur  de 
la  division,  la  quantité  proportionnelle  à  la  fraction  de  division 
complétant  la  moyenne  trouvée.  On  fait  ensuite  la  même  opéra- 
tion pour  la  lecture  dans  la  position  inverse,  et  la  différence  des 
deux  nombres  de  minutes  et  secondes  obtenus  représente  le 
double  de  Terreur  du  nivellement  exprimé  en  arc,  car  le  vrai 
nivellement  correspond  à  la  moyenne  des  lectures,  position  di- 
recte et  position  inverse,  et  par  conséquent  la  différence  de  ces 
deux  lectures  est  le  double  de  la  différence  de  l'une  d'elles  avec 
la  moyenne,  c'est-à-dire  avec  le  vrai  nivellement. 

Si  maintenant  on  veut  déterminer  la  valeur  des  divisions  de 
Vautre  niveau  du  théodolite,  on  l'assujettit  sur  le  premier,  de  telle 
sorte  qu'il  soit  fixé  momentanément  sur  l'instrument  d'une  ma- 
nière invariable  et  parallèlement  au  limbe,  comme  le  premier  l'est 
par  construction.  Puis  on  opère  comme  pour  le  premier  niveau. 
Les  artistes,  pour  faciliter  la  détermination  de  la  valeur  des  par- 
ties de  ce  second  niveau,  devraient  disposer  à  c6té  du  grand 
niveau  un  système  de  tiges  verticales  destinées  à  empêcher  le  ni- 
veau de  Taxe  de  tomber  quand  on  le  place  sur  le  niveau  fixe. 
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Mais  quoiqu'ils  négligent  cette  précaution,  on  y  remédie  en  liant 
ce  niveau  momentanément  sur  Tautre  et  en  employant  pour  le 
maintenir  de  petits  morceaux  de  bois  qu^on  attache  ayec  les  deux 
niveaux. 

On  peut,  de  cette  manière,  déterminer  avec  un  théodolite  la 
valeur  des  parties  ou  divisions  d'un  niveau  quelconque. 

On  peut  égalemeut  se  servir,  à  cet  effet,  du  cercle  mural,  et 
c*est  ainsi  qu'en  général  on  étudie  les  niveaux  des  lunettes  mé- 
ridiennes. On  détache  le  niveau  de  son  porte-niveau  et  on  l'assu- 
jettit fixement  sur  un  des  rayons  du  cercle  mural,  puis  au  moyen 
de  la  vis  de  rappel  de  ce  cercle,  on  modifie  progressivement  l'in- 
clinaison du  rayon  en  question,  de  façon  que  la  bulle  passe  suc- 
cessivement d'un  bout  à  l'autre  du  niveau.  On  lit  après  chaque 
mouvement  qu'on  a  donné  à  cette  vis  de  rappel  les  divisions 
du  niveau  auxquelles  s'arrêtent  les  extrémités  de  la  bulle  et  on  en 
prend  la  moyenne  ;  on  lit  en  même  temps  avec  les  microscopes  du 
cercle  les  divisions  correspondantes  de  ce  dernier.  Les  dif- 
férences successives  font  connaître  exprimés  en  partie  du  niveau 
les  déplacements  de  la  bulle  correspondant  aux  déplacements  du 
cercle  exprimés  en  arc.  La  division  des  derniers  par  les  premiers 
donne  la  valeur  des  divisions  du  niveau  dans  toute  la  longueur 
de  celui-ci,  comme  nous  Favons  indiqué  pour  la  détermination  de 
cette  valeur  avec  le  théodolite. 

13.  —  Une  fois  les  valeurs  des  divisions  des  niveaux  connues, 
il  est  facile  de  calculer  les  corrections  que  les  erreurs  de  nivel- 
lement doivent  faire  appliquer  aux  observations,  pourvu  qu'on 
ait  lu  le  niveau  après  ces  dernières  dans  la  position  où  s'est  arrêté 
l'instrument. 

Considérons  premièrement  les  observations  de  double  distance 
zénithale  faites  avec  le  théodolite,  et  supposons  d'abord  que  l'axe 
horizontal  de  l'instrument  soit  rigoureusement  horizontal,  de  sorte 
que  la  lunette  se  trouve  bien  exactement  dans  un  plan  vertical,  et 
admettons  aussi  que  le  limbe  soit  bien  vertical  dans  les  deux  po^ 
sitions  directe  et  inverse  de  Tinstrument.  Nous  supposerons  de 
plus,  pour  fixer  les  idées,  que  le  théodolite  est  à  lunette  excen- 
trique, quoique  tout  ce  que  nous  allons  dire  s'applique  de  même 
au  théodolite  à  lunette  centrée. 

Comme  nous  l'avons  déjà  dit,  pour  obtenir  une  double  distance 
zénithale  avec  le  théodolite,  ou  pointe  d'abord  l'objet  dont  on  veut 
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la  distance  au  zénith  dans  la  position  directe  de  l'instrument, 
c'est-à-dire,  par  exemple,  avec  la  lunette  à  droite  de  l'observateur. 
Puis  on  retourne  Tinstrument  de  180®  autour  de  son  axe  vertical 
et,  en  ramenant  la  lunette  sur.robjet  en  question,  le  cercle  alidade 
décrit  un  arc  égal  au  double  de  la  distance  zénithale  cherchée  et 
dont  on  a  la  mesure  sur  le  cercle  gradué. 

Cela  posé,  comme  il  faut  préciser  le  seos  de  la  graduation  du 
niveau  parallèle  au  limbe  vertical,  supposons  ce  niveau  chiffré  de 
telle  sorte  que  le  zéro  soit  du  côté  de  l'observateur  quand  la  lu- 
nette est  à  droite  ou  dans  la  position  directe  par  laquelle  nous 
commençons  le  pointé  ;  il  sera  alors  du  côté  opposé  à  l'obser- 
vateur dans  la  position  inverse  de  l'instrument. 

Pointons  d'£J[)ord  l'objet  dans  la  position  directe,  puis,  avant  de 
toucher  de  nouveau  à  l'instrument,  effectuons  la  lecture  du  niveau 
parallèle  au  limbe  vertical,  dans  la  position  où  la  bulle  s'est  arrê- 
tée (1),  puis  retournons  l'instrument,  pointons  dans  la  direction 
inverse,  et  lisons  ensuite  le  même  niveau  dans  cette  position  avant 
de  toucher  de  nouveau  à  l'instrument  et  de  lire  l'angle,  de  peur 
qu'en  effectuant  cette  lecture  nous  n'exercions  sur  l'instrument 
quelque  influence  de  pression  ou  de  température  modifiant  le  ni- 
vellement sous  lequel  a  eu  lieu  le  pointé. 

Si  la  lecture  du  niveau  est  identiquement  la  même  dans  la  po- 
sition directe  et  la  position  inverse,  cela  vient  de  ce  que  la  ligne 
horizontale  menée  perpendiculairement  à  l'axe  horizontal  du  cer- 
cle, répond  aux  mêmes  divisions  de  ce  cercle  dans  les  deux  cas,  et 
Fangle  obtenu  n'a  pas  besoin  de  correction.  Mais  si  la  deuxième 
lecture  diffère  de  la  première,  alors  la  ligne  qui  était  horizon- 
tale dans  le  premier  cas  ne  l'est  plus  dans  le  second,  et  a  dévié 
de  rhorizontalité  d'une  quantité  égale  à  la  différence  des  lec- 
tures du  niveau  réduite  en  arc.  L'angle  double  est  donc  altéré 
de  cette  erreur,  puisque ,  indépendamment  du  mouvement  de 
l'alidade  pour  décrire  la  double  distance  zénithale  vraie,  il  y  a 
eu  le  mouvement  du  cercle  gradué. 

Supposons  que  la  deuxième  lecture  du  niveau,  ou  lecture  de  la 
position  inverse 9  dépasse  la  première  lecture  position  directe  ;  puis-* 
que  dans  la  position  inverse  le  zéro  est  du  côté  opposé  à  l'obser-' 


(1)  Rappelons  ici  une  fois  pour  toutes  qu'à  Tavenir  nous  appellerons  lec- 
ture da  Dtvean  la  moyenne  des  deux  lectures  des  deux  extrémités  de  la  buUe^ 
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Yateur,  cela  vient  de  ce  que  ]e  bout  du  nWeau,  dirigé  du  côté  de 
Tobservateur,  est  plus  haut  dans  la  position  inverse  que  cette 
même  extrémité  ne  Tétait  dans  la  position  directe  ;  c'est  donc 
comme  si  l'instrument  avait  tourné  autour  d'un  axe  incliné  du  côté 
opposé  à  l'observateur,  au  lieu  d'avoir  tourné  autour  d'un  axe 
rigoureusement  vertical.  Au  lieu  donc  d'avoir  mesuré  la  double 
distance  au  zénith,  on  a  mesuré  la  double  distance  à  un  point  plus 
bas  que  le  zénith  du  côté  de  l'objet,  d'où  il  résulte  qu'on  a  sur  le 
limbe  un  angle  trop  petit.  En  appelant  donc  D  la  lecture  directe 
du  niveau,  I  la  lecture  inverse,  A  l'arc  décrit  par  l'alidade  et  me- 
suré par  les  graduations  du  limbe;  I — D,  que  nous  supposons  ré- 
duitenarc,  est  une  correction  additive  à  l'arc  Apouravoirla  double 
distance  zénithale  exacte.  La  vraie  distance  zénithale  est  donc  : 

A     I— D 

Si,  au  contraire,  la  lecture  inverse  est  plus  petite  que  la  lecture 
directe,  alors  l'instrument  penche  du  côté  opposé  :  on  a  donc  une 
mesure  trop  grande  pour  l'arc  ;  il  faut  par  conséquent  en  retran- 
cher la  différence  D — ^I  des  deux  lectures  pour  avoir  la  double  dis- 
tance zénithale  vraie  :  donc  la  vraie  distance  zénithale  est  encore 

A      D  — I  A      I— D 

comme  dans  le  premier  cas.  Cette  formule  convient  donc  à  tous 
les  cas. 

Mais  si  le  niveau  était  gradué  en  sens  contraire,  c'est-à-dire  si 
dans  la  position  directe  le  niveau  avait  son  zéro  du  côté  opposé  à 
l'observateur,  l'augmentation  des  divisions  répondrait  à  la  di- 
minution dans  le  cas  que  nous  avons  considéré,  et  le  signe  de  I — D 
dans  la  formule  devrait  être  changé.  Ainsi,  d'une  manière  géné- 
rale, on  a  pour  la  vraie  distance  zénithale 

A      I— D 

si  le  zéro  du  niveau  est  du  côté  de  l'observateur,  position  directe, 
c'est-à-dire  lunette  à  droite  ; 

A      I  — D 
si  le  zéro  du  niveau  est  du  côté  opposé. 
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£t  cela  a  lieu,  quels  que  soient  les  déplacements  que  Tinstru- 
ment  ait  pu  prendre  entre  les  deux  observations  directes  et  inver- 
ses. Si  on  a  une  série  avec  répétition,  la  correction  sur  l'arc  final 
est  alors  la  somme  de  tous  les  I — D  correspondant  à  chaque  ob- 
servation individuelle. 

14.  —  Si  Taxe  horizontal  du  théodolite  est  bien  horizontal  dans 
les  deux  positions  directe  et  inverse,  nous  n'avons  pas  à  appliquer 
aui  distances  zénithales  mesurées  d'autre  correction  que  celle 
que  je  viens  d'indiquer.  Mais  si  l'axe  horizontal  est  incliné,  les 
angles  ont  été  mesurés  dans  des  plans  obliques.  Pour  reconnaître 
rinilucnce  que  le  mouvement  de  la  lunette  dans  un  plan  oblique 
peut  exercer  sur  la  mesure  de  la  distance  zénithale  d'un  objet,  soit 
h  la  hauteur  de  cet  objet  complément  de  sa  distance  zénithale  me- 
surée, et  soit  i  l'inclinaison  de  l'axe  horizontal  de  l'instrument. 
De  l'objet  observé  abaissons  un  arc  de  grand  cercle  perpendicu- 
laire sur  l'horizon,  c'est  dans  le  plan  de  cet  arc  que  la  hauteur 
aurait  dû  être  mesurée.  Du  même  point  abaissons  un  autre  arc  de 
grand  cercle  faisant  avec  l'horizon  un  angle  égal  à  90** — 2,  c'est 
dans  cet  arc  de  grand  cercle,  dirigé  d'un  côté  ou  de  l'autre  du  pre- 
miersuivant  le  sens  de  l'inclinaison  de  l'axe,  que  l'angle  a  été  me- 
suré. Cela  posé,  dans  le  triangle  rectangle,  formé  par  ces  deux 
arcs  de  cercle  et  l'horizon,  on  connaît  l'hypoténuse  ou  la  hauteur 
mesurée  A,  et  l'angle  90^ — i  de  cette  hauteur  avec  l'horizon,  on  a 
donc  pour  la  hauteur  vraie  opposée  à  cet  angle  : 

sinus  de  la  hauteur  vraie  =  sin  h  sin  (90  —  i) = sin  A  cos  i , 

ou  en  appelant  zla  distance  zénithale  mesurée,  complément  de  A, 

COS.  de  la  dist.  zénith,  vraie = cos  js  cos  i=zcosz — 2  cosjs  sin'|î. 

En  appelant  c  la  correction  à  appliquer  à  la  distance  mesurée 
pour  avoir  la  distance  vraie,  auquel  cas  la  distance  zénithale 
vraie  ^ale  z  +Cj  cette  équation  devient  : 

cos  (s-f-c)  =  cos  z  —  2  cos  z  sin*  |  i 
ou 

cos  ;;  cos  c  —  sin  z  sin  <;=  cos  z —  2  cos  z  sin*  ^  i 
ou  encore  : 

2  cos  z  sin*  ^  c  +  sin  je  sin  c  =  2  cos  z  sin^  1 1. 


3!i  tuéokie;  des  instruments. 

Comme  c  et  i  sont  de  très-petits  arcs,  car  l'axe  est  toujours  ap- 
proximativement nivelé,  on  peut  remplacer  sine  par  csin  1"  et 
sin^tpar^isin  V\  il  vient  alors  : 


2 


C'  cos  z  sin  1"  -H  c  sin  5  =  ^  i»  cos  5  sin  i". 


Cette  équation  peut  se  mettre  sous  la  forme  : 

t'  sin  i"  cos  :; 


(a)  c  = 


^sins  +  ccoszsin  i" 


formule  dans  laquelle  c  est  exprimé  en  secondes. 

Tant  que  z  est  grand,  c  cos  z  sin  1"  est  négligeable  par  rap- 
port à  2  sin  jz  et  on  a  : 

(é)  c  =  it«sini"cols 

formule  qui  montre  que  la  correction  est  négligeable  si  i  n'est 
que  de  quelques  secondes,  car  si  z  est  grand  et  plus  grand  que 
48"*,  cotz  est  plus  petit  que  Tunité,  et  il  ne  prend  de  valeur  im- 
portante que  si  z  est  voisin  de  zéro.  Mais  si  on  fait  z=o  dans  la 
formule  complète  (a),  auquel  cas  sinz=0,  on  aura  c*=:i%  d'où 
c = t ,  comme  on  devait  s'y  attendre. 

La  correction,  dont  la  valeur  maximum  est  l'inclinaison  même 
de  Taxe  horizontal,  n'est  donc  sensible  que  dans  le  voisinage  im- 
médiat du  zénith.  Elle  est  nulle  à  l'horizon  où  z=90**  et  où  par 
conséquent  cos  z  =:  0 . 

Pour  i  =z  60"  ou  1',  quand  z  =  45%  la  valeur  de  c  est  égale  à 
moins  d'une  centième  de  seconde,  car  on  a  c=:0",0087,  et  pour 
^=5*"  seulement,  elle  n'égale  pas  encore  un  dixième  de  seconde, 
car  on  a  alors  c  =  0'',0998;  pour  une  inclinaison  de  Taxe  de 
20",  elle  n'atteint  à  S""  du  zénith  que  1  centième  de  seconde. 

On  voit  donc  qu'il  sufBt  de  niveler  l'axe  à  moins  de  20"  près 
pour  n'avoir  à  appliquer  aucune  correction  provenant  de  l'incli- 
naison de  l'axe,  pour  toutes  les  distances  au  zénith  supérieures 
à  5"*.  Or  on  nivelle  facilement  dans  cette  limite. 

Si  l'astre  est  très-voisin  du  zénith,  il  est  utile  de  niveler  l'axe 
horizontal  avec  soin,  et  si  on  veut  tenir  compte  de  son  erreur,  on 
prendra  rinclinaison  dans  la  position  directe,  en  retournant  le  ni- 
veau de  l'axe  dans  cette  position  et  faisant  les  2  lectures  dont  la 
diflérencc  fera  connaître  cette  inclinaison.  On  fera  la  même  chose 
dans  la  position  inverse.  Prenant  alors  pour  valeur  de  m  la  moitié 
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de  la  distance  zénithale  observée,  on  transformera  la  première 
moitié  par  la  formule  : 

C0S2'  =  C0SJ3C0S  l'y 

X  étant  rindinaison  de  Taxe  dans  la  position  directe  (ici  le  sens 
de  rindinaison  est  indifférent),  et  la  deuxième  moitié  par  la  for- 
mule : 

cos  a"  =  cos  z  cos  t", 

r  étant  l'inclinaison  de  Taxe  dans  la  position  inverse,  inclinaison 
qui  peut  être  différente  de  celle  de  la  position  directe  si  Tinstru- 
menta  été  touché,  ou  si  son  axe  vertical  n'est  pas  bien  vertical. 
Alors  z'  -hz"  sera  la  vraie  double  distance  zénithale  qu'on  aurait 
mesurée  si  l'axe  avait  été  rigoureusement  horizontal. 

Lorsqpi'on  tient  compte,  par  les  procédés  que  nous  avons  indi- 
qués, des  lectures  du  niveau  parallèle  au  limbe  et  des  inclinaisons 
de  l'axe  horizontal  mesurées  dans  les  positions  prises  par  l'ins- 
trument, l'axe  vertical  n'intervient  pas  par  son  défaut  de  nivelle- 
ment dans  le  calcul  des  corrections. 

On  voit  donc,  d'après  ce  qui  précède,  que  l'inclinaison  de  Taxe 
horizontal  a  peu  d'influence  sur  les  hauteurs  observées  et  que  s'il 
est  passablement  nivelé,  cette  inclinaison  ne  donne  aucune  cor- 
rection à  faire  pour  les  distances  zénithales  supérieures  à  5  ou 
6  degrés.  Mais  l'inclinaison  de  l'axe  horizontal  influe  notablement 
sur  les  azimuts,  pour  lesquels  nous  allons  maintenant  étudier  les 
corrections  provenant  de  l'imperfection  du  nivellement.  Toute- 
fois, nous  présenterons  auparavant  quelques  considérations  sur  la 
définition  de  l'axe  horizontal  dans  les  instruments  à  lunettes  ex- 
centriques et  centrés,  et  sur  les  moyens  avec  ces  derniers,  et 
notamment  avec  la  lunette  méridienne,  de  déduire  du  nivelle- 
ment effectué  sur  la  surface  supérieure  la  vraie  inclinaison  de  l'axe. 
IS. — Comme  nous  l'avons  vu,  tous  les  théodolites  sont  munis  de 
trois  vis  à  caler,  à  l'aide  desquelles  l'axe  de  l'instrument,  qui  est 
en  même  temps  l'axe  du  cercle  azimutal,  peut  être  rendu  vertical, 
et  de  plus,  dans  tous  ces  instruments  également,  Taxe  du  cercle 
de  hauteur  supporte  un  niveau,  à  l'aide  duquel  ce  dernier  axe  peut 
être  rendu  horizontal.  Mais  lorsque  la  lunette  est  excentrique^  c'est-^ 
à-dire  quand  elle  est  portée,  ainsi  que  le  limbe,  à  l'une  des  extré- 
mités de  l'axe  horizontal,  la  flexion  due  aux  poids  très^notables  de 
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cette  lunette  et  de  ce  limbe  fait  que  la  lunette  se  meut  en  réalité 
dans  un  plan  incliné ,  lors  même  que  le  niveau  indiquerait  que 
Taxe  serait  horizontal.  Cette  expression  :  lors  même  que  Vaxe 
serait  horizontal^  demande  une  explication,  car,  par  suite  des 
flexions,  Taxe  est  une  courbe  ;  aussi  doit-on  définir  Taxe  par  la 
ligne  droite  qui  joint  les  centres  des  deux  sections  verticales  de 
Taxe  passant  par  le  milieu  des  coussinets.  Si  les  deux  portions 
de  Taxe  qui  reposent  sur  les  coussinets  étaient  parfaitement 
cylindriques  et  de  même  diamètre ,  les  deux  pattes  du  niveau 
feraient  exactement  connaître  si  Taxe  est  horizontal ,  pourvu  que 
ces  deux  pattes  du  niveau  pussent  reposer  au-dessus  des  coussi- 
nets. En  général^  cette  dernière  condition  n'est  pas  possible, 
mais  les  pattes  du  niveau  reposent  tout  près  des  coussinets,  ce 
qui  ne  peut  pas  produire  d'erreur  appréciable  (1),  à  la  condition 
toutefois  d'une  répartition  symétrique  des  poids  sur  Taxe,  ce  qui 
revient  à  équilibrer  le  cercle  et  la  lunette  àl'autre  extrémité  de  leur 
axe  lui-même.  Ordinairement,  dans  les  théodolites  excentriques, 
cette  répartition  symétrique  n'a  pas  lieu.  Les  artistes  ne  s'en  préoc- 
cupent pas,  parce  que  l'erreur  du  nivellement  qu'il  s'agissait 
d'éviter  par  là  est  petite  par  rapport  à  l'erreur  déjà  citée  plus 
haut  et  résultant  de  ce  que,  par  la  flexion ,  la  lunette  se  meut 
dans  un  plan  incliné,  lors  même  que  l'axe  serait  horizontal. 

Il  résulte  des  procédés  même  employés  dans  la  construction 
des  axes  que  le  défaut  de  cylindricité  est  peu  à  craindre.  C'est  ainsi 
qu'à  la  lunette  méridienne  de  l'Observatoire  de  Paris  il  n'a  pas 
été  possible,  par  des  nivellements  faits  pour  diverses  hauteurs 
de  l'instrument,  de  reconnaître  d'erreur  appréciable  dans  la 
cylindricité  des  tourillons.  En  citant  cette  lunette,  nous  venons 
d'indiquer  le  moyen  d'apercevoir  les  défauts  de  cylindricité  et 
de  les  mesurer  même  au  moyen  du  niveau.  On  pourrait  donc  en 
tenir  compte  s'il  y  avait  lieu. 

16. — Il  n'en  est  pas  de  la  différence  de  diamètre  des  deux  touril- 
lons comme  de  leur  cylindricité.  On  peut  dire  qu'il  est  pratique- 
ment impossible  d'obtenir  des  tourillons  rigoureusement  de  même 


(1)  Ceci  suppose  tontefois  que  les  tourillons  ne  sont  pu  coniques  et  ne  fout 
pas  un  angle  entre  eux,  contrairenoent  à  ce  qui  a  lieu  générâiemeot.  Aussi  il 
importe  que  les  pattes  du  niveau  reposent  sur  les  coussinets  autant  que  pos- 
sible. 
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diamètre.  Par  suite  de  cela,  le  niveau  qui  fait  connaître  Tincli* 
naisoD  de  certaines  arêtes  supérieures  du  tourillon  (1)^  celles  sur 
lesquelles  reposent  ses  pattes,  ne  donne  pas  Tinclinaison  réelle  de 
Taxe.  Pour  savoir  ce  qu'était  cette  inclinaison,  il  faudrait,  comme 
cela  a  lieu  pour  la  lunette  méridienne ,  pouvoir  faire  un  second 
nivellement  en  renversant  la  lunette ,  de  telle  sorte  que  le  tou- 
rillon de  gauche  vînt  reposer  sur  le  coussinet  de  droite  et  inver- 
sement. En  eSet,  soit  t  l'inclinaison  des  arêtes  reposant  sur  les 
coussinets,  et  t  +  ?  l'inclinaison  des  arêtes  supérieures  dans  la 
position  directe  donnée  par  le  niveau  ;  cette  inclinaison  sera  i — ? 
dans  la  position  inverse,  et  elle  sera  également  donnée  par  le  ni- 
veau; soient  donc  i,  et  ù  les  inclinaisons  données  par  le  niveau, 
position  directe  et  position  inverse,  on  aura 

i-f-o  =  i,  ,  1  —  0  =  ^ 

d'où 

•  m  •  ■  • 

*  =  ~T"'         ?  =  — 2— 

Or  I -|-|  est  l'inclinaison  de  l'axe,  qui  est  alors  égale  à  -l-^til. 

A  la  lunette  méridienne,  quand  9  a  été  déterminé  comme  nous 
venons  de  le  dire,  par  un  nivellement  bien  fait,  il  suffit  de  niveler 
dans  une  seule  position  pour  avoir  l'inclinaison  de  l'axe ,  car  9 
est  une  constante  à  l'aide  de  laquelle  on  peut  corriger  le  nivelle- 
ment effectué  sur  les  arêtes  supérieures  pour  avoir  celui  de  l'axe. 

Dans  les  théodolites  excentriques  de  Gambey,  le  renversement 
de  l'axe  sur  les  coussinets  n'est  pas  possible,  et  d'ailleurs  ce  ren- 
versement ne  servirait  à  rien,  à  cause  du  défaut  de  symétrie  et  de 
la  flexion  de  l'axe  qui  fait  que  la  lunette,  comme  nous  l'avons  dit, 
se  meut  dans  un  plan  incliné  lors  même  que  le  nivellement  indi- 
querait l'axe  horizontal.  Le  niveau  ne  peut  donc  faire  connaître  que 
l'inclinaison  des  arêtes  supérieures  de  l'axe  et  nullement  celle  de 
l'axe  lui-même.  Cet  inconvénient,  joint  à  celui  que  nous  avons  déjà 
signalé  et  d'après  lequel  la  lunette  se  meut  par  suite  de  la  flexion 

(1)  Par  la  dispositioD  des  patle8  du  niveau  et  des  couBsÎDets,  ces  arêtes  su- 
périeures sont  symétriques  des  arèles  ioférieures  qui  reposent  sur  les  coussi- 
nets. 
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dans  un  plan  incliné  lors  même  que  l'axe  serait  horizontal,  fiiit 
que,  dans  les  théodolites  excentriques,  le  niveau  ne  peut  servir 
à  déterminer  Tinclinaison  du  plan  dans  lequel  se  meut  la  lunette. 
Or,  pour  obtenir  des  observations  azimotales  précises,  cette  incli- 
naison ,  comme  nous  allons  le  voir,  doit  être  connue  avec  une  grande 
exactitude,  afin  de  corriger  ces  observations  de  Terreur  qu*elle 
introduit  sur  l'azimut.  Au  contraire,  en  employant  des  théodolites 
centres,  dans  lesquels  la  lunette  puisse  être  renversée  sur  les  cous- 
sinets et  où  les  poids  soient  reportés  symétriquement  sur  l'axe,  par 
un  équilibrage  du  cercle  de  hauteur  à  l'aide  d'un  second  cercle 
semblable,  il  résulte  de  la  symétrie  des  flexions  que  la  lunette  se 
meut  dans  un  plan  perpendiculaire  à  son  axe  défini  comme  précé- 
demment. Le  niveau  peut  alors  par  les  formules  précédentes, 
donner  l'inclinaison  réelle  de  cet  axe,  en  même  temps  qu'au 
besoin,  il  fait  connaître  le  défaut  de  cylindricité  des  tourillons. 
17.  —  On  peut  sans  doute,  sans  recourir  au  niveau,  parvenir  à 
éliminer  à  peu  près  l'influence  de  l'inclinaison  de  l'axe  horizontal 
sur  les  mesures  azimutales,  que  les  théodolites  soient  ou  non 
excentriques,  en  observant  successivement  dans  la  position  directe 
et  dans  la  position  inverse  de  l'instrument,  c'est-à-dire  par  un 
changement  de  ISO""  sur  les  mesures  azimutales,  pourvu  que  l'axe 
vertical  soit  rigoureusement  vertical,  car  alors  les  inclinaisons  de 
l'axe  horizontal  seront  rigoureusement  égales  mais  inverses  dans 
les  deux  positions  directes  et  inverses  de  l'instrument.  Si  l'astre 
a  été  observé  exactement  à  la  même  hauteur  dans  les  deux  cas, 
l'élimination  de  l'influence  de  Taxe  horizontal  sera  même  com- 
plète. Il  est  évident,  en  eflét,  que  dans  ce  mode  d'opérer,  les  dévia- 
tions azimutales  de  la  lunette  en  passant  de  l'horizon  à  la  hauteur 
de  l'astre  observé  seront  égales,  mais  de  signe  contraire  dans  les 
deux  positions  inverses  de  l'instrument.  La  moyenne  des  lec- 
tures sur  le  limbe  ne  sera  donc  pas  influencée  par  l'inclinaison 
de  l'axe  horizontal.  Il  est  rare  toutefois  que  dans  les  deux  posi- 
tions on  puisse  observer  l'astre  à  la  même  hauteur,  car  les  obser- 
vations sont  consécutives  et  généralement  la  hauteur  de  celui-ci 
varie  avec  le  temps.  Mais  si  les  deux  observations  sont  très-rap- 
prochées,  et  si  l'axe  est  déjà  presque  horizontal,  de  sorte  que 
dans  chaque  cas  l'erreur  soit  déjà  très-petite,  la  différence  de  ces 
deux  erreurs  très-petites  sera  du  deuxième  ordre  et  négligeable. 
Si  l'axe  horizontal  n'est  pas  également  incliné  en  sens  contraire 
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dans  les  deux  positions  directes  et  inverses,  ce  fait  se  manifeste 
par  la  différence  de  lecture  du  niveau  dans  les  deux  positions, 
bien  que  ce  dernier  repose  sur  les  arêtes  supérieures,  et  sans  qu'il 
soit  nécessaire  pour  cela  de  le  retourner  chaque  fois.  Il  sufBra 
alors  de  corriger  la  moyenne  des  lectures  de  l'effet  de  cette  dif- 
férence d'indinaîson,  comme  si  cette  dernière  était  l'inclinaison 
même  de  Taxe  dans  une  observation  unique. 

On  peut  encore  déduire  l'inclinaison  d'observations  de  passages 
par  des  a2imuts  donnés  faites  sur  un  même  astre  observé  direc- 
tement et  par  réflexion  sur  un  bain  de  mercure.  Car  l'astre  est 
réfléchi  dans  son  vertical  même,  à  une  distance  au-dessous  de 
l'horizon  égale  à  sa  hauteur  au  dessus.  Gonséquemment,  les  lec- 
tures des  observations  faites  sur  l'image  directe  et  l'image  réfléchie, 
après  avoir  tenu  comptede  laportion  de  leur  différence  due  au  mou- 
vement azimutal  de  l'astre  pendant  le  temps  écoulé  entre  elles,  doi- 
vent s'accorder  si  l'axe  est  horizontal.  Dans  le  cas  contraire,  leur  dif- 
férence représente  le  double  de  l'influence  de  l'inclinaison  de  l'axe 
sur  la  mesure  azimutale  dans  le  pointé  à  l'image  directe,  influence 
qui  est  égale,  comme  nous  le  verrons  plus  loin,  à  l'inclinaison  de 
l'axe  multipliée  par  la  tangente  de  la  hauteur  de  l'astre.  Cette 
hauteur  étant  connue  par  observation  ou  par  calcul,  on  voit  qu'en 
divisant  la  demi-différence  des  lectures  en  question  par  la  tangente 
de  cette  hauteur,  on  aura  l'inclinaison  de  l'axe.  On  voit  de  plus 
que  la  moyenne  des  deux  observations  faites  sur  l'image  directe 
et  l'image  réfléchie,  est  indépendante  de  l'inclinaison  de  l'axe, 
pourvu  que  cette  dernière  n'ait  pas  varié  dans  l'intervalle  de  ces 
observations.  Mais  il  résulte  de  tout  cela  des  complications  dans 
les  observations  que  le  temps  et  les  circonstances  ne  permettent 
pas  toujours.  Dans  tous  les  cas ,  le  niveau  fournit  des  vérifica- 
tions trop  précieuses  pour  y  renoncer;  et  fréquemment  on  ne 
possède  que  lui  pour  déterminer  l'inclinaison  de  l'axe  et  éliminer 
les  erreurs  qu'elle  produit.  Il  serait  donc  à  désirer  qu'on  pût 
toujours  n'employer  que  des  théodolites  dans  lesquels  la  lunette 
est  centrée.  Cette  condition  est  importante  surtout  lorsqu'on  veut 
une  grande  précision,  et  lorsqu'on  augmente  les  dimensions  du 
théodolite  pour  en  faire  un  ait-azimut.  Toutefois,  plus  tard,  en 
traitant  des  lunettes,  nous  indiquerons  des  moyens  optiques  par 
lesquels  on  peut  avoir  à  chaque  instant  l'inclinaison  du  plan  dans 
lequel  se  meut  la  lunette,  et  en  appliquant  les  dispositions  que 
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nous  indiquerons  alors  ^  on  pourra  faire  jouir   les  théodolites 
eicentriques  de  tous  les  avantages  des  théodolites  centrés* 

18, — L'inclinaison  del'axe  horizontal  d'un  théodolite  varie  avec 
l'azimut  de  la  lunette,  si  Taxe  vertical  de  l'instrument  n'est  pas 
rigoureusement  vertical.  Les  vis  de  calage  permettent  de  rendre  ce 
dernier  axe  sensiblement  vertical,  mais  il  est  difficile  d'arriver  à 
la  rigueur  absolue.  D'un  autre  côté,  pendant  la  durée  d'une  série 
d'observations,  il  importe  de  s'assurer  plusieurs  fois  de  l'état  de  cet 
axe,  et  d'en  tenir  compte  pour  les  réductions.  La  manière  d'opé* 
rer  consiste  à  observer  l'inclinaison  dans  deux  plans  rectangu* 
laires.  Galant  le  cercle  azimutal  sur  une  certaine  division,  on  fait 
une  lecture  du  niveau  (porté  soit  par  le  cercle  azimutal,  soit  par 
l'axe  de  la  lunette),  on  décale  ensuite  le  cercle  azimutal ,  qu'on 
fait  tourner  de  180^,  puis  on  le  cale  de  nouveau,  et  on  fait  une 
nouvelle  lecture  du  niveau.  La  diflérence  de  ces  deux  lectures  égale 
le  double  de  l'angle  de  la  perpendiculaire  à  l'axe  vertical  avec  la 
ligne  horizontale  dirigée  suivant  l'azimut  oil  ont  été  faites  ces 
opérations.  Elle  fait  conséquemment  connaître  Tinclinaison  de 
l'axe  dans  le  sens  de  cette  ligne.  On  répète  les  mêmes  observations 
dans  un  nouvel  azimut  faisant  avec  le  premier  un  angle  de  90*,  et 
on  a  de  même  l'inclinaison  de  la  peipendiculaire  à  l'axe  vertical 
dans  ce  nouvel  azimut  (1). 

Soient  alors  t  l'inclinaison  pour  la  lecture  a  du  limbe  horizon- 
tal, et  { l'inclinaison  pour  la  lecture  90*  +  a  du  même  limbe;  t 
et  i  étant  positifs  si  le  niveau  relève  du  côté  où  on  fait  la  lec- 
ture du  limbe,  négatifs  dans  le  sens  contraire  ;  en  appelant  a,  la 
lecture  inconnue  du  limbe  horizontal  pour  laquelle  l'inclinaison 
est  nulle,  ou  en  d'autres  termes  l'azimut  de  la  ligne  des  nœuds 
du  plan  du  limbe  et  de  l'horizon;  enfin,  I  l'inclinaison  inconnue 
de  l'axe  vertical  ;  on  aura  les  deux  équations  : 

sin  i  =  sin  (a — a,)  sin  I 

sin  t'«=sin  (ôo^  +  a  — a,)  sin  I 
d'où 

(i)  Il  etl  évident  qu'en  se  servant  à  la  fois  des  deux  niveaux  perpeodicalai- 
res  de  rinstrument«  on  déterminera  simultanément  rinclinaîson  dans  deux  azi- 
nuu  perpendiculaires ,  par  une  seule  position  directe  et  une  seule  position 
iofene  du  théodolite. 
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/  .      sînt 

°^  '      sin  t 


sin  I  =  1/  sin*  i + sin*  »' 


Dans  ces  formules,  il  faut  bien  faire  attention  à  donner  leurs 
signes  à  i  et  i.  Ces  signes  n'influent  pas  sur  la  détermination  de 
la  valeur  absolue  de  I,  mais  ils  influent  sur  celle  a — a,  dont  la 
tangente  peut  être  positive  ou  négative.  A  une  même  tangente 
répondent  deux  arcs  distants  de  180**.  Mais  cela  n'influe  pas  sur 
le  résultat,  car  ces  deux  arcs  sont  les  deux  lectures  répondant  à  la 
ligne  des  nœuds.  Onpeut  prendre  pour  a — «„  l'un  ou  l'autre  de 
ces  arcs;  mais  pour  pouvoir  faire  1  positif,  a.  doit  être  le  nœud 
ascendant,  c'est-à-dire  la  lecture  pour  laquelle  en  suivant  le  sens 
de  la  graduation,  le  limbe  va  en  s'élevant  au-dessus  de  l'horizon  ; 
si  ï  est  positif,  on  devra  prendre  alors  pour  a — a,  qu'on  fera  du 
signe  de  sa  tangente,  la  valeur  soit  positive  ou  négative,  qui  est 
inférieure  à  90"*  comme  valeur  absolue.  Si  t'  est  négatif,  il  faudra 
prendre  celle  qui  est  supérieure  à  90\  En  appelant  x  cette  valeur 
dea — a,,  on  aura 

a — ai=j:    d'où    a,  —  a — x 

et  a^  ainsi  déterminé  sera  la  lecture  du  limbe  qui  répondra  au 
nœud  ascendant,  de  sorte  que  a^ — 90''  sera  la  lecture  du  cercle 
vers  laquelle  l'axe  penche  de  l'angle  I  donné  par  l'équation 


sin  I  =  1/  sin*  t  +  sin*  t". 

Connaissant  ainsi  a ,  et  I,  on  aura  l'inclinaison  i^  dans  un  azi- 
mut a"  quelconque  par  l'équation 

sin  i"  =  sin  (a"  —  a,  )  sin  I, 

équation  dans  laquelle  I  est  toujours  positif,  de  sorte  que  le 
signe  de  î'  est  donné  par  celui  de  sin  {d^ — a,) .  Cette  formule  peut 
s'écrire 

t"  =  Isin(a"  — a,). 

19. — L'inclinaison  de  l'axe  de  la  lunette  ou  axe  horizontal  de 
rinstniment  est,  comme  nousl'avons  vu,  déterminabledirectement, 
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si  rinstrument  est  centré,  au  moyen  du  niveau  porté  par  cet  axe. 
Cette  inclinaison,  étant  déterminée,  resterait  la  même  dans  tous 
les  azimuts,  si  Taxe  de  l'instrument  était  parfaitement  \ertical  ; 
mais,  en  général,  il  n'en  est  pas  ainsi,  et  il  importe  alors  de  noter 
l'azimut  dans  lequel  on  a  fait  une  détermination  de  Tinclinaison 
de  Taxe  horizontal.  Retranchant  alors  de  Tinclinaison  trouvée  celle 
de  la  perpendiculaire  à  Taxe  vertical  de  l'instrument  dans  l'azimut 
considéré,  inclinaison  que  l'on  a  par  les  formules  précédentes,  on 
obtient  l'angle  A  formé  par  l'axe  horizontal  et  la  perpendiculaire 
à  l'axe  vertical.  Si  alors  on  cale  l'instrument  dans  un  nouvel  azi- 
mut, on  aura  l'inclinaison  de  l'axe  horizontal  dans  ce  nouvel  azi- 
mut en  joignant  à  l'angle  A  l'inclinaison  de  la  perpendiculaire  à 
l'axe  vertical  fournie  par  la  formule  précédente  : 

sin  f"  =  sin  (a" — a,)  sin  I. 

20.  —  Supposons  maintenant  l'axe  vertical  rigoureusement  ver- 
tical. Si  l'axe  horizontal  n'est  pas  alors  exactement  horizontal,  on 
commettra  une  erreur  sur  les  azimuts  mesurés,  puisque  la  lunette 
ne  se  meut  pas  dans  un  plan  vertical  ;  la  grandeur  de  l'erreur 
commise  dépend  de  la  hauteur  du  point  observé.  Soient  h  la  hau- 
teur de  ce  point  et  2  l'inclinaison  de  l'axe  horizontal  de  l'instru- 
ment. Le  plan  décrit  par  la  lunette,  et  qui  passe  par  l'objet  consi- 
déré, fait  alors  l'angle  t  avec  la  verticale.  L'intersection,  avec  la 
sphère  céleste,  de  ce  plan  et  du  plan  vertical  passant  par  l'objet 
détermine  deux  arcs  de  grands  cercles,  et  ces  deux  arcs  compo- 
sent avec  l'arc  d'horizon  qu'ils  interceptent  un  triangle  sphérique 
rectangle  dont  l'un  des  côtés  de  l'angle  droit  est  égala  A,  et  dont 
l'autre  côté  de  cet  angle  droit  est  l'erreur  •  cherchée  sur  l'azimut  ; 
l'angle  adjacent  à  ce  dernier  côté  est  égal  à  90* —  i.  Si  h  est  la 
longueur  de  Thypothénuse,  qui  n'est  autre  que  la  hauteur  donnée 
par  l'instrument,  on  a 

tang  t  =  tang  h  cos  (90^— 1)  =:  tang  A'  sin  t. 

On  peut  donc,  au  moyen  de  cette  formule,  corriger  les  obser- 
vations azimutales  de  Terreur  due  à  l'inclinaison.  Cette  erreur  et 
l'inclinaison  étant  deux  très-petites  quantités,  on  peut  sans  erreur 
sensible  substituer  les  arcs  aux  tangentes  et  sinus,  et  il  vient 

i=?tangA'  =  t  cot  z', 
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en  appdant  t!  la  distance  zénithale,  complément  de  la  hau- 
teur K. 

Cette  formule  fait  voir  que  si  la  hauteur  de  Tastre  est  infé- 
rieure à  45%  Terreur  commise  sur  l'azimut  est  moindre  que  celle 
que  Ton  commet  sur  Tinclinaison  ;  mais  quand  la  hauteur  est  plus 
grande  que  45"*,  l'inverse  a  lieu,  puisqu'sdors  tang  K  devient  plus 
grand  que  l'unité. 

Quant  au  signe  de  la  correction  à  appliquer  aux  azimuts  obser- 
vés, il  &ut  remarquer  que  si  nous  comptons  les  azimuts  à  partir 
du  méridien  (côté  du  pôle  nord  vers  l'ouest),  et  jusqu'à  SBO"*,  cette 
correction  sera  additive  si  le  tourillon  le  plus  élevé  est  celui  de  la 
droite  de  l'observateur  regardant  l'objet  visé,  et  soustractive  dans 
le  cas  contraire. 

Si  on  différencie  la  formule 

e  =3 1  tang  h* 
par  rapport  à  e  et  K ,  il  vient 

It  =  %  sec*  A'  8  A', 

ce  qui  prouve  qu'une  erreur  sur  K  introduit  sur  e  une  erreur  d'au- 
tant plus  grande  que  hl  est  plus  grand.  Si  nous  remarquons  que 
i  et  0  h  sont  du  premier  ordre,  nous  voyons  que  oe  est  du  second 
ordre,  tant  que  h'  est  petit,  mais  quand  N  approche  de  90%  une 
erreur  sur  K  peut  introduire  sur  *  une  erreur  très  appréciable.  Les 
observations  azimutales  ne  doivent  donc  pas  être  faites  très-près 
du  zénith  (1),  parce  que  les  erreurs  instrumentales  ont  alors  une 
trop  grande  influence.  Des  observations  près  du  zénith,  combinées 
avec  d'autres  observations  éloignées  de  ce  point,  peuvent  au  reste, 
par  cette  même  raison,  être  employées  à  l'étude  de  ces  erreurs 
instrumentales. 

21.  —  Dans  ce  qui  précède,  nous  avons  supposé  que  l'axe  prin- 
cipal du  théodolite  était  rigoureusement  vertical.  S'il  est  un  peu 
incliné,  il  en  résulte  qu'au  lieu  de  mesurer  des  différences  azimu- 
tales autour  de  la  vraie  verticale,  on  a  mesuré  des  différences  azimu- 
tales autour  d'une  verticale  un  peu  inclinée  à  celle  du  lieu.  Nous 


(1)  Nous  verrons  loutefoii  plus  tard  le  moyen  d*empIoyer  les  ol)servations 
voiaiDes  à  la  fois  du  zénilh  et  du  méridien. 


uu 
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allons  nous  proposer  d'obtenir  les  vraies  différences  azimutales 
de  deux  points  dont  l'un  peut  être  une  mire,  à  l'aide  des  diffé- 
rences azimutales  observées  pour  l'inclinaison  connue  de  i'axe 
vertical,  inclinaison  qui  a  lieu  dans  un  azimut  connu,  si  on  a  fait 
la  détermination  de  cette  inclinaison  de  la  manière  indiquée  pré- 
cédemment. Mais  auparavant,  nous  remarquerons  que  les  correc- 
tions à  faire  aux  azimuts  observés  pour  l'erreur  de  perpendicu- 
larité  de  l'axe  horizontal  par  rapport  à  Taxe  vertical  doivent  être 
appliquées  conformément  à  la  méthode  que  nous  venons  d'indi- 
quer, de  manière  à  avoir  les  vrais  azimuts  autour  de  la  verticale 
erronée,  d'où  nous  nous  proposons  de  déduire  les  vrais  azimuts 
autour  de  la  verticale  réelle.  Il  faut  toutefois  remarquer  que  dans 
le  cas  en  question,  l'angle  t  ne  représente  plus  llnclinaison  de 
l'axe  horizontal  par  rapport  à  l'horizon,  mais  par  rapport  à  la 
perpendiculaire  à  notre  verticale  inclinée,  perpendiculaire  située 
dans  le  plan  passant  par  cette  verticale  et  par  l'axe  horizontal. 
Nous  avons  vu  d'ailleurs  (n*  19)  le  moyen ,  connaissant  l'incli- 
naison de  l'axe  vertical,  de  déduire  de  l'inclinaison  donnée  par  le 
niveau  pour  l'axe  horizontal,  le  défaut  de  perpendicularité  de  cet 
axe  par  rapport  à  l'autre,  défaut  qui  est  notreangle  i  dans  le  cas 
présent.  Après  donc  avoir  corrigé  les  angles  observés  du  défaut 
de  perpendicularité  de  l'axe  horizontal  par  rapport  au  vertical,  les 
observations  sont  devenues  ce  qu'elles  auraient  été  dans  le  cas 
d'une  perpendicularité  rigoureuse.  Gela  revient  donc  au  même 
que  si  cette  perpendicularité  avait  existé,  de  sorte  que  nous  n'avons 
plus  à  nous  occuper  que  de  l'effet  de  l'inclinaison  de  l'axe  vertical. 
Soit  a,  la  lecture  du  limbe  répondant  au  nœud  ascendant  a' 

(fig.  7)  sur  la  ligne  des 


z  «• 


a,-^ 


nœuds  du  plan  du  limbe 
et  de  l'horizon ,  a^  étant 
déterminé,  comme  nous 
l'avons    dit   précédera- 
a,^^  ment,  et  soit  1  Tinclinai- 
M      son  de  l'axe  vertical  qui 
a  lieu  dans  la  direction 
de  la  lecture  a,  —  90*. 
"■•  '•  Soient  de  plus  a  la  lec- 

ture azimutale  du  limbe  répondant  à  un  certain  objet  A,  et  z 
la  distance  de  cet  objet  au  zénith  Z  incliné  déterminé  par  le  pro- 
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longement  de  l'axe  de  rinstrument.  Joignons  par  des  arcs  de  grand 
cercle  ce  zénith  Z  et  le  zénith  vrai  Z'  avec  l'objet  A,  et  faisons 
passer  un  troisième  arc  de  grand  cercle  par  les  deux  zéniths , 
nous  aurons  ainsi  le  triangle  sphérique  Z  Z'  A ,  dans  lequel 
nous  connaissons  le  côté  ZZ  =  I,  le  côté  ZA  =  z  et  l'angle 
A  Z  Z' = 90*  -H  a , — a.  Nous  voulons  Tangle  A  Z'  M,  qui  est  la  dif- 
férence d'azimut  du  point  A  et  du  point  du  limbe  90"  +  a, ,  ou 
Tangle  90*  +  a,  —  a',  d  étant  l'azimut  du  point  A  qu'on  lirait 
sur  le  limbe  si  ce  dernier  devenait  vertical  en  tournant  autour  de 
la  ligne  des  nœuds. 
Dans  le  triangle  Z  Z'  A,  on  a  l'équation 

cosZA  =  cosZ'AcosZZ'  — sinZ'AsinZZ'cosAZ'M 

ou 

cos5  =  cosZ'AcosI  — sinZ'AsinIsin(a'— a,); 
pour  éliminer  71  A,  remarquons  qu'on  a 

cosZ'A  =  cosZAcosZZ'+sinZAsînZZ'cosAZZ' 


ou 


et 


cosZ'A=cos5COsI  +  sins8inIsiQ(a— a,) 

sinZ'A         sinZA 
sinAZZ'~sinAZ'M 


ou 


sin  Z'  A  = 7-7^ r^- 

cos(a — a,) 

Substituant  ces  deux  valeurs  de  cosZ'  A  et  de  sinZ'  A  dans  l'équa- 
tion précédente,  il  vient,  en  remarquant  que 

I  — cos'I=sîn»I, 

et  divisant  l'équation  par  sin  I  sin  z, 

col  s  sin  I = cosi  sin  (a —a,)  —  cos  (a  —  a,)  tang  (a'  —  a,  ) 

d'où 

COt  2 

(A)      tang(a'  — o,)  =  tang(a— a,)cosI--^^^^^_^   sini, 
équation  qui  donne  a' — a^  quand  a — éii,  I  et  jz  sont  connus. 
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Au  lieu  de  calculer  avec  la  formule  complète,  ce  qui  ne  serait 
nécessaire  que  si  z  était  très-voisin  de  zéro  (mais  ce  ne  sont  pas  là 
les  conditions  dans  lesquelles  on  fait  ordinairement  les  observa- 
tions azimutales,  car  nous  avons  vu  que  près  du  zénith  ces  obser- 
vations perdent  leur  précision),  on  peut  en  remarquant  donc  que 
I  est  très-petit  faire  cos  I  =  1 ,  ce  qui  revient  à  négliger  les  termes 
de  Tordre  P,  et  alors  Téquation  devient 

COt  2 

dans  laquelle  — -, :  sin  I  est  une  très-petite  correction,  à  cause 

^         cos  (a  — a,)  '^ 

de  la  petitesse  de  sinl.  Si  donc  nous  posons  a'=a  +  c,  c  étant 
la  quantité  à  joindre  à  a  pour  avoir  a\  l'équation  deviendra 

tang  (fl— a,)-t-tangc      ^       ,  .  cotz        .   , 

î — V — /  s,  \  =tang  a  — (i.) —-7 rsml 

1  —  tang(a— o,)tangc  °^  ''      cos(o— a,) 

ou  en  développant  (i  —  tang {a^a^)  tang  cj  et  négligeant  les 
termes  en  tang'  c,  à  cause  de  la  petitesse  de  la  correction  c,  il  vient 

(i  +  tang-  (a-a.))  tang c  =  -  ^J^^^  ^^^  sin  I 

ou 

sec*  (a«— û,)  tango=  —  cota  sec  (a — a,)  sinl 

ou  enfin 

tang  c  =  —  col  5  cos  (a  — a,)  sin  I. 

Dans  cette  formule  on  peut  remplacer  tangc  par  csin  1"  et 
sin  I  par  I  sin  1",  et  elle  se  réduit  alors  à 

r  =  —  Icot;;cos(a  —  a,)  : 

telle  est  la  correction  très-petite  à  appliquer  à  la  lecture  a  pour 
avoir  la  lecture  qu'on  aurait  observée  si  Taxe  avait  été  vertical.  Si 
on  observe  un  deuxième  objet,  on  aura  une  correction  semblable 
à  appliquer  &  sa  lecture,  et  alors  la  différence  de  ces  deux  lectured 
ainsi  corrigées  sera  la  différence  d'azimut  des  deux  objets  corrigée 
de  Vettei  de  l'inclinaison  de  l'axe  verticah 
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22.  —  La  formule 

(?  =  —  Icot2COs(a— a,  ) 

se  prête  à  une  remarque  importante.  L'inclinaison  i"  que  Taxe 
vertical  imprime  à  Taxe  horizontal  perpendiculaire  a  pour  expres- 
sion, en  appelant  ci'  l'azimut  de  cet  axe, 

r  =  Isin(a"  — fl,). 

Mais  l'azimut  du  côté  trop  élevé  de  l'axe  horizontal  diffère  de  90'' 
en  plus  de  celle  de  l'objet  observé,  on  a  donc  a"=  90*  +  a  et  par 
conséquent 

sin(a" — a,)  =  sin(9(h»+a— a,)  =  cos(a — a,), 

donc 

Icos(a — ax)  =  %". 

Comme  l'élévation  du  tourillon  tendait  à  augmenter  la  lec- 
ture, le  signe  de  la  correction  c  se  trouve  donc  celui  qui  répon- 
dait à  l'inclinaison  de  l'axe  horizontal  dans  le  cas  considéré,  et 
cette  valeur  de  c  égale  l'inclinaison  i'  de  cet  axe  multipliée  par 
cot  z.  Or  c'est  là  précisément  (n®  20)  la  correction  d'une 
inclinaison  de  l'axe  horizontal.  On  voit  donc  que  la  correction  de 
Tazimut  provient  uniquement,  aux  termes  près  de  l'ordre  V  que 
nous  avons  négligés,  de  l'inclinaison  de  l'axe  horizontal,  consé- 
quence de  celle  de  l'axe  vertical  ;  de  sorte  qu'au  lieu  de  corriger 
d'abord  de  l'effet  du  défaut  de  perpendicularité  des  axes,  puis  de 
Tinclinaison  provenant  de  celle  de  l'axe  vertical,  il  sufBt,  puisque 
le  facteur  cot  z  est  le  même  pour  les  deux  inclinaisons ,  de 
prendre  leur  somme  qui  n'est  autre  que  l'inclinaison  de  l'axe  ho- 
rizontal mesurée  directement  par  le  niveau,  et  en  appelant  i  cette 
inclinaison,  on  a  toujours  pour  la  correction  des  azimuts, 

e  =  t  col  z'  =:  i  tang  h\ 

comme  précédemment. 

23.  —  En  corrigeant,  comme  nous  venons  de  le  dire,  de  l'effet 
de  l'inclinaison  réelle  de  l'axe  horizontal,  on  voit  donc  que  celle  de 
Taxe  vertical  se  réduit  à  un  terme  de  Tordre  I'.  Pour  le  connaître, 
remplaçons,  dans  la  formule  complète  (A)  du  n»  21 ,  cos  I  par 
1 — 2  sin*  \  I ,  nous  aurons  alors 
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tang  (a'  -  a,)  =  tang  (a  -  û.)  -  ^J^^l^,)  ''"  * 
—  2  tang  (a — a,)  sîn*  ^  I 

Faisant  encore  a'=:a-|-c,  et  gardant  le  terme  en  tang  V  dans 
le  développement  de  fl  — tang  (a— a,)  lange  j^  maïs  négli- 
geant les  termes  du  3*  ordre,  il  vient 

sec*  (a  —a,)  tang  c  + tang  (a  —  a,)  sec*  (a — a,)  tang*  c  = 
—  cotisée  [a — a,)sinl — 2  tang  (a  — a»)  sin'^I. 

Mettant  dans  cette  équation ,  dans  le  terme  en  tang*  Cj  pour 
tang  c  sa  valeur  — cotzcos(a — a,)sînl,  valeur  exacte  aux  ter- 
mes près  du  2*  ordre ,  ce  qui,  pour  le  carré  de  tang  Cj  sera  exact 
aux  quantités  près  du  3'  ordre  en  I,  il  vient 

sec*  {a — a,)  tang  c  =  —  tang  (a — ff,)  cot*  z  sin*  I 
—  cotisée  (a  —  a,)sinl  —  2 tang  (a — a,)sin*^I 

ou  en  remplaçant  tangc  par  csin  1",  sin  I  par  I  sin  i'',  et  multi- 
pliant par  cos'(a— a,) 

c  =  ^Icotzco8(a — a,) — I*sinl"sin(a— ii,)cos(a— a,)f  cot*J8-+^  1 


Or  dans  cette  valeur  de  c,  le  terme  en  I  est  déjà  renfermé  dans  la 
correction  due  à  l'inclinaison  de  l'axe  horizontal.  Après  avoir  fait 
cette  correction  il  ne  reste  plus  que  le  terme  en  P.  La  correction 
de  la  lecture  de  l'angle  due  à  l'inclinaison  de  l'axe  vertical  en  l'ap- 
pelant c*  est  donc 

c'=— I*8ini"8in(a— a,)cos(a— .a,)f  cot*a4-ij 


c'  =  —  ^  sin'l"  sin 2  (a— c.)  fcoV  z  +  A 

correction  qui  atteint  son  maximum,  toutes  choses  égales  d'ailleurs 
pour  a — 6r,  =  45*,  auquel  cas  elle  devient  : 

c=— ^8in4'Ycot*5+i)- 
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Pour  5=:  90*  et  1=  1',  cette  correction  n'atteint  pas  un  demi- 
millième  de  seconde;  pour  la  même  valeur  de  I  et  pour  i;  — 45°, 
elle  n'atteint  guère  qu'un  centième  de  seconde.  Pour  J5= 10",  c'est- 
à-dire  très -près  du  zénith  et  pour  1  =  10",  la  correction 
maximum  n'atteindrait  pas  un  centième  de  seconde,  enfin  pour 
5=:5°  et  1  =  10",  elle  ne  serait  encore  que  de  3  centièmes  de 
seconde. 

On  voit  donc  que  l'inclinaison  de  l'axe  vertical  n'agira  pas  jus- 
que tout  près  du  zénith  s'il  est  nivelé  à  moins  de  10"  près,  pourvu 
qu'on  corrige  l'azimut  de  l'erreur  introduite  par  l'inclinaison  abso- 
lue de  Taxe  horizontal,  au  moyen  de  la  formule. 

e=tcotjS. 

24.  —  Pour  le  cercle  mural,  l'influence  de  l'inclinaison  de  Taxe 
sur  les  hauteurs  observées  se  calcule  comme  celle  de  l'influence 
de  l'axe  horizontal  du  théodolite  sur  les  hauteurs,  et  de  même  que 
cette  dernière  elle  est  presque  nulle.  Mais  pour  la  lunette  méri- 
dienne, il  faut  calculer  l'influence  de  l'inclinaison  de  l'axe  hori- 
zontal sur  les  instants  des  passages  observés.  Si  le  tourillon  de 
l'ouest  est  le  plus  haut,  les  passages  seront  observés  à  l'instrument 
avant  que  l'astre  arrive  au  méridien,  du  moins  pour  tous  les 
passages  supérieurs  des  étoiles.  Ce  sera  après  le  passage  au  mé- 
ridien pour  les  passages  inférieurs  des  circompolaires  où  l'astre 
marche  en  sens  inverse.  Nous  regarderons  l'inclinaison  comme 
posiUve  quand  le  tourillon  del'ouest  est  le  plus  haut,  comme  néga- 
tive dans  le  cas  contraire. 

Soient  A  la  hauteur  de  l'astre  au-dessus  de  l'horizon  sud,  et  i  l'in- 
clinaison de  l'axe  ;  la  lunette  décrit  un  plan  faisant  l'angle  i  avec  le 
méridien,  et  comme  i  est  très-petit,  si  du  point  où  l'astre  coupe 
le  plan  décrit  par  la  lunette,  on  abaisse  un  arc  perpendiculaire  sur 
le  méridien,  cet  arc  se  confondra  sensiblement  avec  le  petit  arc  de 
parallèle  décrit  par  l'astre.  Dans  le  triangle  rectangle  formé  par  ce 
petit  arc,  par  le  méridien  et  par  l'arc  de  grand  cercle  décrit  par  la 
lunette,  on  aura  en  appelant  b  ce  petit  arc  et  nommant  h'  la  dis- 
tance de  l'astre  à  l'horizon  sud  dans  le  cercle  décrit  par  la  lunette 

sin  b  =  sin  A'  sin  f . 

Mais  à  cause  de  la  petitesse  de  l'angle  s,  h!  est  sensiblement 
égal  à  A,  on  peut  donc  sans  erreur  sensible  poser 

sin  6  =  sin  A  sin  i 

n 


30  THÉORIE  DES  INSTRUMENTS. 

OU 

ft^tsinA. 

Remarquons  maintenant  qu'en  appelant  /  la  latitude  et  D  la 
déclinaison  de  l'astre,  on  a 

A  =  90— (/— D) 

pour  les  passages  supérieurs  ;  D  et  /  étant  positifs  au  nord  de 
réquateur,  négatifs  au  sud. 
Pour  le  passage  supérieur  on  a  donc 

sînA  =  cos(/— D), 
d'où 

b=icos{l — D), 

Mais  la  vitesse  de  l'étoile  pour  parcourir  l'arc  b  est  proportion- 
nelle au  cosinus  de  la  déclinaison  (voir  n»  33).  En  appelant 
donc  /  le  temps  employé  par  l'étoile  pour  parcourir  l'arc  by  et 
remarquant  qu'à  l'équatcur  l'étoile  parcourt  15"  par  seconde  de 
temps,  et  qu'à  la  déclinaison  D  elle  parcourt  15"cos  D,  on  voit 
qu'on  aura  pour  la  valeur  de  t  exprimée  en  secondes  de  temps 

f  cos(/ — D) 
15     cosD 

pour  le  passage  supérieur,  t  étant  exprimé  en  secondes  d'arc.  Alors 
t  sera  le  nombre  des  secondes  à  ajouter  au  passage  observé  pour 
avoir  le  passage  au  méridien. 

Pour  le  passage  inférieur  il  faut  remplacer  D  par  180  ^  D,  on 
a  donc  pour  la  correction 

t  cos(/-hD— 180} 

^•"     15  cosD         ' 

car  la  correction  doit  être  appliquée  avec  signe  contraire,  puisque 
pour  t  positif,  le  passage  est  retardé  au  lieu  d'être  avancé  comme 
pour  le  passage  supérieur  :  la  correction  devient  donc,  en  remar- 
quant que  cos(/+D — 180)= — cos(/+D), 

'•"I5C0S  cosD  * 
La  correction  à  ajouter  au  passage  observé  est  donc  t 

^_  t  cos(/q=D) 
15      cos  D 
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lie  signe  supérieur  se  rapporte  aux  passages  supérieurs,  Tin- 
férieur  aux  passages  inférieurs,  et  t  est  donné  en  secondes  de 
temps,  si  t  est  en  secondes  d'arc,  i  étant  d'ailleurs  positif  quand  le 
tourillon  ouest  est  le  plus  élevé. 

Dans  le  chapitre  suivant  où  nous  traiterons  des  lunettes,  nous 
indiquerons  des  moyens  optiques  pour  obtenir  la  mesure  des  in-* 
clinaisons  des  axes  des  instruments  d'une  manière  plus  parfaite 
qu'avecle  niveau,  mais  les  formules  de  correction  que  nous  ve- 
nons d'indiquer  ne  seront  pas  modifiées.  Ce  seront  seulement  les 
valeurs  des  inclinaisons  employées,  qui,  par  ces  procédés,  seront 
plus  précises. 

J)€s  lunettes. 

25.  —  La  théorie  générale  des  lunettes  appartient  à  la  physique, 
et  son  exposition  complète  nous  entraînerait  en  dehors  de  notre 
sujet.  Nous  nous  contenterons  donc  ici  d'indiquer  les  dispositions 
générales  des  lunettes  employées  dans  les  instruments  astronomi- 
ques de  précision  (4). 

Comme  système  optique,  les  lunettes  destinées  aux  instruments 
de  précision  se  composent  simplement  d'un  objectif, 
fonné  par  une  simple  lentille  achromatique  (fig.  8),  et 
d'un  système  oculaire  formé  de  deux  verres  biconvexes. 
Dans  ces  lunettes,  le  foyer  de  l'objectif  est  situé  entre 
ce  dernier  et  le  système  oculaire,  qui  appartient  alors  à 
la  classe  des  oculaires  dits  positifs  (2),  de  sorte  qu'au 
foyer  de  l'objectif  on  peut  placer  des  fils  croisés,  et 
le  système  entier  de  l'oculaire  est  interposé  entre  ces  fils 
et  Vceil.  ^*8.  «. 

Rappelons  maintenant  les  propriétés  générales  des  lentilles, 
propriétés  que  l'on  démontre  dans  les  cours  de  physique. 

(0  Noos  D^entreprendrons  pas  non  plus  ici  d^exposer  la  théorie  de  Tacbro- 
matisme,  c'est-à-dire  de  cette  partie  de  la  physique  qui  indique  les  moyens  de 
coDitniiiY  des  instruments  réfracteurs  sans  la  formation  de  couleurs  irisées 
m  les  bords.  Nous  dirons  seulement  que  les  lunettes  doivent,  pour  la  précis 
non  des  pointés,  donner  des  images  aussi  nettes  que  possible^  de  sorte  qu'il 
bot  qu'elles  soient  achromatiques. 

(3)  On  appelle  oculaires  négatifs  ceux  pour  lesquels  le  foyer  de  Tobjeclif 
tomlK  enlre  les  deux  verres  de  Poculairei 
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Soit  MN  (fig.  9)  une  lentille  quelconque  (sur  la  figure  nous 
représentons  un  objectif  achromatique,  puisque  ce  sont  particu- 
lièrement ceux  que  nous  avons  à  considérer  dans  les  lunettes 
astronomiques),  il  existe,  dans  l'intérieur  de  cette  lentille,  un 


point  0  qui  jouit  de  la  propriété  que  si  un  faisceau  conique  de 
rayons  émané  d'un  même  point  quelconque  P  tombe  sur  la  sur- 
face de  la  lentille ,  ces  rayons,  après  s'être  réfractés  dans  cette 
dernière,  viendront  tous  passer  par  un  même  point  F  situé  sur 
le  prolongement  de  la  ligne  PO.  Le  point  0,  qui  jouit  de  cette 
propriété,  porte  le  nom  de  centre  optique  de  la  lentille.  Lorsque 
la  lentille  est  Tobjectif  achromatique  d'une  lunette  astronomique, 
on  lui  donne  alors  le  nom  de  centre  optique  derobjectif. 

La  position  du  point  0  est  fixe  dans  l'objectif,  où  sa  situation 
est  déterminée  par  les  formes  que  dans  la  construction  on  a  don- 
nées à  ce  dernier. 

Si  le  point  P  était  à  l'infini,  les  rayons  émanés  de  ce  point  et 
tombant  sur  la  lentille  seraient  parallèles;  dans  ce  cas,  ils  se  réu- 
niraient après  la  réfraction  sur  la  ligne  OF  menée  par  le  point  0 
parallèlement  aux  rayons  incidents. 

Nous  appellerons  axe  delà  lentille  la  ligne  RS  qui  renferme  tous 
les  centres  de  courbure  de  ses  diverses  surfaces,  car  si  la  len- 
tille est  rigoureusement  construite,  les  centres  de  courbure  de 
ses  diverses  surfaces  sont  sur  une  même  ligne  droite,  autour  de 
laquelle  la  lentille  est  alors  parfaitement  symétrique.  Cette  symé- 
trie montre  que  dans  les  cas  d'une  construction  et  d'une  homogé- 
néité parfaites  de  la  lentille,  le  point  0  se  trouve  lui-même  sur  la 
ligne  RS(I). 

(1)  Dans  la  pratique,  la  ligne  RS  n^exisle  pas,  car  on  ne  peat,  dans  la  ri- 
gueur malhémalique,  placer  tous  les  centres  sur  une  seule  ligne.  Toutefois  ils 
en  sont  ttès-approchés,  et  assez  approchés  même  pour  que  la  sensation  soit  la 
même  que  s  ils  étaient  sur  la  même  droite  rigoureusement,  c>st-à-dire  que 
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Si  nous  supposons  un  point  placé  à  l'infini  sur  la  ligne  RS 
(fig.  iO]  qui  y  comme  nous  venons  de  le  voir,  passe  par  le  point 
0,  les  rayons  émanés  de  ce  point  et  devenus  parallèles,  se  réunis- 
sent sur  la  ligne  RS  en  un  même  point  A,  et  la  distance  OA  est 
nommée  Ibl  distance  focale  principale  de  la  lentille.  Nous  l'appel- 
lerons a. 


Fig.  10. 


Cela  posé  on  démontre  en  physique  que  les  rayons  émanés  de 
divers  objets  situés  à  l'infini  et  dont  les  rayons  incidents  font  de 
petits  angles  avec  RS,  se  réunissent  pour  chaque  objet  en  un  point 
situé  dans  le  plan  m  n  perpendiculaire  à  RS,  où  ils  forment  l'image 
de  chacun  de  ces  objets.  Le  plan  perpendiculaire  à  RS  mené  par 
le  foyer  principal  A  porte  alors  le  nom  de  plan  focal  principal,  et 
renferme  l'image  de  tous  les  points  situés  à  l'infini  devant  la  len- 
tille. 

Si  nous  supposons  maintenant,  sur  la  ligne  de  symétrie  RS, 
un  point  P  placé  à  une  distance  p  du  point  0,  son  foyer  se  formera 
derrière  la  lentille  en  un  autre  point  F,  dont  nous  appellerons/)' la 
distance  au  point  0.  Or  on  démontre  en  physique  que  les  distances 
p  et/)'  sont  reliées  à  la  distance  focale  principale  a  par  la  rela- 
tion 
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pour  DOS  sens  les  choies  se  passent  comme  si  la  ligne  RS  existait  en  réalité. 
Les  raisonnements  que  nous  faisons  dans  Tbypothèse  de  Fexistence  de  cette  H- 
m  pour  juger  de  l'effet  des  sensations,  sont  donc  applicables  à  la  réalité, 
c>si-&-dire  que^  ponr  nous,  une  ligne  passant  par  le  centre  optique  O^  et  autour 
de  laquelle  la  lentille  peut  être  regardée  comme  symétrique,  se  comporte 
comme  la  ligne  RS.  Ainsi,  dans  la  limite  de  nos  sens,  nous  pouvons  regarder 
te  plan  focal  comme  lui  étant  perpendiculaire. 
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Dans  cette  fonnule  si  on  fait  : 

p^QCf    on  a    p'=af 

c'est-à-dire  qu'on  retombe  comme  cela  devait  être  sur  le  foyer 
principal.  Mais  à  mesure  que /?  diminue,  la  fraction —  augmente, 

de  sorte  que  le  dénominateur  1 diminue  et  par  suite  p'  aug- 
mente. On  voit  donc  qu'à  mesure  que  l'objet  qu'on  vise  se  rap- 
proche, la  distance  focale  de  l'image  va  en  augmentant. 

On  démontre  d'ailleurs  en  plus  que  si  une  série  de  points  sont 
placés  dans  un  même  plan  perpendiculaire  en  P  à  la  ligne  RS  de 
symétrie,  leurs  foyers  se  forment  dans  un  autre  plan  élevé  en  P' 
perpendiculairement  à  RS.  Le  plan  focal  s'éloigne  donc  de  l'ob- 
jectif à  mesure  que  les  objets  se  rapprochent. 

26.  —  Venons  maintenante  la  disposition  générale  des  lunettes 
astronomiques  d  observation.  Elles  se  composent  d'un  tube  por- 
tant à  son  extrémité  l'objectif,  qui  est  placé  perpendiculairement 
au  tube,  c'est-à-dire  de  manière  que  sa  ligne  apparente  de  symé- 
trie soit  sensiblement  dans  l'axe  de  ce  tube.  A  l'autre  extrémité 
du  tube  se  trouve  un  autre  petit  tube  BG  (fig.  11)  qui  entre  à 


Fis.  IL 

frottement  doux  dans  le  premier  D  et  qui  porte  un  diaphragme 
A  avec  une  ouverture,  limitant  le  champ  de  Tinstrument,  et  ce 
tube  porte  lui-même  en  avant  de  ce  diaphragme  un  autre  petit 
tube  FE  formant  le  système  oculaire,  qui  peut  ainsi  plus  ou 
moins  s  approcher  du  diaphragme,  de  même  que  la  distance  de 
ce  dernier  à  lobjectif  peut  varier  à  l'aide  de  son  tirage  particulier. 
Dans  le  diaphragme  A,  dont  louverture  est  circulaire,  sont 
tendus  en  croix  deux  fils,  dont  le  croisement  sert  à  définir  un 
point  de  Taxe  de  la  lunette.  Le  diaphragme  est  assujetti  dans  sa 
position  par  quatre  petites  us  dejpression  disposées  de  telle  sorte 
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qu'en  en  lâchant  une  et  serrant  Topposée,  on  puisse  pousser  le 
diaphragme  de  haut  en  bas  ou  de  gauche  à  droite,  de  façon  à  faire 
mouvoir  le  point  de  croisement  des  fils  dans  Fintérieur  de  la 
lunette  et  Tamener  sur  Taxe  du  tube.  Ces  vis  servent  à  corriger  ce 
qu'on  appelle  terreur  de  coUimation  de  l'instrument,  erreur  dont 
nous  parlerons  plus  tard.  Quant  à  présent  supposons  le  diaphragme 
complètement  solidaire  avec  le  tube  BC.  Ajoutons  toutefois  ici 
qu'une  rainure  dans  l'extrémité  du  tube  D,  rainure  dans  la- 
quelle s'engage  une  petite  cheville  portée  par  le  tube  BG,  empê- 
che ce  tube  de  tourner  sur  lui-même  dans  son  tirage.  Quand  donc 
on  fait  mouvoir  le  tube  BC,  les  fils  croisés  sont  mus  parallèle- 
ment à  eux-mêmes.  Disons  de  plus  que  le  système  de  fils  porté 
par  le  diaphragme  porte  le  nom  de  réticule. 

Supposons  maintenant  qu'on  veuille  viser  des  objets  situés  à 
une  très-grande  distance,  par  rapport  à  la  distance  focale  a  de 
l'objectif;  soit  p  cette  distance.  Nous  avons  vu  que  ces  objets  for- 
meront leur  image  derrière  l'objectif  à  une  distance  p^  liée  à/?  et 

à  a  par  la  relation  p'  = .  Or  quand  p  est  tellement  grand  par 

1— - 
P 

rapport  à  a  que  —  est  une  fraction  très-voisine  de  zéro,  on  voit 

qu'on  a  sensiblement  p'  =  a.  Donc  pour  des  points  très-éloignés 
on  peut  regarder  la  distance  focale  comme  sensiblement  cons- 
tante, et  par  conséquent  tous  les  points  très-éloignés  font  sensi- 
blement leur  image  dans  le  plan  focal  principal.  Il  faudra  donc 
amener  le  réticule  dans  ce  plan,  et  alors  le  point  de  croisement 
des  fils  que  nous  appellerons  u  coïncidera  avec  l'image  d'un  des 
points  compris  dans  le  champ  de  l'instrument.  U  est  clair  que 
le  point  dont  l'image  coïncidera  ainsi  avec  u  sera  situé  exacte- 
ment sur  la  ligne  qui  joint  le  point  u  au  centre  o  de  l'objectif, 
puisque  l'image  d'un  point  se  fait  sur  la  ligne  qui  joint  ce  point 
au  centre  de  l'objectif.  Les  fils  et  l'image  des  objets  donnés  par 
l'objectif  étant  alors  dans  le  même  plan,  l'oculaire  placé  entre  l'œil 
et  ce  plan  n'intervient  que  pour  grossir  les  fils  et  l'image  sembla- 
blement.  Il  ne  modifie  donc  en  rien  les  coïncidences.  Gonséquem- 
ment,  la  direction  de  visée  d'une  lunette  est  définie  par  la  ligne  joi- 
gnant le  point  o  au  point  u. 
Cela  posé,  supposons  qu'on  dirige  la  lunette  vers  un  premier 
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objet  éloigQé  A  de  telle  manière  que  Timage  du  point  A  tombe 
sous  l'image  du  point  u^  croisée  des  fils.  En  ce  moment,  comme 
nous  Tavons  dit,  le  point  A  sera  dans  le  prolongement  de  la  ligne 
occupée  alors  par  les  points  o  et  u.  Dirigeons  maintenant  de  la 
même  manière  la  lunette  vers  un  autre  point  A'  qui  sera  alors 
dans  le  prolongement  de  la  nouvelle  position  de  la  ligne  u  o.  L*angle 
formé  alors  par  les  deux  positions  successives  de  cette  ligne  sera 
l'angle  compris  entre  les  deux  points  A  et  A',  au  point  de  croise- 
ment de  ces  deux  positions  successives.  On  voit  donc  que  si  la  lu- 
nette était  assujettie  sur  un  cercle  gradué  dont  le  plan  aurait  été 
rendu  parallèle  aux  deux  positions  successives  que  doit  prendre  la 
ligne  uo  pour  se  trouver  dans  les  directions  des  points  A  et  A\  c'est- 
à-dire  sur  un  cercle  gradué  dirigé  de  telle  sorte  que  par  une  sim- 
ple rotation  de  ce  cercle  sur  lui-même  dans  son  plan,  la  lunette 
pût  viser  successivement  aux  points  A  et  A',  le  cercle  en  question 
aurait  tourné  sur  lui-même  quand  la  lunette  passe  du  pointé  sur 
A  à  celui  sur  A'  d'une  quantité  égale  à  l'angle  compris  entre  les 
deux  positions  de  la  ligne  u  o  dans  ces  deux  pointés.  La  rotation 
du  cercle  mesurerait  donc  l'angle  compris  entre  les  points  A  et  A'. 
27. — Il  est  bon  de  remarquer  qu'il  n'est  pas  nécessaire  pour  qu'il 
en  soit  ainsi  que  la  ligne  u  o  passe  par  Taxe  de  rotation  du  cercle 

gradué.  Pour  le  faire  voir,  supposons  cette 
ligne  excentrique,  et  soient  o'  ti',  o"  ti"  (fig.  12) 
ses  positions  successives  en  visant  aux  objets 
A  et  A'.  U  est  évident  alors  que  o*  m  o'*  est 
l'angle  des  deux  points  A  et  A'  au  point  m  de 
croisement  des  deux  lignes.  Or  si  du  point  c, 
intersection  de  l'axe  prolongé  de  rotation  du 
cercle  avec  le  plan  des  lignçs  o'  u,  o"  u'\  nous 
menons  les  parallèles  cU  ei  cls!'  h  ces  lignes, 
l'angle  k  ck'  est  égal  à  l'angle  o>  m  o".  Or 
k'ck"  mesure  la  rotation  du  cercle  nécessaire 
Fig.  12.  "  pour  que  la  ligne  o'  u'  prenne  la  position  o"  u"  j 
donc  la  rotation  du  cercle  mesure  bien  l'angle  o'  m  o*\ 

La  ligne  u  o  porte  le  nom  de  ligne  de  collimation  de  la  lunette. 
Cotte  ligne  que  nous  ne  voyons  pas  et  qui  est  définie  par  la  croisée 
des  deux  fils  et  par  le  point  mathématique  o  fixé  dans  l'objectif 
n'en  est  pas  moins  apte  malgré  son  invisibilité  pour  nous  à  mani- 
fester la  direction  d'un  objet,  puisqu'il  sufBt  que  l'image  de  ce 
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point  se  forme  pour  nous  derrière  la  croisée  u  des  fils  pour  que  nous 
soyons  certains  que  l'objet  en  question  est  dans  le  prolongement 
de  la  ligne  uo.  On  voit  donc  que  c'est  sur  la  propriété  optique  du 
point  o  que  repose  le  merveilleux  emploi  de  lunettes  pour  la  fixa- 
tion des  visées  et  la  précision  de  la  mesure  des  angles.  La  propriété 
de  l'oculaire  de  ne  pas  agir  sur  le  pointé  réel,  mais  de  grossir  les 
images  de  manière  à  fieiire  juger  de  la  qualité  de  ce  dernier,  donne 
au  pointé  par  les  lunettes  un  avantage  immense  par  rapport  aux 
procédés  anciens  de  pointé  par  des  règles  portant  des  plaques  per  - 
cées  de  trous  ou  de  fentes,  qu'on  nommait  pinnules  (fig.  13  et  14). 
Les  pointés  par  des  r^les  portant  des  pinnules  sont  encore  em- 
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ployés  dans  quelques  instruments  de  topographie,  usités  dans  des 
cas  où  il  n'est  pas  nécessaire  que  la  précision  soit  poussée  aussi 
loin  que  pour  la  géodésie  et  l'astronomie. 

28. — Nous  avons  maintenant  à  indiquer  comment  dans  la  pra- 
tique on  amène  exactement  le  réticule  dans  le  plan  focal. 

On  tire  ou  on  enfonce  d'abord  l'oculaire  E  F  (fig.  U)  dans  le 
tube  B  G  portant  le  réticule^  jusqu'à  ce  qu'on  voie  les  fils  de  ce  der- 
nier le  plus  nettement  possible.  Les  fils  se  trouvent  alors  au  point 
par  rapport  à  l'oculaire,  c'est-à-dire  à  la  distance  de  ce  dernier  oîi 
les  images  doivent  être  placées  pour  être  vues  avec  netteté.  Gela 
(ait,  on  ne  touche  plus  à  l'oculaire,  puis  dirigeant  la  lunette  vers  un 
objet  très-éloigné,  on  tire  ou  on  enfonce  dans  le  tube  D  de  la 
lunette  le  tube  BG  portant  alors  à  la  fois  le  réticule  et  l'oculaire, 
jusqu'à  ce  qu'on  voie  avec  le  plus  de  netteté  possible  l'image  de 
Tobjet  éloigné  qu'on  a  visé,  et  on  laisse  le  tube  BC  dans  cette  po- 
sition, n  est  évident  qu'alors  l'image  de  l'objet  éloigné  en  ques- 
tion, et  par  conséquent  d'après  ce  que  nous  avons  dit,  celle  de  tous 
les  autres  objets  très-éloignés  se  forment  derrière  l'oculaire  à  la 
distance  du  maximum  de  netteté,  c'est-à-dire  précisément  dans  le 
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plan  occupé  par  les  fils  derrière  cet  oculaire.  Cette  opération  s'ap- 
pelle la  mise  au  point. 

Si  après  qu'une  personne  a  mis  ainsi  la  lunette  au  point  pour  les 
objets  éloignés,  une  autre  personne  veut  regarder  dans  Tinstru- 
ment,  il  résulte  de  la  différence  qui  peut  exister  dans  la  convexité 
de  l'œil  des  deux  observateurs,  que  l'oculaire  devra  être  écarté  ou 
rapproché  du  plan  focal,  mais  il  n'y  a  plus  à  toucher  au  tube  B  C, 
dont  les  fils  ont  été  par  l'opération  précédente  placés  dans  le  plan 
focal  principal  de  l'objectif.  Le  second  observateur  n'a  donc  qu'à 
tirer  ou  enfoncer  l'oculaire  dans  le  tube  B  G  et  quand  il  a  obtenu 
la  position  de  cet  oculaire  qui  lui  donne  le  maximum  de  netteté 
pour  les  fils,  il  voit  en  même  temps  l'image  des  objets  éloignés 
avec  le  maximum  de  netteté.  La  ligne  de  coUimation  de  la  lunette 
reste  donc  pour  toutes  les  vues  fixée  invariablement  par  les  deux 
points  o  et  u. 

29. — Nous  venons  de  voir  avec  quelle  facilité  on  peut  placer  les  fils 
dans  le  plan  focal.  Nous  allons  montrer  maintenant  l'importance 
de  cette  condition.  Pour  cela  supposons  que  les  fils  soient  un  peu 
trop  enfoncés  dans  la  lunette,  de  sorte  que  l'image  formée  par 
l'objectif  à  son  foyer  se  trouve  entre  ces  derniers  et  l'oculaire. 
Chaque  point  de  l'image  est  formé  par  un  faisceau  conique  de 
rayons  lumineux  ayant  le  contour  de  l'objectif  pour  base  et  le 
point  en  question  de  l'image  pour  sommet.  Les  fils  trop  rappro- 
chés de  l'objectif  traversent  ce  cône  pour  quelques-uns  des  points 
de  l'image,  mais  ils  n'interceptent  alors  qu'une  partie  de  leurs 
rayons  se  dirigeant  au  foyer.  Les  rayons  restants  continuent  de 
converger  et  forment  également  les  images  des  points  en  question . 
On  voit  donc  que  l'image  se  forme  entière  entre  l'oculaire  et  les 
fils,  comme  si  ceux-ci  n'existaient  pas. 

Cela  posé,  les  fils  et  l'image  n'étant  pas  à  la  même  distance  de 
l'oculaire,  ce  dernier  forme  leurs  images  virtuelles  à  deux  distan- 
ces différentes,  puisque  nous  avons  vu  que  les  distances  des  ima- 
ges pour  des  objets  rapprochés  varient  avec  la  distance  aux  len- 
tilles. L'œil  perçoit  donc  à  travers  l'oculaire  deux  images  placées  à 
des  distances  différentes  de  lui,  l'une  celle  des  fils,  l'autre  celle 
des  objets  éloignés.  Suivant  donc  que  l'œil  se  transporte  d'un  côté 
ou  de  l'autre,  ce  n'est  pas  le  même  point  de  l'image  qui  se  projette 
sur  la  croisée  des  fils.  Il  se  passe  là  exactement  ce  qui  aurait  lieu 
en  regardant  un  paysage  à  travers  une  fenêtre,  dont  les  barreaux 
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cachent  des  objets  différents,  suivant  la  position  de  l'œil.  La  même 
chose  aurait  lieu,  si  le  foyer  de  Tobjectif  au  lieu  de  tomber  entre 
les  fils  et  l'oculaire,  était  compris  entre  les  fils  et  Tobjectif. 

On  voit  donc  que  si  les  fils  ne  sont  pas  exactement  dans  le  plan 
focal,  le  pointé  dépend  de  la  position  de  Tœil,  et  on  dit  alors  qu'il 
y  a  une  parallaxe  des  fils. 

De  là  résulte  un  moyen  simple  de  vérifier  si  les  fils  sont  exac- 
tement dans  le  plan  focal.  Après  les  y  avoir  amenés  par  la  condi- 
tion du  maximum  de  netteté  des  images,  comme  nous  l'avons  dit 
précédemment,  il  suffit  de  déplacer  un  peu  l'œil  à  droite  ou  à 
gauche,  et  si  le  même  point  de  l'image  est  toujours  intercepté  par 
les  fils,  en  d'autres  termes,  si  ce  déplacement  de  l'œil  ne  fait  pas 
varier  le  pointé,  on  est  sûr  que  la  parallaxe  des  fils  est  bien  nulle, 
c'est-à-dire  que  les  fils  sont  exactement  dans  le  plan  de  l'image. 

Le  placement  des  fils  dans  le  plan  focal  d'une  manière  rigou- 
reuse est  donc  une  opération  très-simple  dont  la  vérification  se 
fait  avec  la  plus  grande  facilité. 

30.  —  Supposons  maintenant  qu'après  avoir  visé  à  des  objets 
très-éloignés,  on  veuille  viser  à  un  objet  rapproché.  L'image  de 
cet  objet  se  formera  plus  loin  de  l'objectif  que  celle  des  objets 
éloignés,  et  si  le  réticule  a  été  amené  dans  le  plan  focal  prin- 
cipal pour  ces  derniers ,  il  en  résulte  que  l'image  sera  plus  près 
de  l'oculaire  que  le  réticule.  Il  y  aura  alors  parallaxe  des  fils. 
Comme  l'oculaire  était  ajusté  pour  la  vision  nette  des  fils,  on  sera 
obligé  dans  ce  cas  de  tirer  le  tube  BG  (fig.  11)  qui  entraîne  avec 
lui  l'oculaire  en  même  temps  que  les  fils,  jusqu'à  ce  que  l'on 
obtienne  la  vision  nette  de  l'objet  rapproché  en  question,  et  alors 
la  parallaxe  des  fils  disparaîtra. 

Mais  on  voit  qu'il  se  produit  ici  un  inconvénient,  car  la  ligne 
decollimation  ne  sera  rigoureusement  identique  à  celle  qui  a  servi 
pour  les  objets  éloignés  que  si  dans  le  tirage  du  tube  BC,  le  point  ti 
de  la  croisée  des  fils  s'est  mû  exactement  sur  la  direction  uo  primi- 
tive. Gomme  la  ligne  uo  est  sensiblement  dans  l'axe  de  la  lunette, 
et  comme  le  tirage  se  fait  aussi  sensiblement  dans  la  direction  de 
cet  axe,  cette  condition  est  remplie  à  très-peu  près  par  construction. 
Toutefois,  on  a  toujours  à  craindre  qu'elle  ne  soit  pas  complètement 
rigoureuse,  et  cette  circonstance  jette  quelque  léger  doute  sur  les 
angles  mesurés  entre  un  objet  éloigné  et  un  autre  rapproché,  ou 
entre  deux  objets  rapprochés  et  situés  à  des  distances  différentes, 


60 


THÉORIE  DES  INSTRUMENTS. 


c*est-à-âire  dans  tous  les  cas  où  pour  anéantir  la  parallaxe  des 
fils,  on  est  obligé  de  modifier  la  position  du  réticule. 

Heureusement  que  Tinconvénient  dont  nous  venons  de  parler 
n'existe  pas  pour  les  observations  sur  le  ciel  ;  car  tous  les  objets 
célestes  sont  tellement  éloignés  que  la  mise  au  point  est  la  même 
pour  tous,  et  leurs  images  se  forment  dans  le  plan  focal  princi- 
pal. Dans  les  opérations  géodésiques,  on  n'a  aussi  à  pointer  en 
général  que  sur  des  objets  très-éloignés,  pour  lesquels  la  mise 
au  point  ne  varie  pas,  et  quand  il  y  a  nécessité  de  viser  à  des 
objets  un  peu  plus  rapprochés,  la  variation  de  position  du  réti- 
cule est  extrêmement  petite  dans  les  cas  ordinaires.  Or,  comme 
par  construction  le  mouvement  du  réticule  se  fait  sensiblement 
suivant  la  direction  même  de  la  ligne  de  collimation ,  on  voit 
qu'un  très-petit  déplacement  de  ce  réticule  ne  peut  produire  d'ef- 
fet d'appréciable  sur  le  changement  de  direction  de  cette  ligne. 
Enfin  pour  les  objets  très-rapprochés,  les  seuls  pour  lesquels  le 
déplacement  du  réticule  soit  un  peu  grand,  une  petite  erreur  sur 
l'angle  a  peu  d'influence  sur  la  fixation  de  leur  position,  et  il  est 
rare  d'ailleurs  qu'on  ait  à  pointer  assez  près  pour  que  le  déplace- 
ment du  réticule  soit  notable. 

Toutefois,  pour  les  instruments  des- 
tinés à  la  fois  à  l'astronomie  et  à  la 
géodésie,  comme  le  théodolite,  les 
constructeurs  pourraient  prendre  une 
disposition  bien  simple,  qui  ferait  en- 
tièrement disparaître  Tinconvénient 
dont  nous  venons  de  parler.  Elle  con- 
sisterait à  permettre  à  la  lunette  de 
tourner  sur  elle-même  de  180"  autour 
'^  de  son  axe  de  figure  qui  se  confond 
presque  avec  sa  ligne  de  collimation. 
Pour  le  faire  voir,  exagérons  Fangle 
formé  par  le  sens  du  déplacement  du 
réticule  et  parla  ligne  de  collimation, 
et  soient  xio  cette  dernière  (fig.  13), 
quand  le  réticule  est  dans  le  plan 
focal,  et  uxjl  le  sens  dans  lequel  se 
i"*'-*^*  déplace  le  réticule.  Supposons  main- 

tenant qu'on  vise  à  un  objet  p  pour  lequel  le  réticule  est  en  ti, 
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puis  qu'on  déplace  le  réticule  en  vl  pour  pouvoir  viser  à  un  objet 
plus  rapproché  p\  Il  est  clair  que  l'angle  réel  entre  les  points 
petjo'  vus  du  centre  c  de  l'instrument  est />  c  p\  et  c'est  cet  angle 
qu'aurait  décrit  la  ligne  de  coUimation  si  le  point  u  n'avait  pas  été 
déplacé.  Mais  quand  nous  venons  à  transporter  le  point  u  Aqu 
en  u\  cela  revient  au  même  que  si  nous  avions,  sans  changer 
la  position  de  l'instrument,  déplacé  la  ligne  de  coUimation ,  qui 
serait  devenue  tio  au  lieu  A^uo;  de  sorte  que  les  choses  se  pas- 
sent comme  si  au  lieu  d'avoir  visé  le  point  p^  nous  avions, 
comme  point  de  départ,  visé  un  autre  objet  éloigné^",  situé 
sur  la  parallèle  à  u*o,  menée  par  le  centre  c.  Pour  porter  en- 
suite la  lunette  sur  />',  il  a  fallu  faire  tourner  l'instrument  de 
l'angle  />"  cp  ,  qui  est  trop  grand  de  p"  c  p,  lequel  est  égal  à 
uou\  Supposons  qu'après  cette  première  mesure,  on  retourne 
la  lunette  après   avoir  ramené  le   réticule  en  u,   puisqu'on 
pointe  de  nouveau  le  point  p.  En  éloignant  ensuite  le  réticule, 
le  mouvement  de  ce  dernier  par  suite  du  retournement  se  fera 
suivant  u  w",  dont  la  direction  est  telle  que  o  w  w'  =  o  m  w"  ;  d'ail- 
leurs uv!'  =  uti\  Les  choses  se  passent  donc  comme  si  on 
avait  visé  un  objet  éloigné  />'",  situé  sur  une  parallèle  cp'*'  â 
oii\  et  le  déplacement  de  l'instrument  pour  viser  maintenant  le 
point/)'  sera  l'angle />'"  cp\  Mais  p"  c  p'  est  égal  à  /?  c p'  — 
p  c  p'"  et  p  c  p'"  =uo  u"  z=  u  o  u'y  puisque  les   triangles 
uoii*  Bi  uo  v!  sont  égaux.  Ainsi  le  premier  angle  mesuré  dans 
la  position  primitive  de  la  lunette  sera  égal  àjoc/?'-hwow',  et 
le  second  h  pcp — uou'.  La  demi-somme  de  ces  angles  sera 
donc  égale  k  pcp'. 

Ainsi  par  la  disposition  que  nous  venons  d'indiquer,  on  voit 
qu'on  peut  par  deux  opérations  obtenir  Tangle  exact  entre  un 
objet  éloigné  et  rapproché,  ou  plus  généralement  entre  deux  j 

objets  à  deux  degrés  divers  de  rapprochement.  -j 

La  différence  des  deux  angles  mesurés  dans  les  deux  positions 
de  la  lunette  fait  connaître  l'angle  uou\  Si  donc  on  mesure  la 
quantité  u  u'  dont  le  tirage  du  réticule  a  varié  dans  les  deux  cas, 
et  si  on  connaît  la  distance  focale  o  u,  on  connaît  dans  le  triangle 
uoti  deux  côtés  et  l'angle  opposé  à  l'un  d'eux,  on  en  peut  donc 
déduire  0  M  u\  ou  l'angle  formé  par  la  direction  du  tirage  et  la 
ligne  de  coUimation  principale.  Mais  il  serait  înutUe  de  calculer 
cet  angle,  puisqu'on  l'éUmine  directement  par  la  moyenne  des 
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deux  opérations,  et  si  on  veut  le  faire  disparaître,  on  peut  y  arri- 
ver en  déplaçant  par  tâtonnement  le  réticule  jusqu'à  ce  que  la 
lunette  donne  dans  les  deux  positions  le  même  angle  entre  un 
objet  éloigné  et  un  objet  rapproché.  Dans  ce  cas,  la  ligne  de  colli- 
mation  se  trouverait  exactement  dans  la  direction  du  tirage  du 
réticule,  de  façon  à  ne  pas  changer  par  ce  tirage  (I). 

31 .  —  De  jour,  on  voit  facilement  les  fils  du  réticule  parce  qu'ils 
se  projettent  sur  un  fond  éclairé,  mais  il  n'en  est  pas  de  même 
pendant  la  nuit  quand  on  pointe  sur  les  étoiles,  auquel  cas  les  fils 
se  projettent  sur  un  fond  obscur.  Il  est  donc  important  d'organiser 
un  système  d'éclairage  qui  permette  de  les  voir.  Pour  cela,  la  plu- 
part des  instruments  portent  au  milieu  du  tube  de  la  lunette  une  ou- 
verture fermée  par  un  verre  dépoli.  Un  diaphragme  incliné  à  45*  est 
placé  à  l'intérieur  de  la  lunette  devant  cette  ouverture,  de  manière 
à  renvoyer  de  la  lumière  diffuse  dans  le  champ,  lorsqu'on  place 
une  lumière  devant  l'ouverture  de  la  lunette.  Ce  diaphragme  est 
d'ailleurs  percé  d'une  ouverture  elliptique  assez  grande  pour  ne 
rien  intercepter  du  cône  tronqué  de  rayons,  ayant  pour  grande 
base  l'objectif,  et  pour  petite  base  l'ouverture  portant  le  réticule, 
lequel  cône  renferme  tous  les  rayons  lumineux  allant  former 
l'image  visible  à  travers  l'oculaire.  La  lumière  diffuse  ainsi  ré- 
pandue dans  l'intérieur  de  la  lunette  et  éclairant  l'air  qu'elle  ren- 
ferme, est  suffisante  pour  permettre  de  distinguer  les  fils  qui  se 
projettent  en  noir  sur  ce  fond  lumineux,  et,  d'un  autre  côté,  cette 
lumière  est  assez  faible  pour  ne  pas  éteindre  l'image  des  étoiles. 
On  fait  d'ailleurs  varier  l'intensité  de  cet  éclairage  du  champ  en 
écartant  plus  ou  moins  la  lumière  de  l'ouverture  de  la  lunette,  de 
façon  à  obtenir  le  degré  d'intensité  qu'on  juge  le  plus  avanta- 
geux, suivant  l'éclat  de  l'astre  observé. 

Il  arrive  quelquefois  qu'on  se  trouve  avoir  des  instruments 
pour  lesquels  l'artiste  n'a  pas  pris  les  mesures  nécessaires  pour 
l'éclairage  du  champ,  et  que  cependant  on  veut  s'en  servir  pour 

(i)  Il  est  évident ,  d^aillenrs,  que  si  les  artistes  se  décidaient  à  faire  cette 
modiOcation  aux  instruments^  ils  devraient  pour  le  parallélisme  de  la  ligue  ' 
de  colllmatioD  avec  le  limbe,  ne  pas  le  faire  établir  par  le  mouvement  du  réti- 
cule, mais  par  un  mouvement  de  Tune  des  extrémités  de  la  lunette  elle-même. 
11  D'y  a  pas  de  difGculté  sérieuse  à  réaliser  cette  condition  tout  en  conservaol 
la  solidité  de  l'instrument.  11  va  sans  dire  que  la  lunette  devrait  pouvoir  être 
solideo^ent  lixée  dans  cliacune  de  ses  positions  inverses. 
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des  observations  de  nuit.  Gela  m'est  arrivé  avec  une  très-bonne 
boussole  de  Lenoir,  pour  obtenir  de  nuit  des  déclinaisons  magné- 
tiques. Dans  ce  cas,  il  est  bon  que  l'observateur  sache  suppléer  à 
cette  négligence  de  l'artiste.  Or  il  y  a  pour  cela  un  moyen  très- 
facile.  On  découpe  une  lame  de  métal  ou  de  carton,  dans  laquelle 
on  fait  un  trou  elliptique  dont  le  petit  axe  est  égal  au  diamètre  de 
Touverture  de  Tobjectif,  et  le  grand  axe  à  ce  même  diamètre 
multiplié  par  V/X  0^  assujettit  ensuite  cette  lame  devant  l'ob- 
jectif sous  un  angle  de  45°,  de  telle  sorte  que  les  rayons  lumineux 
arrivant  à  l'objectif  passent  par  l'ouverture  de  la  lame  et  ne 
soient  pas  interceptés.  En  éclairant  avec  une  lumière  artificielle  la 
lame  en  question  par  sa  face  tournée  vers  l'objectif/la  lumière 
diffuse  qu'elle  projette  éclaire  le  champ  de  la  lunette  comme  dans 
le  cas  précédent. 

L'éclairage  du  champ  a  l'inconvénient  d'éteindre  l'image  des 
astres  très-faibles,  et  si  pour  diminuer  cet  inconvénient  on  réduit 
l'éclairage  dans  une  très-grande  proportion ,  les  fils  du  réticule 
quand  ils  sont  trop  fins,  ne  se  perçoivent  plus.  Degros  fils  se  voient 
avec  un  éclairage  extrêmement  réduit  ;  aussi  peut-on  recourir  à  des 
réticules  à  gros  fils  dans  le  cas  d'observation  d'astres  faibles  ayant, 
comme  les  comètes,  des  dimensions  sensibles.  Mais  s'il  s'agit  de 
très-petites  étoiles,  les  gros  fils  ont  l'inconvénient  de  détruire  la 
précision,  parce  qu'ils  cachent  l'étoile  entièrement,  et  on  ne  sait 
pas  si  celle-ci  est  sous  leur  milieu  ou  sous  leur  bord.  Toutefois,  en 
employant  des  fils  doubles  pour  pointer  au  milieu  dfe  leur  inter- 
valle, on  peut,  avec  un  champ  très-peu  éclairé,  observer  des  astres 
très-faibles. 

On  peut  encore,  en  éclairant  avec  une  lumière  de  couleur, 
par  l'interposition  d'un  verre  coloré  sur  le  trajet  des  rayons 
lumineux  de  la  lampe  à  l'instrument,  obtenir  pour  les  astres  très- 
lûbles  plus  de  visibilité  qu'avec  l'éclairage  blanc.  Car  sur  le 
champ  coloré,  l'astre  brille  de  sa  teinte  complémentaire  qui  n'est 
pas  éteinte.  Ceci  n'a  aucun  inconvénient  pour  les  observations 
d'azimut,  mais  pour  celles  de  hauteur,  si  l'astre  est  bas  sur  l'ho- 
rizon, la  réfraction  par  l'air  atmosphérique  n'étant  pas  la  même 
pour  tous  les  rayons  lumineux,  l'extinction  de  certains  d'entre 
^x,  dans  l'image  totale  de  l'astre,  change  la  position  apparente 
du  maximum  de  lumière,  et,  par  conséquent,  la  hauteur  appa- 
rente de  l'astre.  Cette  remarque  est  également  applicable  à  l'em- 
ploi de  verres  colorés  pour  l'extinction  de  la  lumière  dans  les  ob- 
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servations  de  hauteur  du  soleil.  II  est  donc  toujours  utile  pour  les 
observations  de  hauteur  où  on  veut  de  la  précision  d'employer 
pour  le  champ  des  lunettes  un  éclairage  blanc,  et  pour  le  pointé 
au  soleil  des  verres  absorbants  ne  colorant  pas  la  lumière. 

Au  lieu  d'éclairer  le  champ  des  lunettes,  on  peut  éclairer  di- 
rectement les  filsi  en  projetant  de  la  lumière  latéralement  sur  eux, 
de  façon  qu'ils  paraissent  lumineux.  Dans  ce  cas,  il  faut  les  éclai- 
rer de  deux  côtés  opposés ,  afin  qu'il  n'y  ait  pas  un  côté  plus  om- 
bré que  l'autre,  ce  qui  ferait  juger  leur  position  différente  de  celle 
qui  a  lieu  dans  le  cas  où  ils  sont  éclairés  par  derrière,  pendant  le 
jour  par  exemple.  Cet  éclairage  des  fils  n'a  pas  autant  d'avantage 
qu'on  le  suppose  au  premier  abord.  Dès  qu'on  veut  rendre  les  fils 
très-visibles,  ils  éteignent  aussi  par  leur  éclat  les  astres  très-faîblcs 
qui  approchent  très-près  d'eux.  Toutefois,  cette  disposition  a  été 
réalisée  par  plusieurs  artistes  pour  des  instruments  d'observatoire. 
Mais  en  général  et  surtout  pour  les  instruments  portatifs,  c'est 
le  champ  et  non  les  fils  qu'on  éclaire. 

32.  — Les  fils  qu'on  emploie  pourformer  les  réticules  des  lunettes, 
sont  des  fils  d  arai^^née.  On  choisit  ceux  qui  composent  la  traîne 
de  la  toile  de  l'araignée ,  parce  que  se  sont  les  plus  réguliers. 
Comme  il  arrive  quelquefois  que  des  fils  se  trouvent  rompus,  il  est 
essentiel  qu'en  voyage  les  observateurs  sachent  les  remplacer. 
Cette  opération  est  facile.  La  plaque  soutenant  les  fils  du  réticule 
porte  des  traits  fins,  tracés  par  l'artiste  et  que  les  fils  doivent  re- 
couvrir. Après  avoir  sorti  cette  plaque  de  son  tube,  il  est  facile  de 
poser  un  fil  un  peu  long,  de  manière  à  passer  sur  les  traits,  et  on 
le  tient  tendu  avec  les  doigts  d'une  main  en  le  repliant  aux  deux 
extrémités  en  arrière  de  la  plaque  ;  alors  de  l'autre  main  on  ap- 
plique une  goutte  de  cire  sur  les  parties  du  fil  recouvTant  la  pla- 
que, et  on  coui>e  ensuite  les  extrémités  qui  débordent. 

Wollaston  a  imaginé  un  moyen  d'obtenir  des  fils  de  platine 
d'une  finesse  extrême  pour  les  substituer  aux  fils  d'araignée.  Ne 
pouvant  obtenir  une  filière  assez  fine,  il  a  fait  passer  par  une  fi- 
lière aussi  petite  que  possible,  un  cylindre  d'argent  portant  dans 
sim  axe  un  fil  de  platine.  Les  deux  métaux  passent  ensemble  à  la 
filière.  En  faisant  ensuite  dissoudre  l'argent  dans  du  mercure  qui 
ne  dissout  pas  le  platine,  on  a  des  fils  de  platine  d*une  finesse 
cxtrêmo.  M«*iis  quoique  di\ers  li\res  d'astronomie  disent  que  c'est 
de  cette  manière  qu'on  fait  les  fils  des  lunettes,  ce  procédé  n'est 
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que  rarement  employé.  Les  fils  d'araignée  sont  usités  de  préfé- 
rence, sauf  quand  on  veut  des  fils  plus  gros  auquel  cas  on  emploie 
des  fils  métalliques  très-fins  directement  obtenus  par  la  filière. 

33.  —  Dans  la  t  lupart  des  instruments ,  notamment  dans  les 
théodolites  et  les  cercles  muraux,  les  réticules  se  composent  sim- 
plement de  deux  fils  croisés  à  angle  droit.  Dans  d'autres  instru- 
ments, dans  la  lunette  méridienne,  par  exemple,  on  emploie  des 
réticules  composés  d'un  plus  grand  nombre  de  fils. 

Le  réticule  de  la  lunette  méridienne  se  compose  d'une  série 
impaire  de  fils  verticaux  équidistants,  le  plus  souvent  au  nombre 
de  S  ou  de  7.  On  observe  les  instants  des  passages  des  astres  à  tous 
ces  fils,  et  la  moyenne  de  ces  instants  est  celle  du  passage  au  fil 
milieu,  qui  se  trouve  ainsi  donnée,  non  comme  une  observation 
unique,  mais  comme  une  moyenne  de  plusieurs  observations.  Il 
est  bon  de  noter  toutefois  que,  malgré  les  soins  apportés  par  les 
artistes  au  placement  équidistant  de  ces  fils,  la  rigueur  absolue 
de  régalité  des  intervalles  n'est  pas  possible.  La  moyenne  des 
passages  à  tous  les  fils  ne  répond  donc  pas  au  fil  réel  du  milieu  du 
réseau,  mais  à  un  fil  fictif  qui  occuperait  la  position  moyenne  des 
cinq  fils.  C'est  ce  fil  fictif  qu'on  appelle  le  fil  moyen.  Comme  l'in- 
tervalle des  fils  peut  bien  aussi  n'être  pas  le  même  dans  le  haut  et 
dans  le  bas  du  champ,  on  observe  les  passages  au  milieu  delà  lon- 
gueur des  fils  verticaux.  A  cet  effet,  l'instrument  renferme  deux  fils 
horizontaux  rapprochés,  et  on  dirige  la  lunette  de  telle  sorte,  que 
]  astre  traverse  le  champ  au  milieu  de  leur  intervalle.  On  rend 
d'ailleurs  les  fils  parfaitement  verticaux  au  moyen  de  la  rotation  du 
réticule  sur  lui-même;  on  le  dévie  jusqu'à  ce  qu'on  reconnaisse 
qu'un  astre  traverse  le  champ  en  restant  continuellement  à  égale 
distance  des  deux  fils  horizontaux ,  lesquels  alors  sont  rigoureu- 
sement horizontaux.  Les  aytres  fils  qui  leur  sont  sensiblement 
perpendiculaires  par  construction  sont  donc  verticaux,  ou  du 
moins  tellement  près  de  la  verticale,  qu'une  légère  diflérence  sur 
la  hauteur  à  laquelle  l'astre  traverse  le  fil,  ne  modifie  pas  sensible- 
ment le  passage,  surtout  tant  que  l'astre  reste  entre  les  deux  fils 
horizontaux.  On  peut  encore  rendre  les  fils  verticaux  en  pointant  la 
lunette  méridienne  sur  une  mire  éloignée  ;  l'axe  étant  bien  nivelé, 
le  même  point  de  la  mire  doit  rester  sous  le  même  fil  en  faisant 
varier  la  hauteur  de  l'instrument. 

H  arrive  parfois  qu'un  nuage  en  passant  empêche  d'observer 
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les  passages  â*un  astre  &  quelques-uns  des  fils  du  réticule,  et  que 
Tobservation  a  été  possible  aux  autres  fils.  Quelquefois  aussi  on 
manque  l'observation  à  un  ou  plusieurs  fils,  si,  par  exemple.  Tastre 
est  déjà  passé  au  premier  fil,  quand  on  commence  l'observation, 
^  ou  par  diverses  autres  causes.  Dans  ces  cas,  l'observation  ne  peut 
être  comparée  à  celles  qui  sont  faites  à  tous  les  fils,  à  moins  de 
connaître  Tintervalle  des  fils  entre  eux,  ou  mieux  au  fil  moyen 
fictif.  Cet  intervalle  est  facile  à  déduire  d'une  série  d'observations 
complètes  aux  cinq  fils. 

En  effet ,  le  temps  qu'une  étoile  emploie  pour  parcourir  un  même 
intervalle  dans  le  champ  de  la  lunette  est  d'autant  plus  grand,  que 
la  déclinaison  de  cette  étoile  est  plus  grande.  En  effet,  soit  z  le 
pôle(fig.  16).  Pendant  qu'une  étoile  équatoriale  décrira  l'arc  de  cer- 
cle A/,  une  étoile  de  déclinaison  D =i  A:  décrira 
l'arciy.  Oronaiy  :  A7  ::  miivk  ::  cos.D  :  l.En 
appelant  donc  0  le  temps  employé  par  une  étoile 
équatoriale  pour  parcourir  un  certain  espace , 
comme  les  temps  nécessaires  pour  parcourir 
un  espace  donné  sont  en  raison  inverse  des 
Fig.  16.    ^      vitesses,  il  s'ensuit  que  l'étoile  de  déclinaison 

A 

D  emploie  un  temps jr  pour  parcourir  l'espace  que  l'étoile 

équatoriale  parcourt  dans  le  temps  6  (1).  On  voit  donc  que  si  on 
multiplie  par  le  cosinus  de  la  déclinaison  l'intervalle  de  temps 
compris  entre  le  passige  parla  moyenne  des  cinq  fils  et  par  un  fil 
donné,  on  obtient  le  temps  qu'emploierait  une  étoile  exactement 
équatoriale  pour  passer  du  fil  moyen  au  fil  en  question.  On  calcule 
ainsi  dans  une  bonne  série  d'observations  complètes  l'intervalle  de 
temps  en  question  pour  chaque  observation,  et  on  fait  la  moyenne 
pour  l'ensemble  de  cette  série.  On  a  ainsi  en  secondes  de  temps  la 
distance  des  fils  au  fil  moyen,  et  en  la  multipliant  par  15  on  a  cet 
intervalle  en  arc.  Il  est  évident  d'ailleurs  qu'on  peut  obtenir  de 
cette  manière  l'intervalle  de  deux  fils  quelconques. 

Quand  les  intervalles  des  fils  au  fil  moyen  sont  ainsi  connus  en 
temps,  si  on  a  une  observation  incomplète  à  quelques-uns  des  fils 

(1)  Ceci  suppose  toutefois  que  l'espace  parcouru  est  rectiligne  sensiblement 
et  c'esl  ce  qui  a  lieu  pour  les  intervalles  de  quelques  minutes  existant  entre 
les  fils  du  réticule  et  le  fll  central,  intervalles  qui  permeUent  de  considérer 
Jarc  comme  se  confondant  avec  sa  tangente  sans  erreur  sensible. 
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seulement,  on  en  déduit  l'instant  du  passage  au  fil  moyen ,  en 
ajoutant  à  l'observation  à  chaque  fil,  s*il  précède  le  fil  moyen ,  ou  en 
en  retranchant,  s'il  le  suit,  Tintervalle  équatorial  connu  divisé  par 
le  cosinus  de  la  déclinaison,  et  on  prend  la  moyenne  des  nombres 
ainsi  donnés  par  chaque  fil  auquel  a  eu  lieu  Tobservation.  Cette 
moyenne  représente  alors  le  passage  au  fil  moyen,  et  l'observation 
devient  comparable  à  celles  qui  ont  été  faites  à  tous  les  fils. 

34.  —  Dans  les  théodolites  et  les  ait-azimuts,  au  lieu  de  disposer 
seulement  deux  fils  perpendiculaires  en  croix,  on  peut  mettre  et  on 
met  quelquefois  deux  séries  de  fils  parallèles  perpendiculaires  entre 
elles, dans  les  cas  surtout  où  on  veut  observer  des  séries  de  passages 
par  une  hauteur  ou  un  azimut  donné.  Cette  multiplication  des  fils 
est  de  même  que  pour  la  lunette  méridienne  unmdyen  de  multiplier 
le  nombre  des  pointés  d'une  observation.  Comme  dans  un  très-petit 
espace,  on  peut  regarder  le  mouvement  d'un  astre  comme  sensi- 
blement rectiligne,la  moyenne  des  passages  parles  fils  de  hauteur 
ou  par  les  fils  azimutaux  donne  les  passages  par  le  fil  moyen  de 
hauteur  ou  d'azimut.  Toutefois  ici  le  procédé  n'offre  pas  autant 
d'avantage  que  pour  lalunette  méridienne  à  moins  qu'on  n'observe 
aussi  des  passages  dans  le  méridien,  car  les  fils  ne  sont  pas  tou- 
jours coupés  aux  mêmes  points  à  cause  des  inclinaisons  diverses 
du  mouvement  de  l'astre  par  rapport  aux  fils.  Il  en  résulte  que  les 
inclinaisons  ou  les  défauts  de  parallélisme  des  fils  interviennent 
un  peu  pour  modifier  le  résultat. 

Au  théodolite  et  à  l'alt-azimut,  pour  déterminer  l'intervalle  des 
fils,  on  peut  employer  pour  les  fils  verticaux  le  procédé  de  la  lunette 
méridienne,  en  observant  dans  le  méridien  comme  si  l'instrument 
était  une  lunette  méridienne.  Mais  on  a  ici  un  procédé  de  plus. 
On  peut  faire  usage  de  la  graduation  des  limbes,  en  visant  suc- 
cessivement avec  les  divers  fils  un  même  point  fixe  éloigné.  Le  dé- 
placement de  l'alidade  qui  suit  la  lunette  donne  alors  sur  le  limbe  la 
mesure  de  l'angle  compris  entre  les  fils.  Cette  opération,  si  le  théo- 
dolite est  répétiteur,  peut  être  faite  en  employant  la  répétition, 
comme  pour  la  mesure  des  parties  des  niveaux.  Elle  peut  se  faire 
d'ailleurs  séparément  pour  les  fils  horizontaux  et  pour  les  fils 
verticaux.  Pour  les  premiers,  le  cercle  de  hauteur  donne  direc- 
tement la  mesure  ;  pour  les  seconds,  si  lé  point  observé  n'est  pas 
dans  l'horizon,  il  faut  multiplier  l'angle  obtenu  sur  le  limbe  par 
le  cosinus  de  la  hauteur. 
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En  réglant  le  réticule  d'un  théodolite  de  telle  sorte  que  le  même 
point  soit  bissecté  par  le  même  fil  horizontal  quand  on  fait  tour- 
ner l'instrument  autour  de  son  axe  vertical,  ou  par  le  môme  fil 
vertical,  en  faisant  tourner  la  lunette  autour  de  Taxe  horizontal, 
on  peut  faire  en  sorte  que  les  fils  soient  perpendiculaires  aux 
axes.  Quand  alors  ceux-ci  sont  nivelés,  les  fils  destinés  à  être  ver- 
ticaux deviennent  verticaux,  et  les  autres  horizontaux. 

Dans  l'équatorial  les  fils  peuvent  de  la  même  manière  être  ré- 
glés perpendiculairement  aux  axes.  On  peut  aussi  en  tenant  la 
lunette  fixe  vérifier  si  une  étoile  suit  exactement  un  fil  en  vertu  du 
mouvement  du  ciel.  Quant  à  l'intervalle  des  fils,  pour  ceux  qui 
sont  perpendiculaires  au  mouvement  diurne,  il  peut  être  obtenu 
comme  pour  la  lunette  méridienne,  et  pour  les  autres  il  peut  se 
traduire  sur  le  limbe  comme  pour  le  théodolite  en  visant  successif 
vement  le  même  objet  avec  les  divers  fils.  Dans  le  cas  présent 
l'objet  peut  même  être  une  étoile,  les  différences  des  lectures  ob- 
tenues sur  le  cercle  de  déclinaison  suivant  le  fil  employé  font  con- 
naître l'intervalle  des  fils. 

35.  —  Outre  les  fils  fixes,  les  instruments  ont  souvent  en  outre 
un  fil  mobile,  c'est-à-dire  un  fil  fixé  sur  une  plaque  mobile  qui  glisse 
dans  une  coulisse,  de  telle  sorte  que  dans  ce  mouvement  le  fil  se 
transporte  parallèlement  à  lui-même.  Ce  fil  est  sensiblement 
dans  le  même  plan  focal  que  les  fils  fixes,  car  il  n'en  est  éloigné 
que  de  son  épaisseur  qui  est  presque  négligeable  et  cela  pour 
passer  devant  ou  derrière  eux.  Parfois,  il  y  a  deux  fils  mobiles, 
situés  l'un  en  avant,  l'autre  en  arrière  des  fils  fixes,  et  marchant 
dans  deux  plans  rectangulaires.  Les  plaques  portant  ces  fils  sont 
conduites  par  des  vis  à  pas  très-réguliers  dont  un  grand  nombre 
de  tours  d'hélice  sont  pris  dans  Técrou  assujetti  sur  le  support  ou 
la  plaque  mobile,  de  manière  à  compenser  les  irrégularités  très- 
petites  de  la  vis.  Il  en  résulte  que  la  plaque  avance  proportionnel- 
lement à  la  rotation  de  la  vis,  rotation  que  mesure  un  cercle  gra- 
dué porté  par  la  tête  de  cette  derrière.  Si  le  pas  de  la  vis  est  d'un 
demi-millimètrc,  et  si  la  tête  de  la  vis  est  divisée  en  cent  parties, 
on  voit  qu'en  la  faisant  mouvoir  d'un  dixième  de  partie,  quantité 
qu'on  peut  estimer  à  vue,  le  fil  avance  seulement  d'un  deux-mil- 
lième de  millimètre.  Les  appareils  à  fil  mobile  ainsi  disposés  sont 
appelés  micromètres. 

Le  système  du  micromètre  porte  l'oculaire  et  s'adapte  à  la 
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lunette  par  un  tube  entrant  dans  cette  dernière.  Il  peut  quel- 
quefois tourner  de  telle  sorte  que  le  fil  mobile  fasse  tous  les  an- 
gles possibles  avec  Thorizon  ;  il  y  a  alors  un  fil  perpendiculaire 
au  fil  mobile,  et  un  cercle  gradué  dont  le  limbe  est  perpendicu- 
laire à  l'axe  optique  de  la  lunette  permet  de  mesurer  la  rota- 
tion et  l'angle  du  fil  avec  l'horizon  ou  avec  le  mouvement  diurne 
des  astres.  Dans  ce  cas  le  micromètre  porte  le  nom  de  micromè- 
tre de  position.  Il  sert  à  mesurer  la  distance  de  deux  étoiles  voi 
sioes,  spécialement  dans  les  équatoriaux  munis  d'un  mouvement 
d'horlogerie  pour  suivre  le  mouvement  du  ciel.  La  lunette  accom- 
pagne les  deux  étoiles  et  celles-ci  paraissent  fixes  dans  son  champ  ; 
on  amène  parallèlement  à  elles  le  fil  fixe  du  micromètre,  et  avec  le 
fil  mobile  on  mesure  leur  distance  en  divisions  du  micromètre. 
Les  micromètres  de  position  servent  aussi  à  déterminer  la  direc- 
tion des  queues  des  comètes. 

Mais  le  plus  souvent  le  micromètre  ne  tourne  que  de  la  quan- 
tité nécessaire  pour  pouvoir  régler  le  parallélisme  des  fils  avec  les 
axes,  et  par  suite  avec  l'horizon  ou  un  vertical.  Ce  réglage  se  fait 
de  la  même  manière  que  pour  les  fils  fixes.  La  valeur  des  divi- 
sions des  micromètres  se  détermine  aussi  par  le  même  pro- 
cédé que  pour  les  intervalles  des  fils.  Ainsi  à  la  lunette  méri- 
dienne on  observe  les  passages  par  diverses  positions  du  fil 
répondant  à  des  divisions  du  micromètre  dont  on  a  fait  la  lecture. 
On  a  ainsi  l'intervalle  de  ces  divisions,  comme  s'il  s'agissait  de 
fils  fixes,  en  le  divisant  par  le  nombre  des  divisions,  on  a  la  valeur 
d'une  division.  Aux  théodolites  ou  ait-azimuts  ou  aux  équatoriaux, 
dans  le  cas  où  on  n'emploie  pas  le  même  procédé  que  pour  la  lu- 
nette méridienne,  on  place  le  fil  à  des  divisions  connues  du  mi- 
cromètre et  on  pointe  un  même  objet  avec  ces  positions  du  fil, 
les  différences  des  lectures  des  limbes  divisées  par  le  nombre  des 
divisions  répondant  aux  intervalles  choisis  donnent  la  valeur  de 
ces  divisions  en  arc.  On  peut  étudier  de  cette  manière  les  diverses 
partis  de  la  vis,  de  manière  à  tenir  compte  de  ses  irrégularités. 

Les  micromètres  ont  malgré  leur  précision  apparente  un  inconvé- 
nient notable.  Les  vis  possèdent  toujours  un  léger  jeu  et  en  pas- 
^ntdu  mouvement  dans  un  sens  au  mouvement  en  sens  contraire, 
quelque  petit  que  soit  ce  qu'on  appelle  le  temps  perdu  de  la  visj 
il  se  produit  toujours  une  légère  différence  dans  la  lecture  avant 
lûftme  que  le  fil  se  meuve,  différence  qui  vient  de  l'intervalle 
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nécessaire  à  la  vis  pour  comprimer  son  filet  jusqu'au  point  néces- 
saire pour  pouvoir  vaincre  les  résistances  passives  dues  à  l'inertie 
et  au  frottement  de^a  plaque  mobile.  Il  résulte  de  \k  qu'on  doit 
toujours  pointer  en  poussant  le  fil  dans  le  même  sens,  de  sorte 
que  quand  il  est  trop  avancé,  on  le  recule  en  dévissant  plus  qu'il 
n'est  nécessaire,  puis  on  visse  pour  effectuer  le  pointé. 

36.  —  Mais  malgré  la  précaution  que  je  viens  d'indiquer,  les 
lectures  faisant  coïncider  le  fil  mobile  avec  les  fils  fixes  éprouvent  à 
chaque  instant  de  légères  variations.  Or  comme  la  vis  joue  dans 
l'instrument,  d'unepart,  le  rôle  de  visde  rappel,  et,  d'autre  part,  ce- 
lui d'appareil  amplificateur,  dans  lequel  elle  peut  être  remplacée 
par  un  microscope,  je  trouve  qu'il  y  aurait  avantage  au  point  de  vue 
delà  précision  à  mettre  une  simple  vis  de  rappel,  et  à  graduer  le 
bord  de  la  plaque  mobile  portant  le  fil,  bord  qu'on  rendrait  visible 
à  l'extérieur  de  l'instrument,  et  qui  l'est  le  plus  souvent  au  moins 
en  partie.  Ces  divisions  de  la  plaque  avanceraient  donc  devant  un 
repère  tracé  sur  le  bord  de  la  coulisse,  et  un  microscope  d'un  fort 
grossissement  remplaçant  alors  la  vis  dans  ce  qu'eilea  d'amplifica- 
teur, permettrait  de  mesurer  la  distance  du  repère  à  la  division  la 
plus  voisine.  Pour  cela  il  porterait  au  foyer  de  son  objectif  une 
plaque  de  verre  divisée.  L'image  des  deux  divisions  successives  de 
la  plaque  entre  lesquelles  serait  compris  le  repère,  et  celle  de  ce 
dernier  venant  alors  tomber  amplifiées  sur  cette  échelle,  on  pour- 
rait voir  combien  de  divisions  et  dixièmes  de  division  de  l'échelle 
micrométrique  renferment  les  deux  divisions  successives  de  la  pla- 
que, et  combien  il  y  a  de  ces  mêmes  divisions  et  dixièmes  de 
division  entre  une  des  divisions  et  le  repère.  Le  rapport  de  ces 
deux  nombres  donnerait  en  fraction  d'une  division  la  distance  du 
repère  à  la  division  de  l'échelle  la  plus  proche. 

On  m'objectera  peut-être  que  les  divisions  sont  elles-mêmes 
tracées  au  moyen  d'une  vis,  et  peuvent  présenter  des  inégalités 
aussi  bien  que  la  vis,  mais  on  peut  étudier  la  valeur  de  chacune 
d'elles  par  les  procédés  que  nous  avons  indiqués.  Cette  valeur  une 
fois  connue  sera  invariable,  tandis  que  la  vis  varie  en  usant,  ainsi 
que  parle  déplacement  de  l'huile  ou  l'interposition  de  la  poussière. 
En  promenant  le  microscope  sur  toutes  ces  divisions  et  voyant  com- 
bien des  mêmes  divisions  du  dernier  chacune  d'elles  renferme, 
on  a  encore  un  moyen  d'avoir  leur  valeur  relative.  Il  est  bon  dans 
ce  cas  de  pouvoir  en  comparer  deux  à  la  fois  dans  le  champ  du  mi- 
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croscope,  car  la  variation  de  distance  de  ce  dernier  à  la  plaque 
pourrait  intervenir.  Les  divisions  du  microscope  lui-même  peu- 
vent être  comparées,  en  faisant  tomber  la  iffême  image  d*une  di- 
vision de  la  plaque  sur  les  diverses  parties  de  Téchelie  de  ce  der- 
nier. Les  plaques  graduées  portant  le  fil  mobile  étant  faites  de  la 
même  substance  que  le  tube  de  la  lunette,  la  dilatation  parla  cha- 
leur agissant  également  sur  elles  et  sur  ce  dernier,  ne  peuvent  non 
plus  modifier  les  angles,  comme  avec  les  vis  qui  sont  d'une  ma* 
tière  différente  de  celle  du  tube.  En  somme  le  microscope  aurait 
sur  la  vis  l'avantage  des  procédés  optiques  sur  les  procédés  mécani- 
ques. Son  seul  inconvénient  serait  que  la  lecture  serait  un  peu  plus 
longue  que  celle  des  divisions  du  tambour  de  la  vis;  mais  il  ne  faut 
pas  sacrifier  la  précision  à  la  rapidité  des  opérations. 

37.  —  Je  viens  de  parler  d'un  microscope,  je  n'ai  pas  donné  la 
théorie  de  ce»  instruments.  Au  point  de  vue  des  mesures  de  préci- 
sion, le  microscope  est  une  lunette  avec  une  ligne  de  collimation 
définie  parle  centre  optique  de  son  objectif  et  par  son  réticule  (qu'on 
peut  remplacer  par  des  traits  sur  une  lame  de  verre)  ;  seulement 
c'est  une  lunette  dont  l'objectif  très-petit  est  destiné  à  observer  un 
objet  trës-rapproché  qui  donne  un  fo\  er  conjugué  plus  éloigné  de 
l'objectif  que  l'objet  et  par  conséquent  plus  grand  que  ce  dernier, 
tandis  que  c'est  le  contraire  dans  les  lunettes  proprement  dites.  A 
part  cela,  sa  théorie  est  en  tout  semblable  à  celle  des  lunettes. 
L'oculaire  y  joue  comme  dans  celles-ci  le  rôle  de  grossir  l'image  et  le 
réticule  situés  dans  le  même  plan.  Il  faut  ajouter  toutefois  que  la 
mise  au  point  de  l'oculaire  pour  le  réticule  se  fait  comme  dans  les 
lunettes,  mais  ensuite  en  variant  la  distance  du  microscope  à  l'objet 
on  fait  varier  la  distance  focale  de  l'image,  de  manière  à  l'amener 
dans  le  plan  du  réticule,  tandis  que  dans  les  lunettes  ce  sont  les  fils 
qu'on  amène  dans  le  plan  focal.  La  théorie  delà  parallaxe  des  fils 
est  au  reste  la  même  dans  les  deux  instruments.  Nous  allons 
maintenant  revenir  à  l'étude  de  la  lunette  astronomique. 

38. — Vue  dans  une  lunette,  l'image  d'un  point  lumineux,  quel- 
que petit  qu'on  suppose  ce  dernier,  est  toujours  un  cercle  d'un  petit 
diamètre.  Cela  provient  d'une  part  des  imperfections  de  la  lunette 
et  de  l'aberration  de  sphéricité  qui  font  que  tous  les  rayons  émanés 
d'un  même  point  ne  se  croisent  pas  en  un  point  mathématique, 
d'autre  part  de  la  diffraction  qui  se  fait  sur  les  bords  des  ouver- 
tures des  lunettes.  Toutefois  le  maximum  de  lumière  est  toujours 
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au  centre  de  Timage  où  se  croisent  la  majorité  des  rayons.  Il  ré- 
sulte de  ce  phénomène  que  les  étoiles  se  montrent  d'autant  plus 
larges  qu'elles  sont  plus  brillantes,  effet  qui  est  encore  augmenté 
dansToBil  de  l'observateur  par  le  phénomène  subjectif  connu  en 
physique  sous  le  nom  d'irradiation.  Il  est  clair  en  effet  que,  pour 
une  étoile  brillante,  il  faut  plus  que  pour  une  étoile  faible  s'écarter 
du  centre  de  Timage  pour  atteindre  le  degré  de  décroissement 
voulu  pour  que  la  visibilité  disparaisse.  Les  images  des  étoiles  bril- 
lantes paraissent  donc  plus  larges  en  apparence  que  celles  des 
étoiles  faibles,  indépendamment  même  de  l'irradiation  qui  a  lieu 
dans  l'œil,  laquelle  à  son  tour  est  d'autant  plus  grande  que  l'astre  est 
plus  brillant.  En  outre  l'irradiation  nous  fait  paraître  la  lumière  plus 
également  répartie  dans  toute  l'image  qu'elle  ne  l'est  réellement. 
Il  résulte  de  cet  effet  qu'une  étoile  brillante  ne  peut  être  com- 
plètement cachée  parles  fils  fins  d'araignée  du  réticule.  Aussi  pour 
la  pointer  on  veille  à  diviser  en  parties  égales  le  très-petit  cercle  lu- 
mineux qu'elle  produit.  Il  n'y  a  que  les  étoiles  d'une  faiblesse  ex- 
trême que  les  fils  font  disparaître  entièrement.  Pour  ces  dernières 
le  pointé  est  plus  exact  en  plaçant  l'étoile  à  égale  distance  de  deux 

fils  parallèles  très-rapprochés  (fig.  17)  qu'en  voulant 
la  cacher  derrière  un  fil  unique,  car  dans  ce  dernier 
cas,  on  n'est  pas  sûr  qu'elle  soit  rigoureusement 
derrière  l'axe  du  fil,  vu  que  les  fils,  quelque  minces 
Fig.  17.  qu'ils  soient,  soustendent  toujours  un  angle  visible. 
39.  —-La  difficulté  du  pointé  est  beaucoup  plus  grande  quand  il 
s'agit  d'un  astre  ayant  un  grand  diamètre,  comme  le  soleil,  par 
exemple.  Dans  ce  cas  on  ne  peut  placer  avec  certitude  la  croisée  des 
fils  au  centre  de  l'astre,  dont  les  dimensions  trop  grandes,  même 
dans  le  cas  où  elles  ne  dépassent  pas  le  champ  de  la  lunette,  ne 
permettent  pas  de  juger  avei*  exactitude  de  la  bissection.  Il  semble, 
au  premier  abord,  que  dans  les  instruments  dont  le  grossissement 
modère  permet  de  voir  l'astre  entier,  on  pourrait  faire  usage  de 
deux  fils  parallèles  très-écartés,  en  plaçant  les  bords  de  l'astre  à 
Oi^ale  distance  de  ces  fils,  dont  Técartement  aurait  été  combiné 
pour  qu*ils  en  fussent  très-voisins.  Mais  un  peu  de  réflexion  fait 
voir  que  ce  procédé  n'est  pas  possible.  D'abord  quand  on  observe 
le  soleil  c*est  pour  le  comparer  à  quelque  autre  objet  qui  ne  pour- 
rait être  observé  avec  les  mêmes  fils,  puisqu'on  le  plaçant  au  mi- 
lieu de  leur  intervalle,  il  serait  trop  éloigné  d'eux  pour  qu  on  pût 
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juger  avec  exactitude  de  l'égalité  de  son  écart  par  rapport  à  chacun 
d'eux.  De  plus ,  une  autre  difficulté  capitale  s'oppose  à  remploi 
de  ce  moyen.  Nous  ne  voyonsnettementqueles  objets  sur  lesquels 
porte  Fattention ,  et  Tattention  ne  peut  être,  à  un  instant  donné, 
filée  que  dans  un  champ  très-restreint.  Or  Timage  amplifiée  du 
soleil  forme  un  champ  beaucoup  trop  étendu  pour  que  l'attention 
puisse  se  porter  simultanément  sur  les  deux  bords  opposés.  De  là 
rimpossibilité  de  juger  simultanément  si  Técart  de  chacun  d'eux, 
au  fil  voisin,  est  le  même  des  deux  côtés. 

n  résulte  de  là  que  les  astronomes  ont  adopté  de  pointer  au 
bord  du  soleil,  en  rendant  le  fil  de  la  lunette  tangent  à  ce  bord. 
On  ramène  les  observations  à  ce  qu'elles  auraient  été  au  centre 
de  l'astre  au  moyen  du  calcul  et  en  ayant  égard  à  la  valeur  de  ce 
diamètre  donnée  dans  les  tables  astronomiques,  ou  mieux  encore 
pour  rendre  le  résultat  indépendant  des  erreurs  qui  pourraient  af- 
fecter le  diamètre  inscrit  dans  les  tables,  on  fait  deux  observations 
consécutives  aux  deux  bords  opposés,  observations  dont  on  prend 
le  résultat  moyen.  Ce  résultat  est  indépendant  du  diamètre,  parce 
que  dans  un  cas  ce  dernier  est  intervenu  comme  additif  à  la  me- 
sure cherchée,  et  dans  l'autre  comme  soustractif. 

Le  pointé  tangentiel ,  au  bord  du  soleil,  est  loin  d'être  aussi 
satisfaisant  que  celui  d'une  étoile  qu'on  peut  bissecter  par  le  fil. 
En  effet,  il  y  a  plusieurs  manières  d'établir  la  tangence.  On  peut 
l'obtenir  avec  le  bord  du  fil,  mais  dans  ce  cas ,  l'observation  se 
trouve  rapportée  à  lalignedecoUimation  formée  par  le  centre  op- 
tique de  l'objectif  et  le  bord  du  fil,  et  non  à  celle  qui  passe  par 
Taxe  même  de  ce  dernier  comme  dans  le  cas  des  étoiles.  Pour  que 
l'observation  soit  satisfaisante,  il  faut  faire  deux  observations,  de 
manière  à  mettre  un  bord  du  soleil  en  contact  avec  un  côté  du  fil, 
dans  la  première  observation  et  le  bord  opposé  du  soleil  avec  le 
bord  opposé  du  fil  dans  la  deuxième  observation.  La  moyenne  des 
deux  résultats  est  alors  rapportée  au  centre  du  soleil  et  à  l'axe  du 
fil,  de  sorte  qu'elle  devient  comparable  aux  observations  des  étoi- 
les elles-mêmes,  et  peut  donner  les  différences  d'ascension  droite 
ou  de  déclinaison  du  soleil  ou  d'une  étoile  avec  exactitude,  ce  qui 
n'aurait  pas  lieu  pour  une  observation  d'étoile  rapportée  au  centre 
du  fil,  et  une  observation  solaire  rapportée  à  un  même  bord 
du  fil. 

Mais  si  on  n'observe  qu'un  des  bords  de  l'astre,  comme  il  arrive 
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quelquefois  pour  le  soleil,  si  par  exemple  les  nuages  empêchent  l'ob- 
servatîon  deTautre  bord,  eteommecela  arrive  presque  toujourspour 
la  lune,  dont,  sauf  l'instant  de  la  pleine  lune,  un  seul  bord  est 
éclairé,  il  est  évident  que  l'observation  faite  comme  nous  venons 
de  l'indiquer  n'est  plus  comparable  à  celle  des  étoiles  qu'on  a 
bissectées  avec  le  fil. 

Aussi,  ce  n'est  pas  par  le  procédé  que  nous  venons  d'indiquer 
que  pointent  la  plupart  des  astronomes.  Ils  font  mordre  le  fil 
sur  le  bord  de  l'astre  de  la  quantité  qu'ils  jugent  nécessaire 
pour  que  Taxe  du  fil  soit  tangent  à  ce  bord.  Mais  ce  mode  de 
pointé  est  loin  d'être  satisfaisant.  On  comprend,  en  effet,  que, 
ne  voyant  plus  le  bord  extrême  du  soleil  alors  couvert  par  le 
fil  sur  une  assez  grande  extension,  il  est  impossible  de  se  ren- 
dre compte  nettement  si  ce  bord  est  tangent  à  l'axe  du  fil,  ou  bien 
b'il  est  plus  ou  moins  distant  de  cet  axe.  Il  y  a  là  une  question 
d'appréciation  que  chacun  fait  à  sa  manière,  et  souvent  même 
avec  quelque  différence  d'une  époque  à  une  autre,  et  cela  d'autant 
plus  que,  Tirradiation  diminuant  du  côté  de  l'astre  la  largeur  du 
fil,  l'axe  lui-même  de  ce  fil  se  trouve  déplacé  différemment  suivant 
les  diverses  vues  et  même  suivant  l'état  de  fatigue  du  même  obser- 
vateur. De  plus,  à  cause  du  mouvement  de  l'astre,  il  n'y  a  même 
pas  symétrie  pour  les  observations  des  deux  bords  opposés,  l'astre 
dans  un  cas  marchant  vers  l'axe  du  fil,  dans  l'autre  cas  s'en  éloi- 
gnant. Les  deux  erreurs,  commises  ainsi  sur  les  deux  bords,  ne 
se  compensent  pas  rigoureusement,  comme  l'a  fait  voir  M.  Goujon. 

n  résulte  de  cet  état  de  choses  que  les  observations  du  soleil  et 
de  la  lune  sont  moins  précises  que  celles  des  étoiles,  et  c'est  en 
vain  qu'on  essayerait  d'y  remédier  en  pointant  entre  deux  fils 
parallèles  et  rapprochés,  au  milieu  desquels  on  amènerait  le  bord 
du  soleil.  En  effet,  le  pointé  entre  deux  fils  est  symétrique  pour 
une  petite  étoile,  et  si  ces  deux  fils  sont  très-rapprochés,  on  peut 
mettre  cette  dernière  exactement  au  milieu  de  Tintervalle.  Mais 
pour  le  bord  d'un  astre,  comme  le  soleil  et  la  lune,  il  n'y  a  plus 
de  symétrie.  En  outre,les  deux  fils,  dont  l'un  se  projette  sur  l'as- 
tre, et  l'autre  en  dehors,  ne  sont  pas  vus  avec  la  même  intensité, 
second  effet  qui  se  joint  au  défaut  de  symétrie  pour  vicier  l'appré- 
ciation. 

Le  meilleur  procédé,  pour  pointer  à  un  bord  du  soleil  ou  de  la 
lune,  me  paraît  donc  être  celui  dans  lequel  on  amène  ce  bord  tan- 
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gentiellement  au  bord  du  fil,  en  compensant,  quand  c'est  possible, 
par  un  deuxième  pointé  du  deuxième  bord  effectué  tangentielle- 
ment  à  l'autre  bord  du  fil.  A  défaut  de  ce  second  pointé,  il  faut 
corriger  l'observation  de  l'erreur  résultant  de  ce  que  la  tangence 
a  eu  lieu  au  bord  du  fil  au  lieu  de  se  faire  avec  son  axe.  Cette 
erreur  est  facile  à  connaître,  si  on  mesure  le  diamètre  du  fil,  car 
la  tangente  de  l'angle  que  le  fil  sous-tend  au  centre  de  l'objectif 
est  égale  à  ce  diamètre  divisé  par  la  longueur  focale  de  l'objectif, 
et  la  moitié  de  cet  angle  est  l'erreur  de  pointé  (1). 

Au  lieu  de  mesurer  le  diamètre  linéaire  du  fil,  on  peut  d'ailleurs 
obtenir  directement  l'angle  que  ce  diamètre  sous-tend  au  centre 
optique  de  Tobjectif  en  plaçant  très-loin  de  l'instrument  un  si- 
gnal formé  de  deux  triangles  blancs  se  touchant  par  les  pointes  et 
tracés  sur  une  surface  noire  (fig.  18).  Mettant  alter- 
nativement chaque  côté  du  fil  en  contact  avec  la  pointe 
de  l'un  des  triangles,  de  façon  à  cacher  la  pointe  voisine 
de  l'autre,  et  mesurant  l'angle  de  rotation  de  la  lunette  ^***  *** 
nécessaire  pour  passer  de  l'une  à  l'autre  des  positions,  on  peut 
ainsi  obtenir  l'angle  cherché,  dont  la  moitié  est  l'erreur  de  pointé 
en  question.  Si  l'instrument  est  répétiteur,  cet  angle  répété  un 
certain  noofibre  de  fois  devient  mesurable  avec  précision.  Il  en  est 
de  même  si  la  lunette  est  munie  d'un  micromètre. 

Mais,  même  sans  faire  aucune  opération  spéciale  pour  mesurer 
langleen  question,  la  comparaison  d'une  moyenne  d'observations 
faites  sur  les  deux  bords  du  soleil  fera  connaître  la  correction  qui 

(i)  Celte  erreur  de  pointé  est  Terreur  même  commise  sur  l'observation,  s'il 
8*agil  (Tane  observation  de  hauteur  avec  un  théodolite  ou  un  ail-azimut,  ou 
d'aoe  observaUoD  de  déclinaison  avec  réquatorial ,  et  il  est  facile  de  voir  que 
s'il  8*agit  d'une  observation  azimutale^  Terreur  commise  sur  Tangle  observé  est 
^le  à  Terreur  de  poiuté  divisée  par  le  sinus  de  la  distance  apparente  au  zénith. 
Eq  effet,  soient  z  le  zénith  (fig.  16),  :^t'  le  vertical,  i  la  position  qui  était  occupée 
par  le  point  en  contact  du  bord  du  fil,  j  celle  qui  était  occupée  par  le  point 
correspondant  de  Taxe  du  fil,  de  sorte  que  la  distance  ij  est  égale  à  Terreur  de 
poiDté  en  question.  En  menant  les  arcs  de  grand  cercle  xik,  zjl^  Tangle  com- 
pris entre  ces  arcs  de  cercle  est  Terreur  sur  l'azimut ,  et  cet  angle  est  mesuré 
par  Tare  hL  Or  on  a  ij  :  kl .:  im  :  kv  ^  ou,  en  prenant  kv  pour  unités 

^J'kl  ::  sin  zi:  i,  d'où  kl  =  ^j^.  On  verrait  de  même  que  s'il  s'agit  de  Té- 

qoatorial^  Terreur  commise  sur  l'ascension  droite  est  égale  à  Terreur  de  pointé 
divisée  par  le  sinus  de  la  distance  de  Taslre  au  pôle,  lequel  sinus  n'est  autre 
qoele  cosinus  de  la  déclinaison. 
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a  lieu  pour  Tinstrument  employé  et  qu'il  faut  appliquer  au  dia- 
mètre donné  par  les  tables  pour  accorder  les  deux  séries.  Cette 
correction  étant  connue,  on  s'en  servira  pour  réduire  au  centre  les 
observations  faites  à  un  seul  bord.  On  aura  de  même  la  correction 
pour  la  lune  à  Taide  des  séries  faites  dans  les  cas  où  les  deux  bords 
de  cet  astre  sont  observables. 

Pour  les  planètes  supérieures  dont  le  diamètre  est  petit,  on  peut 
pointera  leur  centre  comme  pour  les  étoiles.  Pour  Mars,  toutefois, 
cela  n'est  possible  que  quand  la  planète  est  en  opposition,  seul  cas 
où  sa  surface  dirigée  vers  nous  est  totalement  éclairée.  Pour  les 
planètes  à  grand  diamètre ,  dans  le  cas  où  on  emploie  de  forts 
grossissements,  on  pointe  au  bord,  de  même  que  pour  les  planètes 
dont  toute  la  surface  n'est  pas  éclairée,  et  on  ramène  les  observa- 
tions au  centre  comme  pour  le  soleil  et  la  lune.  Le  pointé  peut 
être  alors  fait  avec  avantage  avec  le  bord  du  fil^  si  on  tient  compte 
du  diamètre  de  ce  dernier,  comme  nous  venons  de  le  dire. 

40.  —  D'après  les  détails  dans  lesquels  nous  sommes  entré 
au  sujet  du  pointé  des  astres  à  grand  diamètre,  on  voit  qu'il  se- 
rait bien  avantageux  d'obtenir  un  moyen  facile  d'observer  direc- 
tement au  centre  de  l'astre.  Or,  comme  dans  les  observations 
astronomiques  on  n'a  besoin  de  mesurer  à  la  fois  les  angles  que 
dans  un  seul  sens,  par  exemple,  dans  le  sens  de  la  hauteur  ou  dans 
celui  de  l'azimut,  et  non  simultanément  des  angles  de  hauteur  et 
d'azimut,  il  existe  un  moyen  très-simple  de  mesurer  directement 
l'azimut  du  centre  du  soleil,  ou  la  hauteur  de  ce  centre.  Ce  procédé, 
que  l'expérience  m'a  fait  reconnaître  comme  le  meilleur,  n'a  pas 
encore  été  signalé.  Il  a  d'ailleurs  l'avantage  d'abréger  les  opéra- 
tions de  réduction,  vu  qu'il  dispense  du  calcul  nécessaire  pour 
ramener  au  centre  de  l'astre  les  observations  du  bord.  Pour  faire 

comprendre  ce  procédé,  supposons  d'abord 
qu'il  s'agisse  d'une  observation  d'azimut, 
et  que  le  fil  de  la  lunette  destiné  à  être  ho- 
rizontal ait  été  amené  à  l'horizontalité 
absolue.  Soient  mn  (fig.  19)  ce  fil  hori- 
zontal, kl  le  fil  vertical  de  la  lunette,  S 
l'image  du  soleil.  On  fait  mordre  légère- 
ment sur  l'image  le  fil  horizontal  m  n  de 
Fif.  19.  la  lunette  de  façon  à  obtenir  au-dessus  ou 

au-dessous  de  lui  un  petit  segment  du  soleil;  le  bord  de  cet 
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astre  coupe  ce  fil  en  deux  points  r  et  /,  d'autant  plus  voisins  que 
ce  segment  est  plus  petit.  On  le  rend  donc  le  plus  petit  possible, 
et  il  est  facile  alors  de  diriger  la  lunette  de  façon  que  les  deux 
points  r  et  5  soient  également  distants  de  la  croisée  u  des  deux 
fils,  n  est  alors  évident  que  cette  croisée  des  fils  est  exactement 
dans  Tazimut  du  centre  du  soleil,  azimut  qui  se  trouve  alors  in- 
diqué sur  le  cercle  gradué,  de  sorte  que  l'observation  azimutale 
est  identiquement  la  même  que  si  on  avait  pointé  au  centre  du 
soleil. 

Supposons  maintenant  que  le  fil  m  n,  qu'il  est,  du  reste,  facile  de 
rendre  horizontal,  ne  soit  pas  cependant  rigoureusement  horizon- 
tal. En  prenant  alternativement  le  segment  m  n  sur  le  bord  supé- 
rieur et  sur  le  bord  inférieur  du  soleil,  il  est  évident  que  si  le 
segment  est  de  môme  grandeur  dans  les  deux  cas,  la  moyenne 
des  deux  résultats  est  la  même  que  si  les  deux  opérations  avaient 
été  faites  au  centre  même  du  soleil;  car  si  dans  le  pointé  du  bord 
supérieur,  le  défaut  d'horizontalité  du  fil  m  n  a  fait  porter  Tobser- 
vation  trop  à  droite  d'une  certaine  quantité,  le  même  défaut,  lors 
du  pointé  inférieur,  la  fait  porter  trop  à  gauche  de  la  même  quan- 
tité. Si  le  fil  est  sensiblement  horizontal,  les  erreurs  commises 
ainsi  dans  chaque  cas  et  qui  s'anéantissent  dans  la  moyenne,  sont 
déjà  presque  nulles.  Si  on  n'a  pas  fait  les  deux  segments  exacte- 
ment égaux,  mais  seulement  à  peu  près  égaux,  les  deux  erreurs 
ne  s'anéantissent  pas  rigoureusement,  et  il  subsiste  une  très- 
petite  partie  de  l'une  d'elles;  mais  comme  celle-ci  est  déjà  très- 
petite,  cette  erreur  restante  devient  du  deuxième  ordre  et  de  beau- 
coup en  dessous  des  erreurs  commises  dans  une  bissection,  et  qui 
constituent  les  incertitudes  du  pointé  ordinaire.  L'erreur  restante 
peut  donc  être  regardée  comme  nulle.  U  est  encore  bon  de  remar- 
quer que,  les  deux  bords  du  soleil  n'étant  pas  à  la  même  hauteur, 
une  même  erreur  de  pointé,  suivant  qu'on  emploie  l'un  ou  l'autre 
bord,  ne  correspond  pas  exactement  à  une  même  erreur  azimu- 
tale, celle-ci  étant,  comme  nous  l'avons  vu  dans  la  note  du 
numéro  39,  égale  à  l'erreur  du  pointé  divisée  par  le  sinus  de  la 
distance  au  zénith.  Ainsi,  même  avec  des  segments  exactement 
égaux  pour  les  deux  bords,  les  deux  erreurs  commises  ne  s'anéan- 
tiraient pas  rigoureusement  comme  nous  Tavons  dit.  Mais  les 
sinus  des  distances  des  deux  bords  au  zénith  sont  peu  différents, 
de  sorte  que  leë  deux  erreurs  s'anéantissent  à  part  une  très-petite 
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fraction  de  la  valeur  de  Tune  d'elles.  H  en  est  donc  de  cet  effet 
comme  de  la  différence  des  segments,  Terreur  restante  est  du 
deuxième  ordre  et  négligeable. 

Supposons  maintenant  qu'il  s'agisse  du  pointé  en  hauteur.  Si  le 
fil  kl  est  parfaitement  vertical,  il  est  facile  de  voir  qu'en  faisant 
mordre  ce  fil  sur  le  bord  du  soleil  à  droite,  de  façon  à  avoir  le 

petit  segment  rt  (fig.  20),  si  on  bissecte 
ce  segment  par  la  croisée  u  des  fils,  le 
centre  du  soleil  est  à  la  même  hauteur  que 
le  point  M.  En  effet,  le  diamètre  horizontal 
du  soleil  est  compris  dans  le  plan  mené 
par  le  centre  optique  de  l'objectif  et  la 
ligne  horizontale  passant  par  le  centre 
de  l'image  solaire,  et  ce  plan  intersecte 
Fig.  20.  sur  la  sphère  céleste  un  arc  de  grand  cer- 

cle qui  renferme  le  diamètre  solaire,  et,  par  conséquent,  son  extré- 
mité. Le  plan  mené  par  le  centre  optique  de  l'objectif  et  une  ho- 
rizontale passant  par  u  se  confond  donc  avec  le  plan  renfermant 
le  diamètre  solaire  horizontal ,  et  par  conséquent  le  centre  du 
soleil  est  à  la  hauteur  du  point  u. 

Si  le  fil  Id  n'est  pas  rigoureusement  vertical,  la  moyenne  de 
deux  hauteurs  mesurées,  l'une  en  prenant  le  segment  rt  sur  le 
bord  droit  du  soleil,  l'autre  en  le  prenant  sur  le  bord  gauche,  don- 
nera, comme  dans  le  cas  de  l'azimut,  évidemment  le  même  résul- 
tat que  la  moyenne  des  deux  hauteurs  directement  prises  aux 
mêmes  instants  sur  le  centre. 

Dans  ce  qui  précède,  nous  n'avons  pas  eu  égard  à  la  réfraction 
qui  diminue  le  diamètre  vertical  du  soleil  en  agissant  inégalement 
sur  le  bord  supérieur  et  le  bord  inférieur,  et  qui  fait  que  l'image 
solaire,  au  lieu  de  nous  paraître  ronde,  nous  paratt  elliptique  et 
avec  son  grand  axe  horizontal.  Mais  cela  ne  change  rien  au  résultat. 
Pour  l'azimut,  la  symétrie  est  toujours  complète,  et  peu  importe 
que  le  segment  rt  soit  pris  dans  un  cercle  ou  dans  une  ellipse. 
Pour  la  hauteur,  la  symétrie  existe  aussi,  parce  que,  dans  la  petite 
extension  du  segment  r/,  la  réfraction  peut  être  regardée  comme 
proportionnelle  à  la  distance  de  chaque  point  au  zénith,  de  sorte 
que  ce  segment  peut  être  considéré  comme  symétrique  par  rap- 
port à  une  ligne  horizontale  le  coupant  par  son  milieu,  puisque  la 
différence  de  réfraction  de  son  milieu  et  de  ses  extrémités  est 
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pgde.  De  plus ,  la  réfraction  du  segment  est  précisément  celle 
du  centre  du  soleil.  Ainsi  l'observation  est  identiquement  la  même 
que  si  on  avait  pointé  au  centre  de  Tastre,  soit  qu'il  s'agisse  de 
Tazimut,  soit  qu'il  s'agisse  de  la  hauteur. 

Si  on  a  mis  du  soin  à  rendre  les  fils  horizontaux,  un  pointé  à  un 
seul  bord  peut  suffire,  et  par  conséquent  cette  méthode  est  appli- 
cable à  la  lune  et  aux  planètes  éclairées  par  un  seul  bord. 

Sauf  d'ailleurs  quand  le  soleil  est  tout  près  de  l'horizon,  l'image 
entière  du  soleil  peut  être  regardée  comme  une  ellipse  exacte. 
Elle  est  donc  symétrique,  et  cette  seule  condition  de  symétrie  est 
suffisante  pour  qu'on  puisse  avec  l'équatorial  mesurer  directement 
joit  la  distance  du  centre  au  pôle,  soit  l'angle  horaire  du  centre 
d'une  manière  semblable  à  celle  que  nous  venons  d'indiquer  pour 
l'azimut  et  la  hauteur. 

En  comparant  entre  elles  des  observations  faites  par  la  mé- 
thode que  je  viens  d'indiquer,  j'ai  reconnu  que  les  écarts  qu'elles 
présentent  entre  elles  n'étaient  pas  plus  grands  que  ceux  que  j'a- 
vais avec  le  môme  instrument  pour  la  bissection  d'une  grande 
étoile.  Cette  méthode  est  donc,  d'après  l'expérience,  supérieure  à 
toutes  les  autres  ;  elle  rend  les  observations  indépendantes  des 
corrections  de  diamètre,  en  même  temps  que  des  incertitudes  sur 
le  mode  de  pointé  par  tangence,  et  par  conséquent  des  erreurs 
personnelles  que  ce  dernier  genre  de  pointé  introduit.  Je  la  re- 
commande donc  spécialement  aux  observateurs.  Il  est  évident, 
d'ailleurs,  que  mon  procédé  est  applicable  aussi  bien  avec  un 
champ  ne  donnant  qu'une  fraction  de  l'image  solaire  qu'avec  un 
champ  donnant  l'image  entière  de  l'astre. 

41.  —  J'ai  déjà  parlé  des  verres  absorbants  qu'on  emploie  de- 
vant l'oculaire  de  la  lunette  pour  pointer  le  soleil,  et  j'ai  indiqué 
l'utilité  qu'il  y  a  dans  le  cas  des  observations  de  hauteur  à  employer 
des  verres  laissant  la  lumière  blanche.  Deux  prismes  de  Nicol 
croisés  à  angle  droit  et  interposés  entre  les  deux  verres  de  l'ocu- 
laire forment  aussi  un  système  à  la  fois  extincteur  de  la  lumière 
et  de  la  chaleur  si  dangereuse  pour  l'œil,  système  qui  ne  colore 
nullement  l'image.  Dans  ce  cas,  l'extinction  se  fait  par  polari- 
sation. Mais,  pour  employer  ce  moyen,  il  faut  un  oculaire  disposé 
pour  laisser  entre  les  deux  verres  l'intervalle  nécessaire;  et  comme 
l'accroissement  de  cet  intervalle  diminue  le  grossissement,  on 
remédie  à  cet  inconvénient  en  faisant  un  oculaire  de  trois  verres 
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formant,  par  conséquent,  un  microscope  composé.  Nous  avons 
vu,  d'ailleurs,  que  Toculaire  est  sans  influence  sur  la  ligne  de 
collimation,  de  sorte  qu'on  peut  changer  d'oculaire  suivant  l'astre 
qu'on  veut  observer. 

Mais  il  existe,  pour  le  soleil,  un  moyen  d'observation  excellent 
dû  à  M.  Quetelet.  Il  consiste  à  éloigner  l'oculaire  d'une  quantité 
suffisante  pour  que  ce  dernier,  au  lieu  de  former  une  image  vir- 
tuelle en  avant  de  lui,  forme  une  image  réelle  en  arrière.  Le 
déplacement  à  imprimer  dans  ce  but  à  l'oculaire  est  assez  petit. 
Alors  on  reçoit  l'image  du  soleil  sur  une  feuille  de  carton  ou  de 
papier  blanc  qu'on  éloigne  ou  approche  de  l'oculaire  pour  recon- 
naître la  distance  à  laquelle  l'image  et  les  fîls  se  dessinent  le  plus 
nettement  sur  la  feuille.  On  augmente  à  volonté  la  distance  à 
laquelle  répond  le  maximum  de  netteté  en  rapprochant  l'oculaire 
des  fils,  ou  on  la  diminue,  s'il  le  faut,  en  éloignant  ce  dernier. 
Quand  on  a  obtenu  ainsi  une  image  nette  et  un  peu  grande  de 
l'astre  et  des  fils,  car  les  deux  images  se  forment  ensemble, 
puisque  les  fils  sont  dans  le  plan  de  l'image  donnée  par  l'objectif, 
on  peut,  par  le  mouvement  de  la  lunette  qui  entraîne  son  cercle 
gradué,  amener  le  point  que  l'on  veut  de  l'image  solaire  sous  la 
croisée  des  fils;  et  le  point  ainsi  placé  sous  cette  croisée  des  fîls 
n'est  autre  que  celui  qu'on  verrait  au  même  instant  sous  ce  point 
de  croisement,  si,  l'oculaire  étant  plus  enfoncé,  on  regardait  dans 
la  lunette.  Il  s'ensuit  donc  qu'on  peut  soit  placer  le  bord  du  soleil 
en  contact  avec  les  fils  par  la  méthode  du  pointé  tangentiel,  soit 
bissecter*  par  un  des  fils  un  segment  séparé  de  l'image  par  l'autre 
fil  suivant  ma  méthode  de  pointé.  L'image  du  soleil  sur  le  papier 
est  alors  blanche  et  trop  faible  pour  fatiguer  la  vue,  si  on  lui  a 
donné  une  amplification  convenable.  Un  écran  percé  d'un  trou 
placé  devant  Toculaire  et  laissant  passer  les  rayons  qui  ont  tra- 
versé ce  dernier,  sert  à  empêcher  les  rayons  directs  du  soleil  ex- 
térieurs à  la  lunette  de  tomber  sur  la  feuille  de  papier.  La  lunette 
est,  d'ailleurs,  facilement  dirigée  sur  le  soleil  à  l'aide  de  l'examen 
de  son  ombre. 

La  méthode  de  M.  Quetelet,  que  nous  venons  d'indiquer,  a,  en 
outre,  l'avantage  de  permettre  à  plusieurs  observateurs  d'observer 
à  la  fois  avec  le  même  instrument,  de  façon  à  comparer  leur  ma- 
nière de  pointer  et  d'estimer  le  temps  du  passage  d'un  bord  du  soleil 
derrière  les  fil$,  et  il  dispense  de  l'emploi  des  verres  absorbants. 
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42. — Je  viens  de  dire  que,  pour  diriger  une  lunette  sur  le  soleil, 
on  peut  se  guider  sur  Texamen  de  son  ombre.  Aussi,  quand  on  veut 
observer  le  soleil,  parvient-K)n  très-vite  à  obtenir  dans  le  champ 
rimage  solaire.  Mais  il  n*enestpas  de  même  pour  les  étoiles  quand 
la  lunette  grossissant  convenablement  pour  l'observation  a  un 
champ  très-restreint.  Dans  les  très-grandsinstruments,  on  assujettit 
sur  les  grandes  lunettes  une  autre  petite  lunette  grossissant  peu 
et  offrant  par  conséquent  un  très-grand  champ  ;  puis,  au  moyen  de 
vis,  on  amène  la  ligne  de  collimation  de  cette  petite  lunette  à  être 
parallèle  à  celle  de  la  grande,  résultat  qui  est  obtenu  si  un  même 
objet  éloigné  est  à  la  fois  bissecté  par  les  fils  des  deux  instruments, 
lorsque  l'un  d'eux  est  dirigé  vers  lui.  Quand  cette  position  relative 
des  deux  lunettes  a  été  obtenue,  il  suffit  de  chercher  un  objet  avec 
la  petite  lunette,  qui  le  fait  trouver  facilement,  puis  d'amener  en- 
suite cet  objet  sous  la  croisée  des  fils,  pour  qu'en  mettant  en- 
suite l'œil  à  la  grande  lunette,  cet  objet  se  trouve  dans  le  champ 
de  cette  dernière.  Les  petites  lunettes,  ainsi  accolées  aux  grandes, 
portent  le  nom  de  chercheurs. 

Les  artistes  négligent  à  tort  de  munir  les  lunettes  des  théo- 
dolites répétiteurs  d'un  moyen  de  mettre  rapidement  dans  le 
champ  l'astre  qu'on  veut  observer.  Le  grossissement  de  ces  ins- 
truments ne  nécessite  pas  de  chercheur,  mais  il  devrait  y  avoir 
une  alidade  avec  des  pinnules,  l'une  très-petite  près  de  l'œil, 
Tautre  au  bout  opposé  très-grande  et  circulaire,  de  façon  à  sous- 
tendre  un  angle  de  3"*  à  5"*  pour  l'œil  placé  près  de  la  pinnule  ocu- 
laire. On  pointerait  alors  beaucoup  plus  vite,  car  il  sufQrait  de 
mettre  l'astre  au  milieu  du  cercle,  dont  la  lanterne  de  l'observa- 
teur éclairerait  faiblement  le  pourtour,  pour  que  cet  astre  se  mon- 
trât dans  la  lunette.  Il  n'y  aurait  qu'avantage  à  tendre  des  fils  dans 
ce  cercle  pour  en  marquer  le  milieu.  Je  ne  peux  trop  recommander 
aux  voyageurs  qui  veulent  se  servir  des  instruments  répétiteurs,  de 
faire  ajouter  cette  disposition  à  leurs  instruments.  La  pratique 
apprend  qu'on  perd  plus  de  temps  à  chercher  une  étoile  qu'à  l'ob- 
îierver,  lorsqu'il  n'a  pas  été  pris  une  bonne  disposition  pour  fa- 
ciliter la  recherche  ;  et  quand  on  multiplie  les  observations,  la 
perte  de  temps,  indépendamment  de  la  fatigue  qu'elle  impose  à 
l'observateur,  devient  alors  très-regrettable,  surtout  quand  l'at- 
mosphère chargée  de  nuages  oblige  à  profiter  rapidement  des  éclair- 

cies.  La  disposition  que  je  viens  d'indiquer  a  de  plus  l'avantage 
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de  permettre  à  l'observateur  de  reconnaître  avec  sûreté  que  l'é- 
toile qu'il  voit  dans  le  champ  est  bien  celle  qu'il  veut  observer.  La 
facilité  des  pointés,  en  permettant  de  multiplier  les  observations, 
est  aussi  un  moyen  d'augmenter  la  précision  des  résultats. 

43.  —  Quand  un  astre  est  très-voisin  du  zénith,  ce  qui  obligerait 
l'observateur  à  prendre  une  position  fatigante  et  dans  laquelle  il 
serait  exposée  heurter  l'instrument,  on  place  devant  l'oculaire  un 
prisme  à  réflexion  totale  à  45^,  prisme  qui  change  la  direction  de 
l'image  et  permet  de  regarder  toujours  horizontalement,  si  la  face 
devant  laquelle  on  place  l'œil  est  parallèle  au  limbe  horizontal  de 
l'instrument,  ou  de  regarder  en  bas  si  elle  lui  est  perpendiculaire. 
On  donne  d'ailleurs  au  prisme,  en  le  tournant,  la  direction  qu'on 
veut.  Il  peut  aussi  être  placé  entre  les  deux  verres  de  l'oculaire. 
Le  prisme,  comme  l'oculaire,  ne  change  rien  à  la  précision  des 
pointés,  puisqu'il  n'influe  pas  sur  la  ligne  de  coUimation;  il 
lui  est  extérieur,  et  dévie  à  la  fois  de  la  même  manière  l'image 
des  objets  et  celle  des  fils.  Son  unique  inconvénient  est  de  forcer 
a  diminuer  un  peu  le  grossissement  de  l'oculaire,  à  cause  de  la  né- 
cessité d'écarter  les  deux  verres  si  on  interpose  le  prisme  entre  eux, 
ou  d'écarter  l'œil  de  l'oculaire  si  ce  prisme  est  situé  en  dehors  de  ce 
dernier.  On  peut  remédier  à  cet  inconvénient  en  employant  pour 
oculaire  un  microscope  composé,  et  en  interposant  le  prisme  entre 
l'objectif  de  ce  microscope  et  l'oculaire.  Cet  oculaire  microscope 
composé  ne  diffère  de  l'oculaire  ordinaire,  ou  microscope  simple, 
que  par  l'interposition  de  son  objectif,  qui  reforme  en  arrière  de 
lui  dans  un  même  plan,  et  plus  ou  moins  amplifiées,  l'image  des 
fils  et  la  répétition  de  l'image  de  l'objet  formée  par  l'objectif.  C'est 
ensuite  sur  cette  image  amplifiée  qu'agit  l'oculaire.  L'amplification , 
dans  le  cas  que  nous  considérons ,  peut  être  calculée  de  telle 
manière  que,  combinée  avec  celle  du  nouvel  oculaire,  elle  repro- 
duise l'amplification  de  l'oculaire  ordinaire.  Il  n'y  a  alors  comme 
inconvénient  qu'une  très- petite  perte  de  lumière  en  plus  par  suite 
des  réflexions  par  les  surfaces  de  l'objectif  du  microscope  com- 
posé oculaire. 

44.  —  Outre  l'erreur  d'inclinaison  dont  nous  avons  déjà  parlé, 
il  existe  dans  les  instruments  une  autre  erreur,  que  l'on  appelle 
erreur  de  coUimation ,  et  qui  consiste  en  ce  que  l'axe  optique 
de  la  lunette  n'est  pas  perpendiculaire  à  l'axe  horizontal  do 
rotation  de  celte  dernière.  Il  résulte  de  cette  erreur  que  Taxe 
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optique  de  la  lunette,  au  lieu  de  décrire  un  plan,  décrit  un  cône. 
Dans  les  instruments  de  grande  dimension,  pour  lesquels  la 
lunette  n'est  pas  excentrique,  on  détermine  la  coUimation  à  l'aide 
des  collimateurs.  On  appelle  ainsi  une  lunette  fixe  composée  d'un 
objectif  et  d'un  réticule  formé  de  deux  fils  croisés,  placés  à  son 
foyer  principal  et  éclairés  par  derrière.  Les  rayons  émanés  de  ces 
fils  sortent  de  l'objectif  parallèles  entre  eux  et  à  l'axe  optique  du 
collimateur,  de  sorte  que,  si  on  vise  avec  la  lunette  de  l'instrument 
dans  cette  direction,  on  obtient,  dans  cette  lunette,  une  image  des 
fflsdu  collimateur,  image  qui  se  forme  au  foyer  exactement  comme 
si  ces  fils  étaient  placés  à  l'infini.  Quand  on  amène  l'image  de  la 
croisée  des  fils  du  collimateur  sous  celle  des  fils  de  la  lunette  d'ob- 
servation, on  est  sûr  alors  que  l'axe  optique  de  la  lunette  d'obser- 
)fation  est,  sinon  dans  le  prolongement  de  l'axe  optique  du  colli- 
mateur, du  moins  parallèle  à  cet  axe.  L'emploi  du  collimateur 
exige  impérieusement  que  son  objectif  soit  de  même  grandeur  que 
celui  de  la  Innette  d'observation,  ce  qu'on  exprime  en  disant  que 
les  deux  objectifs  sont  de  même  ouverture  :  si,  en  effet,  l'objectif 
du  collimateur  était  plus  petit  que  celui  de  la  lunette,  la  totalité 
de  la  surface  de  ce  dernier  ne  serait  pas  employée  pour  la  forraa- 
tîoti  de  l'image  des  fils  du  collimateur.  Or,  à  cause  des  petites  im- 
perfections des  objectifs,  comme  nous  l'avons  dojà  vu,  tous  les 
rayons  qui  concourent  à  la  formation  d'une  image  ne  se  croisent 
pas  en  un  point  mathématique.  Il  en  résulte  que  l'image  d'un 
point  possède  une  certaine  dimension.  En  supprimant  l'interven- 
tion d'une  partie  de  la  surface  de  l'objectif,  on  est  donc  exposé  à 
supprimer  une  partie  de  cette  image,  et  dès  lors  le  centre  de  la 
partie  restante  peut  être  différent  de  celui  de  l'ensemble.  Donc 
la  ligne  de  collimation,  répondant  à  un  objectif  entier,  peut  dif- 
férer de  celle  qui  répond  à  une  portion  seulement  de  sa  surface. 
Conséquemment,  l'objectif  entier  doit  servir  dans  le  pointé  sur 
le  collimateur  comme  il  sert  pour  les  astres. 

Pour  obtenir  avec  un  collimateur  la  collimation  d'un  théodo- 
lite centré  ou  d'un  nlt-azimut,  on  peut  opérer  de  la  manière  sui- 
Tante  : 

On  pointe  d'abord  la  lunette  de  l'alt-azîmut  sur  le  collimateur, 
qui  est  à  peu  près  horizontal,  et  que,  pous  fixer  les  idées,  nous 
supposerons  au  nord.  Le  pointé  étant  fait  avec  soin,  on  lit  la  di- 
vision correspondante  du  limbe  azimutal,  puis  on  fait  tourner  la 
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lunette  autour  de  son  axe  horizontal ,  de  telle  sorte  que  robjectif 
qui  était  au  nord  se  trouve  au  sud  ;  on  décale  ensuite  le  cercle  azi- 
mutai  et  on  fait  tourner  Tinstrument  autour  de  son  axe  vertical, 
jusqu'à  ce  que  Ton  ait  ramené  Taxe  optique  de  la  lunette  sur  le  col- 
limateur. Cette  rotation  de  l'instrument  devra  être  exactement  de 
i  SO""  si  la  coUimation  est  nulle;  mais  s'il  existe  une  collimation,  la 
rotation  sera  de  ISO"",  plus  ou  moins  le  double  de  l'angle  de  colli- 
mation,  et  cette  rotation ,  connue  par  une  seconde  lecture  du 
limbe  azimutal,  fera,  par  conséquent,  connaître  la  coUima- 
tion. 

Dans  cette  manière  d'opérer,  il  est  facile  de  voir  que,  si  la  gra- 
duation du  limbe  azimutal  est  exacte,  on  aura  exactement  la  coUi- 
mation, quelle  que  soit  l'excentricité  de  ce  limbe,  pourvu  que  les 
lectures  qui  donnent  la  rotation  soient  faites  à  la  fois  par  deux 
verniers  ou  deux  microscopes  opposés,  en  prenant  ensuite  la 
moyenne  ;  ce  qui,  comme  nous  le  verrons  plus  tard,  compense 
l'influence  de  l'excentricité  du  cercle  gradué. 

Mais  si  la  graduation  n'est  pas  exacte,  on  aura  une  erreur  sur  la 
collimation.  On  pourrait  faire  disparaître  cette  erreur  si  l'instru- 
ment était  répétiteur,  en  employant  successivement  les  diverses 
parties  du  limbe  ;  mais  alors  une  détermination  de  la  collimation 
serait  une  opération  longue,  puisque  cela  revient  à  la  déterminer 
plusieurs  fois.  Il  y  a  conséquemment  avantage  à  se  servir  de 
deux  collimateurs  opposés. 

Pour  faire  comprendre  cette  nouveUe  méthode,  nous  ferons  re- 
marquer que,  si  l'on  a  deux  collimateurs  opposés,  dirigés  l'un  vers 
l'autre,  et  si  l'on  munit  l'un  d^eux  momentanément  d'un  oculaire, 
on  apercevra  à  la  fois  dans  le  champ  ses  fils  et  celui  du  collima- 
teur opposé.  On  pourra  donc  pointer  ce  collimateur  sur  l'autre  de 
sorte  que  les  deux  axes  optiques  des  collimateurs  soient  parallèles  ; 
après  quoi  on  enlèvera  l'oculaire  du  collimateur  et  on  rétablira 
l'éclairage  (1). 

Il  faut  toutefois  remarquer  que,  si  on  place  ainsi  deux  collima- 
teurs opposés  des  deux  côtés  de  l'alt-azimut,  par  exemple  l'un  au 
nord  et  l'autre  au  sud,  l'opération  du  pointé  dont  nous  venons  de 
parler,  présentera  une  difficulté  résultant  de  ce  que  la  lunette  de 
l'alt-azimut  se  trouvera  sur  le  trajet  des  rayons  allant  de  l'un  des 

(1)  L'écltira^  peut  tu  besoin  se  faire  à  trtveri  les  oculaires  des  coUimi- 
leurs. 
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collimateurs  à  l'autre.  Pour  lever  cette  difficulté,  on  perte  le  tube 
de  la  lunette  de  l'alt-azimut  dans  un  sens  perpendiculaire  à  Taxe 
optique  et  à  l'axe  de  rotation  de  cette  lunette,  et  alors,  pour  pointer 
les  deux  collimateurs  l'un  sur  Tautre,  il  suffit  de  mettre  la  lunette 
de  Tait-azimut  dans  une  situation  verticale,  et  d'ouvrir  le  tube  de 
cette  lunette. 

Les  deux  collimateurs  étant  pointés  l'un  sur  l'autre,  on  a  la  col- 
limation  de  l'instrument  avec  la  plus  grande  facilité.  U  suffit  pour 
cela  de  pointer  la  lunette  de  l'altrazimut  sur  le  collimateur  nord, 
par  exemple,  puis  de  faire  tourner  cette  lunette  autour  de  son  axe 
horizontal,  de  manière  à  porter  son  objectif  au  sud.  Alors,  si  la 
collimation  est  nulle,  la  lunette  doit  se  trouver  pointée  sur  le  colli- 
mateur sud  ;  s'il  en  est  autrement,  la  quantité  dont  il  faut  faire 
tourner  l'instrument  pour  qu'il  en  soit  ainsi,  fait  connaître  le 
double  de  la  collimation,  et  le  sens  de  la  rotation  donne  le  signe 
de  cette  erreur. 

Dans  cette  seconde  manière  d'opérer,  les  erreurs  de  graduation 
ne  sont  pas  tant  à  craindre  que  dans  la  première,  puisque  les  er^ 
reurs  sur  les  arcs  de  1 80''  sont  éliminées,  et  puisque  la  quantité 
delà  rotation  qui  est  très-petite,  se  trouve  aisément  mesurée  d'ail- 
lears  par  les  microscopes,  abstraction  faite  de  la  graduation  de 
rinstrument.  De  plus,  si  la  lunette  de  l'instrument  est  munie  d'un 
micromètre,  c'est-à-dire  d'un  fil  mobile  à  son  réticule,  fil  con- 
duit par  une  vis  de  rappel  micrométrique,  on  peut,  en  pointant  le 
premier  collimateur  avec  ce  fil  mobile,  puis  pointant  le  deuxième 
a?ec  le  même  fil,  connaître,  en  prenant  la  moyenne  des  lectures 
(en  ayant  égard,  s'il  y  a  lieu,  aux  difiérences  des  valeurs  en  arc 
des  divisions  micrométriques) ,  la  position  du  fil  mobile  pour  la- 
quelle la  collimation  est  nulle.  Pointant  alors  les  fils  fixes  avec  ce 
dernier,  la  différence  transformée  en  arc  des  lectures  obtenues  sur 
ces  fils  fixes  et  de  la  lecture  sans  collimation ,  donne  la  collima- 
tion pour  chaque  fil. 

De  cette  façon ,  la  graduation  des  limbes  n'a  plus  à  intervenir 
dans  la  détei'mination  de  la  collimation.  C'est  le  moyen  qu'on  em- 
ploie pour  la  lunette  méridienne ,  quand  on  veut  déterminer  sa 
collimation  à  l'aide  de  deux  collimateurs  opposés. 

Si  l'instrument  n'a  pas  lui-même  de  micromètre  à  sa  lunette, 
on  peut  encore  déterminer  la  collimation  avec  deux  collimateurs 
opposés  dans  le  cas  de  la  lunette  méridienne  qui  n'a  pas  de  cercle 


86  THÉORIE  DES  LNSTRUMENTS. 

gradué  horizontal  comme  les  ait-azimuts,  pourvu  que  Tun  des  deux 
collimateurs  soit  lui-même  muni  d'un  micromètre,  dont  les  va- 
leurs des  divisions  peuvent  être  connues,  si  on  pointe  successi- 
vement sur  les  divers  iils  de  la  lunette  méridienne  dont  les  inter- 
valles sont  eux-mêmes  connus.  Pour  cela,  on  pointe  le  premier 
collimateur  qui  n'a  pas  de  micromètre,  celui  du  nord  par  exemple, 
sur  la  lunette  méridienne,  puis  on  pointe  le  deuxième  collimateur 
sur  le  premier,  et  on  dirige  la  lunette  méridienne  sur  le  deuxième 
collimateur.  Pointant  alorsaveclemicromètredecedernierlefildu 
milieu  de  la  lunette,  la  quantité  réduite  en  arc  dont  il  faut  déplacer 
le  fil  mobile  donne  le  double  de  la  coUimation  de  ce  fil  du  milieu, 
et  comme  la  distance  de  ce  dernier  au  fil  moyen  fictif  est  connue, 
on  en  déduit  la  coUimation  de  ce  dernier.  Le  deuxième  collimateur, 
dans  ce  cas,  au  lieu  d'un  fil  mobile,  peut  avoir  un  fil  fixe,  pour>u 
qu'un  appareil  micrométrique  mesure  sa  rotation  pour  pointer. 
Cela  revient  évidemment  au  même  qu'un  micromètre  à  fil  mobile. 

Nous  ferons  remarquer  que,  d'après  ce  qui  précède,  la  combi- 
naison de  l'emploi  d'un  seul  ou  de  deux  collimateurs  peut  être 
employée  à  l'étude  des  erreurs  de  la  graduation  des  cercles  azimu- 
taux  pour  les  arcs  de  180  degrés. 

Nous  avons  vu  précédemment  qu'il  était  utile,  pour  la  détermi- 
nation de  la  différence  de  diamètre  des  tourillons  de  l'axe  horizon- 
tal de  la  lunette,  que  cet  axe  pût  être  renversé,  c'est-à-dire  que 
l'on  pût  placer  le  tourillon  de  droite  sur  le  coussinet  de  gauche  et 
inversement.  Lorsque  l'instrument  est  ainsi  disposé,  on  peut  uti- 
liser aussi  le  renversement  pour  la  détermination  de  la  coUimation, 
a  l'aide  d'un  seul  collimateur.  Supposons  en  effet  que  la  lunette 
soit  pointée  sur  ce  coUimateur.  Si  la  coUimation  est  nulle,  après 
le  retournement  de  l'axe,  la  lunette  sera  encore  pointée  sur  le 
collimateur,  mais  s'il  y  a  coUimation ,  il  faudra  pour  rétablir  le 
pointé  faire  mouvoir  le  micromètre  du  double  de  la  coUimation. 

Ce  procédé,  qu'on  emploie  dans  les  lunettes  méridiennes  pour 
déterminer  la  coUimation  avec  un  seul  colUmateur,  est  toutefoi> 
moins  bon  que  celui  des  deux  coUimateurs  ;  parce  que,  dans  l'o- 
pération du  retournement,  le  poids  des  appareils  peut  donner  Ueu 
à  des  accidents  et  à  un  changement  de  la  coUimation.  Il  est  donc 
toujours  bon  que  les  grands  instruments  soient  munis  de  deux 
coUimateurs. 

1 1  est  important,  pour  donner  à  la  détermination  de  la  coll  mation 
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une  précision  ^gale  à  celle  du  pointé  de  la  lunette,  de  noter  que 
les  collimateurs,  ou  du  moins  celui  qu'on  doit  pointer  sur  Tautre, 
doivent  avoir  au  moins  la  même  distance  focale  que  la  lunette, 
saas  quoi  le  réglage  des  collimateurs  Tun  sur  Tautre  n'aurait  pas 
la  précision  du  pointé  de  la  lunette  d^observation. 

Quand  on  détermine  la  coUimation  par  retournement  de  Taxe 
horizontal,  on  peut  se  passer  de  collimateurs  et  faire  usage  d'une 
mire  éloignée.  C'est  de  cette  manière  que  l'on'détermine  la  coUi- 
mation pour  les  petits  théodolites  à  lunette  centrée.  Il  faut  pour 
cela  que  la  lunette  soit,  aussi  exactement  que  possible,  au  milieu 
de  Taxe  horizontal.  C'est  ce  qui  a  lieu  généralement  par  construc- 
tion avec  une  précision  suffisante,  mais  qui,  n'étant  pas  rigoureu- 
sement nécessaire  pour  le  procédé  des  collimateurs,  donne  tou- 
jours l'avantage  à  ce  dernier  moyen.  Pour  les  lunettes  d'un  fort 
pouvoir  amplifiant,  c'est-à-dire  pour  les  grands  instruments,  les 
oscillations  dues  à  l'atmosphère  réduisent  considérablement  la 
précision  de  la  mesure,  ce  qui  rend  les  collimateurs  nécessaires. 

U  importe  bien  de  remarquer  que  la  difiérence  entre  un  colli- 
mateur et  une  mire  consiste  en  ce  que  le  premier  définit  une  di- 
rection, de  sorte  que  l'instrument  peut  se  déplacer  un  peu  paral- 
lèlement à  lui-même  sans  modification  du  pointé.  La  mire  au 
coDtraire  ne  permet  pas  le  transport  parallèle  sans  dépointement. 
Elle  sert  donc  à  définir  une  ligne  d'une  manière  complète. 

Avec  les  théodolites  excentriques,  on  ne  peut  pas  déterminer  la 
collimation  par  l'emploi  d'un  seul  collimateur.  Pour  l'obtenir,  il 
faut  déterminer  l'écart  des  deux  positions  de  la  lunette  lorsqu'elle 
est  à  gauche  ou  à  droite  du  limbe  dans  deux  situations  parallèles, 
et  on  place  à  une  grande  distance  deux  mires,  à  un  éloignement 
l'une  de  l'autre  égal  à  l'écart  de  ces  deux  positions  de  la  lunette  et 
de  telle  sorte  que  la  ligne  qui  joint  ces  deux  mires  soit  perpendi- 
culaire à  celle  qui  joindrait  le  centre  du  théodolite  au  milieu  de 
leur  intervalle.  La  lunette  du  théodolite  étant  à  gauche  du  limbe, 
on  pointe  sur  la  mire  de  gauche  et  on  cale  le  limbe  azimutal.  On 
fait  ensuite  tourner  la  lunette  autour  de  son  axe  horizontal,  de 
sorte  que  son  objectif,  s'il  était  au  nord,  par  exemple,  se  trouve 
au  sud,  puis  on  décale  et  on  vise  à  la  mire  de  droite.  S'il  n'y  a  pas 
de  collimation,  le  cercle  azimutal  doit  tourner  exactement  de 
1 80*  degrés  pour  ce  second  pointé,  autrement,  il  tourne  de  1 80",  plus 
ou  moins  le  double  de  la  collimation,  suivant  le  sensdecette  erreur. 
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On  pourrait  également  n'employer  qu'une  seule  mire,  mais  il 
faudrait  alors  exactement  connaître  la  distance  de  cette  mire  au 
centre  de  l'instrument.  On  déduirait  alors  de  là  l'angle  A  sous- 
tendu  à  la  mire  par  les  deux  positions  de  la  lunette  à  gauche  et  à 
droite  du  limbe.  En  visant  alors  à  la  mire,  lunette  à  droite  et  lu- 
nette à  gauche,  on  ferait  les  lectures  azimutales  correspondantes, 
ce  qui  donnerait  la  quantité  de  la  rotation.  Or,  la  lunette  ayant  dû 
tourner  de  180"*  +  A+  le  double  de  la coUimation ,  on  connaî- 
tra la  collimation  puisqu'on  connaît  A. 

Lorsqu'on  possède  deux  collimateurs  opposés  pointés  l'un 
sur  l'autre,  on  peut  également  s'en  servir  pour  déterminer  la  col- 
limation des  théodolites  excentriques.  Il  suffit  pour  cela,  après 
avoir  calé  convenablement  le  cercle  azimutal,  de  faire  tourner  la 
lunette  autour  de  son  axe  horizontal  pour  pointer  sur  ces  deux 
collimateurs. 

Nous  verrons  plus  loin  (n^  57)  d'autres  moyens  d'obtenir  la 
collimation  du  théodolite  excentrique  sans  collimateur,  par  le 
pointé  au  nadir,  suivant  la  méthode  de  Bohnenberger,  et  par  le 
pointé  zénithal  suivant  la  méthode  de  Porro.  Nous  verrons  aussi 
le  parti  qu'on  pourrait  tirer  d'un  collimateur  dans  l'axe. 

45.  —  Lorsque  la  collimation  est  connue,  il  est  facile  de  calcu- 
ler l'erreur  qu'elle  peut  introduire  sur  les  mesures  azimutales. 

En  effet,  par  le  centre  de  l'instrument,  menons  un  plan  vertical 
M  perpendiculaire  à  l'axe  horizontal  de  la  lunette,  et  par  la  verti- 
cale et  l'axe  optique  de  la  lunette,  menons  un  second  plan  vertical 
N.  Ces  deux  plans  couperont  la  sphère  céleste  suivant  deux  arcs 
de  grand  cercle  verticaux  qui  intercepteront  sur  l'horizon  un 
arc  $a,  qui  est  la  mesure  de  l'erreur  introduite  sur  l'azimut  par  la 
collimation  de  l'instrument.  Par  l'axe  optique  de  l'instrument, 
menons  un  plan  perpendiculaire  au  plan  M  ;  l'arc  de  cercle  inter- 
cepté sur  la  sphère  céleste  par  ce  troisième  plan,  entre  les  deux 
plans  précédents,  est  précisément  égal  à  la  collimation  c,  de  sorte 
que  si,  du  point  où  l'axe  optique  perce  la  sphère  céleste,  on  abaisse 
une  perpendiculaire  sur  le  plan  M,  la  longueur  de  cette  perpendi- 
culaire sera  égale  à  sin  c.  Cette  perpendiculaire  à  M  est  d'ailleurs 
horizontale,  puisque  M  est  vertical.  Par  cette  perpendiculaire  me- 
nons donc  un  plan  horizontal,  l'intersection  de  ce  plan  par  la 
sphère  céleste  sera  un  arc  de  petit  cercle,  dont  le  rayon  sera  égal 
au  cosinus  de  l'angle  de  l'axe  optique  de  la  lunette  avec  l'horizon, 
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OU  au  cosinus  de  la  hauteur  apparente  de  l'astre,  hauteur  que  nous 
appellerons  h. 

Or  le  triangle  rectangle  formé  par  l'intersection  du  plan  de  ce 
petit  cercle  par  les  plans  M  et  N  d'une  part,  et  par  la  perpendicu- 
laire sin  c  abaissée  de  l'extrémité  de  Taxe  optique  sur  M,  est  sem- 
blable au  triangle  rectangle  formé  par  l'intersection  de  M  et  N  par 
l'horizon  et  par  la  perpendiculaire  sin  la  abaissée  sur  M  du  point 
où  l'intersection  de  N  par  l'horizon  coupe  la  sphère  céleste. 

On  aura  donc  la  proportion  : 

sin  0  a  :  sin  c  :  :  1  :  cos  A, 
d'où 

sin  S  a=  sine  sec  A. 

c  ou  la  coUimation  étant  un  très-petit  arc,  on  peut  remplacer 
le  sinus  par  l'arc.  Il  en  est  de  même  de  Sa,  excepté  dans  le  voisi- 
nage du  zénith. 

On  peut  donc  poser  sans  erreur  sensible 

Sa  =  csecA, 

formule  de  correction  très-simple. 

La  correction  5a  à  joindre  à  l'azimut  compté  du  nord  vers  l'ouest 
sera  positive  quand  la  coUimation  portera  Taxe  optique  vers  la 
gauche  de  Tobservateur ,  et  négative  dans  le  cas  contraire. 

Dans  le  voisinage  du  zénith,  l'erreur  sur  la  coUimation  peut  in- 
troduire une  erreur  considérable  sur  l'azimut ,  comme  on  le  voit 
par  la  formule.  Il  semble  donc  qu'on  doit  proscrire  les  observa- 
tions près  du  zénith,  autrement  que  pour  l'étude  même  des  cor- 
rections de  l'instrument  ;  mais  nous  verrons  plus  loin  le  moyen 
d'employer  les  observations  voisines  à  la  fois  du  zénith  et  du  mé- 
ridien. 

Tant  que  h  est  loin  de  90^,  une  erreur  sur  h  n'introduit  qu'une 
erreur  du  second  ordre  sur  $a;  on  a  en  effet  en  différentiant  la  for- 
mule 

8a  =  csecA, 

par  rapportât 

8. 8  a  =  c  sec  A  tang  A  5  A, 

expression  dans  laqueUe  le  second  membre  est  du  second  ordre, 
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tant  que  le  produit  sec  A  o  A  n'est  pas  très-grand ,  puisque  c  et  oA 
sont  très-petits. 

Il  est  évident  qu'au  théodolite,  l'influence  de  la  coUimation  sur 
les  lectures  azimutales  est  de  sens  contraire  dans  la  position  directe 
et  dans  la  position  inverse  de  l'instrument,  et  si  les  observations 
sont  faites  à  la  même  hauteur,  les  erreurs  sont  alors  égales  et  de 
signe  contraire.  Il  en  résulte  qu'on  élimine  l'influencedela  coUima- 
tion en  observant  dans  les  deux  positions  et  en  prenant  la  moyenne 
des  hectures.  L'élimination  est  d'autant  plus  parfaite  que  les  hau- 
teurs sont  plus  voisines  de  l'égalité  dans  les  deux  cas. 

46.  —  A  la  lunette  méridienne,  la  collimation  forme  un  angle 
constant  que  l'astre  doit  traverser  entre  l'instant  de  l'observation 
et  celui  de  son  passage  au  plan  méridien.  En  appelant  c  la  colli- 
mation de  l'instrument  exprimée  en  secondes  d'arc,  une  étoile  équa- 
toriale  emploiera  donc  un  nombre  de  secondes  de  temps  égal  à 

—  pour  parcourir  cet  intervalle,  puisqu'une  seconde  de  temps 
lo 

répond  à  15  secondes  d'arc  parcourues.  Une  étoile  de  déclinai- 
son D  emploiera  pour  parcourir  cet  angle  constant  un  temps  plus 
long  dans  le  rapport  inverse  de  sa  vitesse  à  celle  d'une  étoile  équa- 
toriale,  vitesse  qui,  comme  nous  l'avons  vu  en  parlant  de  l'inter- 
valle des  lils  des  lunettes  (n""  33),  est  cos  D,  en  appelant  1  celle  d'une 

étoile  équatoriale.  Le  temps  employé  par  une  étoile  quelconque 

c 

à  traverser  le  petit  angle  c  est  donc  7= =;. 

^         ^  15  cos  D 

Si  la  collimation  est  vers  l'est,  c'est-à-dire  si  la  lunette  dévie 
vers  l'est,  le  passage  aura  lieu  à  la  lunette  pour  les  passages 
supérieurs  des  étoiles  plus  tôt  qu'au  méridien  ;  le  contraire  aura 
lieu  pour  les  passages  inférieurs.  En  regardant  donc  c  comme  po- 
sitif quand  la  déviation  est  vers  l'est,  comme  négatif  quand  elle 
est  vers  l'ouest,  on  devra,  pour  avoir  le  vrai  instant  du  passage 
au  méridien,  joindre  à  l'instant  observé  le  nombre  de  secondes 
donné  par  l'équation 


45  cos  D 


le  signe  supérieur  se  rapportant  au  passage  supérieur,  l'infé- 
rieur au  passage  inférieur.  A  la  lunette  méridienne  comme  au 
théodolite,  la  moyenne  d'observations  position  directe  et  inverse 
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de  rinstrumeot  élimine  la  collimation  quand  celle-ci  n'a  pas 
changé  dans  le  retournement  de  Taxe  sur  les  coussinets. 

47.  — 11  nous  reste  maintenant  à  corriger  les  observations 
de  hauteur  de  l'erreur  introduite  par  la  collimation. 

La  distance  zénithale  mesurée  avec  un  instrument  dont  la  col- 
limation est  c,  est  celle  du  pied  de  la  perpendiculaire  abaissée  de 
l'extrémité  de  l'axe  optique  de  la  lunette  sur  le  limbe  supposé  ri- 
goureusement perpendiculaire  à  l'axe  horizontal.  (Nous  verrons 
plus  tard  les  effets  du  défaut  de  perpendicularité  du  limbe  et  les 
moyens  de  les  compenser  et  d'y  avoir  égard  ;  pour  le  moment, 
nous  supposons  cette  perpendicularité  rigoureuse.  ) 

Appelons  z  la  distance  zénithale  de  l'astre  ainsi  mesurée,  et  z' 
sa  distance  réelle.  La  première  est  dans  le  vertical  du  plan  du 
limbe,  la  seconde  dans  celui  qui  passe  par  l'axe  optique  de  la 
lunette.  Par  le  même  axe  optique  menons  un  plan  perpendicu- 
laire au  limbe.  L'intersection  de  ce  plan  avec  la  sphère  céleste 
sera  un  arc  de  grand  cercle  qui  avec  la  distance  zénithale  vraie  et 
celle  qui  est  mesurée  formera  un  triangle  sphérique  rectangle 
dont  rhypothénuse  est  la  distance  zénithale  vraie;  l'un  des  côtés 
est  la  distance  mesurée,  et  le  S*'  côté  est  égal  à  la  collimation  c 
de  l'instrument. 

On  aura  donc 

(i)  C0S2'  =  C0S2C0SC 

ou 

cos  â'sKCOS  z  —  2  cos  js  sin'  \  c. 

Si  nous  posons  z'  =z  z  +  m,  m  étant  la  correction  à  appli- 
quer à  5  pour  avoir  la  distance  zénithale  vraie  -s*,  l'équation  de- 
viendra 

cos  z  cos  m  —  sin  2  sin  m  =  cos  js — 2  cos  z  sin*  \  v 
ou 

2  cos  z  sin'  ^  m  -f-  sin  ;s  sin  m  =:  2  cos  z  sin*  ^  c. 

En  remplaçant  sîn  m  par  m  sin  1"  et  sin  ^  c  par^  c  sin  l", 
puisque  les  arcs  m  et  c  sont  très-petits,  l'équation  devient 
\  m»  sin  i"  cos  J5  H-  w  sin  j8  =5  ^  c»  sin  1"  cos  z 


92  THÉORIE  DES  INSTRUMENTS. 

d'où 

g*sini''cos3 

2  sin  js  +  «t  sin  i"  cos z* 

Si  dans  cette  expression  on  fait  z  =  0,  auquel  cas  sin  z=zO 
et  cos  j2  =  4 ,  il  vient 

m^  =  c\ 

Ce  qui  montre  qu'au  zénith  Terreur  est  égale  à  la  coUima- 
tion  même,  comme  on  devait  s'y  attendre.  Mais  dès  que  z  est  de 
quelques  degrés,  m  sin  1"  cos  js  est  négligeable  par  rapport  à 
sin  z,  et  la  valeur  de  m  se  réduit  à 

(2)  m  =  5- sin  1"  cota, 

ce  qui  prouve  que  l'erreur  crott  à  mesure  que  z  diminue  et 
qu'elle  est  nuUe  à  l'horizon.  Cette  erreur  étant  du  2'  ordre 
en  c  est  négligeable  jusqu'aux  environs  du  zénith.  Pour  c  =  20" 
et  a  =  5'',  elle  n'atteint  encore  qu'un  centième  de  seconde. 

Dans  le  voisinage  immédiat  du  zénith,  on  calculerait  la  distance 
zénithale  vraie  par  l'équation  (i);la  formule  de  correction  appro- 
chée (2)  cesse  de  lui  être  applicable.  Les  formules  (1)  et  (2)  s'ap- 
pliquent au  cercle  mural  comme  au  théodolite.  Nous  reviendrons 
plus  tard  sur  ce  point  en  traitant  d'une  manière  plus  spéciale  du 
cercle  mural. 

Avec  l'équatorial,  les  effets  de  la  coUimation  se  calculent  comme 
avec  le  théodolite,  tant  pour  les  angles  de  déclinaison  que  pour 
ceux  d'ascension  droite,  en  substituant  seulement  le  pôle  au 
zénith,  c'est-à-dire  les  distances  polaires  aux  distances  zénithales. 
L'identité  de  forme  des  deux  instruments  fait  que  ce  que  nous 
avons  dit  pour  Tun  s'applique  à  l'autre,  en  remarquant  que  Taxe 
vertical  du  théodolite  devient  l'axe  polaire  de  l'équatorial. 

Sur  les  procédés  optiques  qui  peuvent j  dans  les  instruments  mé- 
ridiens  ou  alt-azimutaux ,  faire  connaître  avec  précision  les 
erreurs  instrumentales  au  moment  même  des  observations. 

48.  —  Nous  avons  antérieurement  indiqué  les  moyens  de  déter- 
miner l'inclinaison  des  axes  horizontaux  et  verticaux  des  instnh- 
mentset  de  corriger  les  observations  d'azimut  et  de  hauteur  des  er- 
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reurs  dues  à  ces  inclinaisons.  Nous  avons  examiné  les  dispositions 
qu'il  convient  de  donnera  Taxe  horizontal,  et  nous  avons  fait  voir 
comment,  à  l'aide  du  niveau,  on  peut  reconnaître  Tinégalité  des 
deux  tourillons  de  cet  axe  et  les  irrégularités  qui  proviennent 
du  défaut  de  cylindricité  de  ses  tourillons.  Nous  avons  vu  qu'il 
est  nécessaire,  pour  que  le  nivellement  soit  bon ,  que  les  pattes 
du  niveau  reposent  sur  la  partie  des  tourillons  qui  supporte  le 
poids  de  l'instrument  (1). 

Or,  les  tourillons  ont  forcément,  pour  la  solidité,  une  certaine 
longueur,  et  conséquemment,  si,  indépendamment  de  la  courbure 
que  leur  donne  la  flexion  et  de  leur  défaut  de  cylindricité  dans  le 
sens  des  génératrices  des  cylindres,  ils  n'ont  pas  leurs  axes  situés 
exactement  sur  une  même  ligne  droite,  mais  au  contraire  s'ils  font 
un  angle  entre  eux,  la  distance  des  points  des  tourillons  qui  por- 
teront sur  les  coussinets  variera  suivant  l'inclinaison  de  la  lunette, 
tandis  que  la  distance  des  pattes  du  niveau  est  constante.  Consé- 
quemment la  condition  précédente  pour  que  le  nivellement  soit 
bon  ne  sera  pas  possible.  C'est  là  le  cas  général.  Toutefois,  vu  les 
soins  apportés  dans  la  construction  des  tourillons  et  des  coussi- 
nets, les  erreurs  à  craindre  sont  petites.  C'est  ce  qui  fait  qu'avec  les 
niveaux  on  peut  connaître  très-approximativement  la  situation 
des  axes.  Il  reste  cependant  une  petite  incertitude. 

Nous  venons  de  parler  ici  des  axes  horizontaux.  Hàtons-nous 
d'ajouter  que  des  faits  analogues  ont  lieu  pour  les  axes  verticaux. 
Remarquons,  de  plus,  que  la  sensibilité  des  niveaux  est  limitée  à 
Fangle  où  le  frottement  fait  équilibre  à  la  force  ascensionnelle  de 
la  bulle  d'air,  et  que  cette  sensibilité  est  restreinte  par  de  petites 
anomalies  dans  la  capillarité,  anomalies  provenant  des  variations 

(1)  Celle  condition  elle-même  ne  suffit  pas  lorsqu'on  a  égard  au  défaut 
dlioinogéoéilé  de  Taxe  et  aux  variations  de  diamètre  qu*il  éprouve  dans  la 
partie  centrale.  C'est  ainsi,  par  exemple,  que  M.  Porro  a  fait  remarquer  que 
dans  la  laoette  méridienne  de  Tobservatoire  de  Paris^  coostruite  par  Gambey^ 
la  partie  centrale  de  Taxe  composée  de  deux  côoes  opposés  forme  une  pièce 
maisive  peu  flexible^  pour  ainsi  dire  liée  presque  invariablement  à  la  lunette, 
de  telle  sorte  que  les  flexions  doivent  avoir  lieu  surtout  près  des  tourillons. 
G^estsans  doute  pour  ce  motif  que  Gambey  avait  disposé  son  niveau  de  manière 
qu'il  portât  sur  les  deux  extrémités  de  cette  pièce  centrale.  Toutefois,  comme 
la  flexion  n*est  nulle  dans  aucune  partie  de  rinstrument,  il  ne  suffit  pas,  lors- 
qu'on veut  une  grande  précision^  de  s*en  rapporter  aux  mesures  de  Tinclinaison 
fournies  par  le  niveau. 
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de  densité,  de  courbure  et  peut-être  d'état  électrique  du  verre. 
Il  est  donc  à  désirer  que,  sans  abandonner  les  niveaux  à  cause 
de  la  facilité  de  leur  emploi,  on  se  serve,  pour  la  détermination 
des  erreurs  instrumentales,  d'autres  procédés  qui,  n'admettant  pas 
les  mêmes  objections,  puissent  servir  à  Tétude  des  tourillons,  et, 
par  suite ,  perfectionnent  l'emploi  du  niveau,  en  faisant  con- 
naître les  erreurs  laissées  parce  dernier  dans  les  diverses  situa- 
tions de  l'instrument.  Un  système  convenable  de  collimateurs  va 
nous  permettre  d'atteindre  ce  résultat. 

49.  —  Considérons  d'abord  l'axe  vertical  du  théodolite  ou  de 
l'alt-azimut,  dont  les  variations  de  direction  réagissent  sur  l'incli- 
naison de  l'axe  de  la  lunette. 

La  disposition  donnée  ordinairement  à  cet  axe  par  les  construc- 
teurs est  celle  d'un  cylindre  terminé  à  ses  deux  extrémités  par  des 
cônes  tronqués,  dont  les  sommets,  en  supposant  les  cônes  pro- 
longés, seraient  du  même  côté,  de  telle  sorte  que  Taxe  entre  faci- 
lement dans  son  support  et  est  soutenu  par  ces  deux  cônes  qui 
frottent  dans  toute  leur  surface,  tandis  que  la  partie  cylindrique 
ne  frotte  pas.  Lorsque  l'axe  est  en  place  dans  la  situation  verti- 
cale, les  doux  cônes  sont  donc  renversés. 

Quand  l'instrument  est  lourd,  on  place  à  l'extrémité  du  cône 
tronqué  inférieur  une  pointe  qui  vient  appuyer  sur  un  ressort  équi- 
librant en  partie  le  poids  de  l'instrument.  Par  là,  le  frottement 
de  Taxe  sur  les  coussinets  coniques  dans  lesquels  il  repose  est  di- 
minué de  la  quantité  nécessaire,  tout  en  laissant  un  poids  suffi- 
sant pour  l'adhérence. 

Par  une  bonne  exécution  de  ces  diverses  pièces,  les  artistc^ 
arrivent  à  faire  que  l'axe  d'un  théodolite  étant  ramené  à  la 
verticale  par  deux  nivellements  faits  dans  doux  plans  rectangu- 
laires, le  nivPAU  de  l'instrument  ne  varie  presque  pas  en  le 
faisant  tourner  autour  de  cet  axe.  Pour  éviter  tout  ballottement, 
il  faut  porter  une  attention  spéciale  à  ce  que  les  deux  cônes  frottent 
à  la  fois,  résultat  pour  lequel  l'élasticité  des  pièces  et  la  flexion 
due  au  poids  do  l'instrument  facilitent  beaucoup  les  construc- 
teurs. Il  est  de  plus  nécessaire  que  les  axes  des  deux  cônes  soient 
exactement  en  ligne  droite,  sans  quoi  la  direction  de  l'axe  varie- 
rait pendant  la  rotation. 

Quelque  soin  que  Ton  mette  à  la  réalisation  de  ces  diverses 
conditions,  on  ne  peut  parvenir  à  l'exactitude  mathématique  ;  0  y 
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a  donc  lieu  d'étudier  les  variations  de  direction  que  prend  Taxe 
en  tournant,  variations  qui  se  reproduisent  identiques  lors  d'un 
retour  à  une  même  position. 

SO.  —  Ces  changements  de  direction  peuvent  être  étudiés  dans 
chaque  situation  du  limbe  alidade  par  rapport  au  cercle  gradué,  à 
Taide  d'un  collimateur  pointant,  comme  nous  allons  l'indiquer,  sur 
un  bain  de  mercure,  collimateur  placé  dansl'axe  vertical  ou  à  côté 
de  cet  axe  et  parallèlement  à  lui.  La  situation  du  collimateur  dans 
Taxe  même  est  préférable,  d'abord  parce  que  le  bain  de  mercure 
ne  devra  pas  être  aussi  grand  que  si  ce  collimateur  était  excentri- 
que, et,  de  plus,  parce  que  les  lectures  pourront  avoir  lieu  dans 
toutes  les  situations  de  l'instrument,  sans  que  l'on  soit  jamais 
gêné  par  les  pieds-supports. 

Quand  on  veut  placer  le  collimateur  dans  l'axe  vertical  lui- 
même,  il  faut  supprimer  la  pointe  placée  à  la  paT*tie  inférieure  de 
cetlixe  et  qui,  portant  sur  un  ressort,  annule  une  partie  du  poids 
de  riastrument.  Mais  cet  allégement  peut  également  avoir  lieu  en 
plaçant  vers  le  milieu  de  Taxe  un  deuxième  cône  renversé  comme 
celui  de  l'extrémité  inférieure.  Ce  second  cône  entrerait  dans  une 
pyramide  tronquée  triangulaire,  qui  ne  serait  nullement  fixe  et 
que  des  ressorts  ou  des  contre-poids  pousseraient  de  bas  en  haut, 
sans  exercer  d'action  latérale  appréciable.  L'axe  alors  étant  creux  et 
ses  deux  bouts  étant  dégagés,  l'extrémité  inférieure  pourra  recevoir 
une  lentille,  et  l'extrémité  supérieure  des  fils  croisés  et  un  oculaire. 

Par  des  mouvements  de  rappel,  on  doit  pouvoir  faire  varier  la 
position  de  ces  fils  croisés  de  manière  à  rendre  l'axe  optique  du 
collimateur  (qui  est  déterminé  par  la  croisée  des  fils  et  le  cen- 
tre optique  de  l'objectif)  parallèle  à  Taxe  de  rotation . 

Au-dessous  de  ce  collimateur  doit  être  disposé  un  vase  rempli 
de  mercure  (1).  L'oculaire  du  collimateur  est  formé  d'un  micros- 

(i)  H  faut  employer  des  bains  rectangulaires  de  30  à  UO  centimètres  de  côté. 
Oo  a  toujours  alors  de  belles  images,  comme  me  Ta  prouvé  Pexpérience,  même 
quand  de  petits  bains  circulaires  sont  très-agilés  par  les  oscillations  du  sol.  On 
peut  poser  le  bain  directement  sur  le  sol;  mais  il  faut  Tabriter  contre  les  cou- 
rants d^air. 

Dans  les  lieux  où*  par  suite  des  trépidations  du  sol  dues  aux  voitures,  comme 
à  Paris,  par  exemple,  les  pointés  sur  le  bain  de  mercure  ne  peuvent  avoir 
lieu  à  tontes  les  heures  du  jour^  on  pourrait,  après  avoir  pointé  sur  le  bain  de 
mercure  à  un  instant  de  la  nuit  où  il  y  aurait  tranquillité,  disposer  un  miroir 
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cope  composé.  Entre  ce  microscope  et  les  fils  est  placée  une  lame 
de  verre  plane,  transparente  et  à  faces  sensiblement  parallèles.  A 
*  l'aide  de  cette  lame,  inclinée  de  45",  on  réfléchit  vers  les  fils  la 
lumière  d'une  lampe  assez  voisine  de  la  lame  pour  que  les  rayons 
réfléchis  tombent  sur  toute  la  surface  de  l'objectif  (condition  in* 
dispensable  pour  que  tout  l'objectif  soit  employé,  sans  quoi  on 
pourrait  avoir  des  erreurs).  On  voit  alors  dans  le  microscope 
composé,  et  à  travers  la  lame  transparente,  les  fils  du  collimateur 
et  leur  image  réfléchie  par  le  bain  de  mercure,  car  les  rayons 
émanés  d'un  même  point  des  fils,  après  avoir  été  rendus  paral- 
lèles par  l'objectif,  viennent  se  réfléchir  sur  la  surface  du  mer- 
cure, qui  les  renvoie  vers  l'objectif.  Celui-ci  alors  les  fait  converger 
dans  son  plan  focal  principal  en  un  point  unique,  qui  est  l'image 
du  point  dont  ils  sont  partis.  Il  est  alors  évident  que  si  l'axe  optique 
du  collimateur  est  vertical,  la  croisée  des  fils  doit  coïncider  avec 
son  image.  Outre  les  fils  fixes  dont  nous  venons  de  parler,  il  con- 
vient de  plus  que  le  collimateur  soit  muni  de  deux  micromètres 
rectangulaires,  dont  l'un  ait  son  mouvement  parallèle  à  l'axe  ho- 
rizontal de  la  lunette,  axe  dont  les  supports  sont  fixés  sur  le  cercle 
alidade  qui  tourne  avec  l'axe  vertical  et  par  suite  avec  son  coUi- 
mateur. 

Le  micromètre,  dont  le  mouvement  est  parallèle  à  l'axe  de  rota- 
tion de  la  lunette  de  l'alt-azimut,  fera  connaître  l'inclinaison  de 
l'axe  vertical  dans  ce  sens,  qui  est  celui  où  cette  inclinaison  réagit 
sur  celle  de  l'axe  horizontal  de  l'instrument.  Le  second  micromè- 
tre fera  connaître  l'inclinaison  dans  le  sens  perpendiculaire,  c'est- 
à-dire  dans  le  sens  où  on  mesure  les  hauteurs  des  astres.  Les  va- 
leurs angulaires  des  parties  de  ces  micromètres  doivent  d'ailleurs 
avoir  été  déterminées.  Si  cette  détermination  n'a  pas  été  faite  au 
préalable  en  employant  la  lunette  collimateur  comme  lunette 
d'observation  après  l'avoir  assujettie  sur  un  autre  instrument,  et  en 
se  servant  des  procédés  que  nous  avons  indiqués  pour  déterminer 

sur  des  vis  de  calage  au-dessus  de  ce  bain  et  amener  ce  miroir  à  rhorizontalité 
parfaite  à  Taide  du  collimateur  vertical  auquel  on  n'aurait  pas  touclié  après 
son  pointé  sur  le  bain  de  mercure.  On  se  servirait  de  ce  miroir  jusqu*à  oe  que 
Ton  Ut)uvftt  un  nouvel  instant  de  tranquillité,  et  comme  on  n'y  toucherait  pas 
dans  cet  intervalle,  ce  miroir  aurait  nécessairement  une  stabilité  plus  grande 
que  Taxe  de  Tinstrument,  dont  il  pourrait  servir  à  mesurer  les  variations  de 
verticalité. 
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la  valeur  des  parties  des  micromètres  des  lunettes  d'observatiou, 
soit  de  la  lunette  méridienne,  soit  des  théodolites  et  alt-azimuts,  on 
peut  la  faire  sur  place,  de  la  même  manière  qu'on  détermine  la 
valeur  des  divisions  des  niveaux.  Ainsi,  considérons  le  micromè- 
tre dont  le  fil  est  parallèle  à  l'axe  horizontal  de  l'alt-azimut,  et 
dont  le  jeu  est  conséquenunent  perpendiculaire  à  cet  axe.  Après 
avoir  sensiblement  nivelé  l'instrument,  on  amène  la  lunette  d'ob- 
servation dans  une  direction  perpendiculaire  à  2  des  vis  de  calage 
du  pied,  et  on  la  pointe  dans  cette  direction  sur  un  objet  éloigné, 
après  avoir,  au  moyen  de  la  troisième  vis  du  pied,  fait  varier  l'in- 
clinaison de  sorte  que  l'image  du  fil  réfléchie  par  le  mercure  tombe 
sous  ce  fil  pour  une  lecture  choisie  à  volonté  du  micromètre.  On 
choisit  ensuite  une  deuxième  lecture  de  ce  micromètre  et  à  Taide 
de  la  même  vis  du  pied  de  l'instrument  on  fait  en  sorte  que,  pour 
cette  nouvelle  lecture,  l'image  réfléchie  du  fil  coïncide  avec  l'image 
directe;  puis  avec  la  lunette  d'observation,  on  pointe  sur  l'objet 
éloigné  en  question  :  le  mouvement  de  l'alidade  indique  Tangle 
répondant  à  la  différence  des  deux  lectures  du  micromètre  em- 
ployées. Si  l'instrument  est  répétiteur,  il  est  évident  qu'on  peut 
ds^s  ce  cas  se  servir  de  la  répétition  comme  pour  le  niveau.  Le 
deuxième  micromètre,  perpendiculaire  à  celui  que  nous  venons 
de  considérer,  se  détermine  de  même,  en  faisant  tourner  de  90"* 
le  système  micrométrique,  de  sorte  qu'il  prenne  la  position  du 
premier. 

Pour  régler  les  fils  croisés  du  collimateur,  de  telle  sorte  que  l'axe 
optique  de  ce  collimateur  puisse  être  considéré  comme  Taxe  de 
rinstrument,  il  faut  leur  donner  par  tâtonnement  une  position  telle 
que  l'axe  de  rotation  soit  vertical  et  que  l'image  réfléchie  des  fils 
tombe  sur  l'image  directe.  La  vérification  de  la  verticalité  de  l'axe  a 
lieu  comme  avec  le  niveau,  en  ce  que  la  rotation  de  ISO*"  ne  doit 
pas  modifier  cette  coïncidence  de  l'image  directe  et  de  l'image  réflé- 
chie. Cette  vérification  doit  se  faire  dans  deux  plans  rectangulaires. 
Après  cet  ajustement,  lorsqu'il  n'y  a  pas  coïncidence,  la  distance 
des  deux  images,  mesurée  avec  chacun  des  micromètres,  fait  con- 
naître l'inclinaison  dans  le  sens  du  mouvement  de  ces  micromètres. 
On  voit  donc  d'après  ce  qui  précède  qu'un  collimateur  vertical 
destiné  à  pointer  sur  l'image  des  fils  réfléchie  par  un  bain  de  mer- 
cure équivaut  à  un  niveau  en  permettant  de  rendre  un  axe  rigou- 
reusement vertical  et  de  reconnaître  si,  dans  toutes  ses  positions. 
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rinclinaison  de  cet  axe  ne  varie  pas  ;  en  même  temps  ce  collima- 
teur fait  connaître  la  grandeur  de  la  variation,  si  elle  existe. 

La  nécessité  d'interposer  une  lame  de  verre  pour  l'éclairage  des 
fils  entre  ceux-ci  et  l'oculaire  est  la  cause  qui  oblige  à  employer 
dans  ce  cas  pour  oculaire  un  microscope  composé,  afin  de  pouvoir 
obtenir  une  distance  suffisante  pour  le  placement  de  cette  lame 
sans  d'ailleurs  diminuer  le  grossissement.  Nous  avons  dit  que  le 
collimateur  devait  être  muni  de  deux  micromètres  à  fil  mobile 
croisés  à  angle  droit.  On  peut  ne  lui  en  établir  qu'un  seul,  pourvu 
qu'il  puisse  par  une  rotation  de  90'  prendre  deux  portions  rectan- 
gulaires. Il  y  a  avantage  à  ne  mettre  au  foyer  de  l'objectif  du 
collimateur  que  deux  fils  fixes  croisés,  et  à  placer  le  micromètre 
dans  le  système  oculaire,  c'est-à*dire  dans  le  plan  focal  de  l'ob- 
jectif du  microscope  composé  tenant  lieu  d'oculaire,  car  alors  ce 
micromètre  est  plus  sensible.  Dans  ce  cas,  il  sert  à  mesurer  la 
distance  des  fils  à  leur  image  réfléchie.  Ceci  ne  change  rien  à 
ce  que  nous  avons  dit  de  la  détermination  de  la  valeur  des  par- 
ties du  micromètre.  Quand  le  micromètre  est  dans  le  système  ocu- 
laire, il  peut  consister  simplement  en  une  lame  de  verre  divisée, 
afin  d'éviter  l'emploi  de  la  vis  micrométrique.  Il  est  au  reste  tou- 
jours possible  d'éviter  cette  dernière  en  employant  une  simple 
vis  de  rappel  pour  le  fil  mobile,  et  un  microscope  supplémentaire 
poui  le  mouvement  de  ce  dernier  comme  nous  l'avons  indiqué  pré- 
cédemment (n**  36). 

SI.  —  Le  placement  d'un  collimateur  dans  un  axe  vertical 
augmente  nécessairement  la  grosseur  de  ce  dernier,  et  accroît 
notablement  le  travail  de  sa  construction.  On  peut  y  substituer, 
si  la  lunette  d'observation  n'est  pas  au  centre  des  mouvements, 
un  collimateur  horizontal  porté  par  l'instrument.  Il  suffit  pour  cela 
d'ajouter  en  dehors  de  l'objectif  de  ce  collimateur  un  prisme  à  ré- 
flexion totale,  renvoyant  les  rayons  verticalement  de  manière  à 
pointer  sur  un  bain  de  mercure  placé  sous  lui  mais  au-dessus  de 
l'axe  vertical  et  soutenu  par  un  système  indépendant  de  l'instru* 
ment.  Toutefois  cela  gène  toujours  les  mouvements  pour  certaines 
positions  de  ce  dernier.  Mais  dans  le  théodolite  ou  l'alt-azimut 
excentrique,  la  lunette  d'obsenation  elle-même  en  la  munissant 
d'un  système  oculaire  avec  un  micromètre  pour  pointer  sur  les  fils 
réfléchis,  peut  tenir  lieu  de  collimateur  dans  l'axe  pour  juger  de 
l'inclinaison  dé  l'instrument  et  étudier  les  déviations  de  l'axe  ver- 
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tical  pour  toutes  les  lectures  du  limbe,  et  conséquemment  pour 
connaître  les  défauts  de  cet  axe  de  manière  à  en  tenir  compte  en- 
suite. Il  suffît  dans  ce  cas  de  déplacer  le  bain  de  mercure  pour  lui 
faire  suivre  la  lunette  alors  fixée  verticalement  et  qui  de  cette  ma- 
oière  joue  le  rôle  d'un  collimateur  latéral  à  Taxe.  Comme  exactitude, 
ce  procédé  l'emporte  même  sur  l'emploi  des  collimateurs  dans  l'axe 
vertical  en  ce  qu'il  accuse  les  déviations  de  la  partie  supérieure  de 
rinstrument  par  l'effet  des  inégalités  et  des  courbures  de  l'axe  ver- 
tical, et  ce  sont  ces  déviations  qu'on  a  besoin  de  connaître  ;  mais 
en  revanche  il  est  moins  commode  et  il  ne  donne  pas  les  inclinaisons 
de  Taxe  répondant  aux  positions  de  l'instrument  pendant  l'oserva- 
tion,  puisque  la  lunette  n'a  pas  dans  le  pointé  nadiral  la  direction 
qu'elle  possède  en  visant  aux  astres.  A  cause  de  cela,  c'est  aux  ni- 
veaux qu'il  faut  recourir  avec  les  instruments  dépourvus  de  collima- 
teur dans  leur  axe  vertical,  et  il  y  a  en  cela  d'autant  moins  d'incon- 
vénient que,  pour  les  azimuts,  comme  nous  l'avons  vu,  l'inclinaison 
de  l'axe  vertical,  dès  qu'elle  est  petite,  est  sans  importance  pour 
les  hauteurs  auxquelles  on  mesure  les  angles  azimutaux,  pourvu 
qu'on  tienne  compte  de  l'inclinaison  de  l'axe  horizontal  dans  la 
pî)sition  oîi  a  été  faite  l'observation  ;  et  pour  la  mesure  des  hau- 
teurs, si  on  ne  veut  pas  se  contenter  des  niveaux,  la  lunette  d'ob- 
servation elle-même  peut  être  employée  soit  pour  viser  successive- 
ment au  nadir,  c'est-à-dire  à  ses  propres  fils  réfléchis  par  le  bain  de 
mercure,  soit  pour  viser  directement  à  un  astre,  ou  à  l'image 
réfléchie  de  ce  dernier,  par  un  autre  bain  de  mercure.  U  est  vrai 
que,  dans  ces  cas,  il  faut  toujours  s'assurer  à  l'aide  du  niveau  si  la 
position  de  l'instrument  n'a  pas  varié  entre  ces  deux  observations 
successives.  Au  reste,  avec  de  bons  niveaux,  on  a  facilement  pour 
les  théodolites  une  précision  en  rapport  avec  celle  du  pointé  des 
petites  lunettes  de  ces  instruments.  Ce  n'est  donc  que  pour  les 
grands  ait-azimuts  que  le  collimateur  dans  l'axe  vertical  offre  réel- 
lement des  avantages.  Dans  les  petits  théodolites,  c'est  par  la  répé- 
tition des  observations  qu'on  affaiblit  à  la  fois  les  influences  des  ano- 
malies et  du  frottement  de  la  bulle  du  niveau  et  celles  du  pointé 
de  la  lunette,  les  unes  comme  les  autres  pouvant  également  pren- 
dre des  signes  contraires. 

32.  —  Nous  allons  maintenant  nous  occuper  de  l'emploi  des 
collimateurs  pour  le  nivellement  de  l'axe  horizontal. 

Nous  avons  déjà  fait  voir  que,  pour  une  bonne  détermination  de 
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la  collimation,  la  lunette  méridienne,  le  cercle  mural  ou  Tait-azi- 
mut devaient  être  munis  de  deux  collimateurs  opposés  pouvant 
être  dirigés  Tun  sur  l'autre  et  que  nous  appellerons  A  et  B.  Cette 
détermination  de  la  collimation  deviendra  très-rigoureuse  si,  dans 
Taxe  horizontal  de  la  lunette  méridienne  ou  de  Tait-azimut,  se 
trouve  un  collimateur  comme  celui  dont  nous  venons  de  parler 
pour  les  axes  verticaux,  avec  cette  différence  que,  comme  il  ne 
s'agit  pas  ici  d'observer  par  réflexion,  un  oculaire  ordinaire  est 
sur&sant.  Perpendiculairement  au  méridien  et  horizontalement, 
doit  être  disposée  une  lunette  collimateur  que  nous  appellerons  C, 
pouvant  être  pointée  sur  celle  de  Taxe  de  l'instrument,  et  récipro- 
quement. On  peut  alors  pointer  la  lunette  de  l'instrument  sur  le 
collimateur  nord  A,  le  collimateur  de  Taxe  étant  en  même  temps 
pointé  sur  le  collimateur  C  perpendiculaire  au  méridien.  Faisant 
tourner  alors  la  lunette  pour  pointer  sur  le  collimateur  sud  B, 
en  veillant  à  ce  que  la  lunette  de  Taxe  reste  pointée  azimutale- 
ment  sur  le  collimateur  C,  on  peut  déterminer  exactement  la 
collimation  de  l'instrument.  Il  est  évident  d'ailleurs  que,  pour 
bien  placer  suivant  Taxe  le  collimateur  de  cet  axe,  on  a  fait 
préalaJ)lement  varier  la  position  de  son  réticule  jusqu'à  ce  que, 
pour  les  deux  positions  opposées  de  la  lunette  dans  deux  plans  rec- 
tangulaires, ce  collimateur  reste  pointé  sur  le  collimateur  G,  auquel 
on  a  donné  la  position  convenable.  Ceci  est  facile,  car  on  pointe  d'a- 
bord G  sur  la  moyenne  des  deux  positions  que  prend  le  collimateur 
dans  les  deux  positions  horizontales  de  la  lunette  objectif  nord  et 
objectif  sud,  puis  dans  le  sens  des  hauteurs  sur  la  moyenne  des 
deux  positions  répondant  à  la  lunette  objectif  en  haut  et  en  bas. 
Après  quoi,  on  règle  le  collimateur  de  Taxe  sur  C.  Ensuite,  pour  le 
cas  où  on  n'aurait  pas  bien  pointé  sur  les  positions  moyennes,  on 
recommence  jusqu'à  ce  que,  pour  les  quatre  positions  considérées 
de  la  lunette,  le  pointé  persiste. 

La  collimation  étant  déterminée,  si  on  pointe  la  lunette  mé- 
ridienne ou  celle  de  Tait-azimut  sur  un  bain  de  mercure  en  lui 
appliquant  un  oculaire  tel  que  celui  que  j'ai  décrit  (n"*  SO)  pour 
le  collimateur  dans  Taxe  vertical,  l'image  réfléchie  des  Gis  devra  se 
former  sur  les  fils  eux-mêmes  si  Taxe  optique  delà  lunette  est  ver- 
tical. Dans  le  cas  contraire,  la  distance  des  deux  images  mesurée 
avec  le  micromètre  de  la  lunette  d'observation  fera  connaître  Tan- 
le  de  cet  axe  optique  et  de  la  verticale.  Cet  angle  est  égal  à  la 
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somme  de  la  collimation,  plus  Tinclinaison  de  Taxe  horizontal 
de  rotation.  La  coUimation  étant  connue,  on  connaît  donc  Tin- 
clinaison.  Dirigeant  alors  le  collimateur  C  sur  le  collimateur  de 
Taxe  horizontal  de  la  lunette' de  façon  à  le  pointer  en  hauteur 
comme  en  azimut,  on  peut  amener  ce  collimateur  C  à  une  par- 
faite horizontalité  ou  connaître  son  erreur  d'horizontalité.  Si , 
outre  ses  fils  fixes,  le  collimateur  C  est  muni  de  deux  micro- 
mètres rectangulaires  de  Tun  quelconque  des  divers  systèmes 
de  micromètres  que  nous  avons  décrits  pour  les  collimateurs 
dans  l'axe  vertical,  l'un  dans  le  sens  des  hauteurs,  l'autre 
dans  celui  des  azimuts,  on  voit  alors  qu'on  peut^  dans  toutes 
les  positions  de  la  lunette  méridienne ,  connaître  l'inclinaison 
de  l'axe  de  la  lunette  et  la  différence  de  l'azimut  de  cet 
axe  avec  celui  qu'il  occupe  quand  la  lunette  est  horizontale. 
Il  est  pour  cela  nécessaire  que  les  valeurs  des  parties  de  ces 
micromètres  soient  connues,  et  elles  le  sont  facilement,  si, 
ayant  placé  un  instant  le  collimateur  G  dans  le  méridien ,  en 
donnant  successivement  à  chacun  de  ses  micromètres  la  di- 
rection horizontale,  on  a  avec  ce  micromètre  visé  aux  divers 
fils  de  la  lunette  dont  les  intervalles  sont  connus,  ou  visé  à  des 
positions  connues  du  fil  mobile  du  micromètre  de  la  lunette 
méridienne  dont  les  valeurs  des  parties  sont  connues.  On  peut  de 
celte  manière  étudier  parfaitement  les  micromètres  du  collima- 
teur C,  qu'on  pose  ensuite  à  sa  place  définitive  perpendiculaire  au 
méridien  en  visant  le  collimateur  de  Taxe  de  la  lunette.  Dans  le 
cas  de  l'alt-azimut,  le  même  procédé  de  pointé  sur  la  lunette 
d'observation  ferait  connaître  la  valeur  des  parties  des  micromè- 
tres de  C. 

53.  —  S'il  s'agit  d'un  ait-azimut  à  lunette  centrée  et  si,  pen- 
dant les  expériences  précédentes,  on  a  eu  soin  que  le  collimateur 
de  l'axe  vertical  fût  exactement  pointé  sur  le  bain  de  mercure,  on 
peut  faire  tourner  l'instrument  de  90*"  autour  de  cet  axe.  Puis 
alors,  agissant  sur  le  calage  de  l'instrument  de  manière  à  rame- 
ner cet  axe  à  la  verticalité,  s'il  s'en  est  écarté,  on  peut  rendre 
les  collimateurs  Â  et  B  horizontaux  comme  le  collimateur  G. 

On  peut  encore  rendre  horizontaux  les  collimateurs  Â  et  B  de 
la  manière  suivante  :  ces  deux  collimateurs  étant  pointés  Tun  sur 
l'autre,  on  dirige  la  lunette  de  l'instrument  sur  un  d'eux,  A  par 
exemple,  le  collimateur  de  l'axe  vertical  étant  en  même  temps 
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pointé  sur  le  bain  de  mercure.  On  fait  ensuite  tourner  l'instru- 
ment de  180«  autour  de  son  axe  vertical,  et  si  on  a  maintenu  le 
collimateur  de  l'axe  vertical  pointé  sur  le  bain  de  mercure,  la  lu- 
nette doit  être  pointée  sur  le  collimateur  B,  si  les  collimateurs  B 
et  A  sont  horizontaux.  Dans  le  cas  contraire,  la  différence  de  pointé 
en  hauteur  fait  connaître  le  double  de  l'inclinaison  de  ces  colli- 
mateurs. Il  faut  toutefois,  dans  ce  cas,  que  le  collimateur  de  l'axe 
vertical  ait  deux  micromètres  rectangulaires. 

Les  collimateurs  A,  B,  G  étant  horizontaux,  si  on  dirige  sur 
l'un  d'eux  le  collimateur  de  l'axe  horizontal,  et  si  on  fait  prendre 
à  la  lunette  de  l'instrument  les  diverses  positions  qu'elle  peut 
prendre  autour  de  son  axe  en  mesurant  avec  le  niveau  dans  cha- 
cune de  ces  positions  l'inclinaison  de  cet  axe,  la  comparaison 
de  ces  nivellements  avec  celui  que  l'on  déduira  du  pointé  sur  le 
collimateur  fera  connaître  la  correction  à  appliquer  au  niveau,  par 
suite  des  inégalités  de  l'axe,  pour  les  différentes  hauteurs  de  la  lu- 
nette. Après  cette  étude,  le  niveau  pourra  être  employé  à  la  me- 
sure de  l'inclinaison  dans  tous  les  azimuts  où  on  ne  peut  pas 
pointer  sur  un  collimateur  (1).  On  aura  un  contrôle  de  ces  opéra- 
tions par  la  détermination  de  l'inclinaison  par  les  pointés  directs 
et  par  réflexion  d'une  circompolaire  à  ses  azimuts  extrêmes,  comme 
nous  le  verrons  plus  tard. 

Le  collimateur  nadiral  de  l'axe  vertical  permettra  de  même  de 
comparer  les  inclinaisons  de  cet  axe  obtenues  par  le  pointé  sur  le 
bain  de  mercure  avec  celles  que  fournissent  les  niveaux  dans  deux 
plans  rectangulaires  ;  par  là  on  fera  la  table  des  corrections  à 
appliquer  au  niveau,  par  suite  des  erreurs  de  l'axe,  pour  les 
divers  azimuts  du  zéro  de  l'alidade,  de  sorte  que,  dans  les  instants 
où  le  pointé  au  nadir  n'est  pas  possible  à  cause  des  oscillations  du 
sol,  on  pourra  se  servir  du  niveau  avec  une  grande  exactitude. 

On  voit  que,  par  les  moyens  qui  précèdent,  on  obtiendra  une 
détermination  très-précise  des  erreurs  instrumentales,  et  on  s'en 
servira  pour  corriger  les  observations.  Gela  vaut  beaucoup  mieux 
que  d'éliminer  les  erreurs  instrumentales  par  des  renversements 

(1)  Ceci  a  aussi  bien  lieu  avec  les  ait-azimuts  à  luneUe  excentrique  qu*avec 
les  ail-azimuts  à  lunette  centrée  ;  la  seule  diiïérence  est  que  pour  les  alt-aztmats 
à  lunette  excentrique,  les  collimateurs  A  et  B  placés  excentriquement  oe  peu- 
vent servir  que  pour  la  collimation.  Mais  ie  collimateur  C  sert  de  la  même 
manière  avec  la  lunette  soit  centrée  ou  excentrique. 
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de  rinstrument ,  parce  que  ces  renversements  supposent  les  axes 
parfaits,  ce  qui  n'a  pas  lieu  ordinairement. 

54. —  Quand  le  bain  de  mercureestobservable,  on  peut,  quels  que 
soient  l'azimut  et  la  hauteur  où  Ton  observe,  déterminer  l'inclinai- 
son de  l'axe  horizontal  de  la  lunette  sans  le  niveau.  Il  suffît,  en 
effet,  pour  cela  d'amener  le  collimateur  de  l'axe  de  la  lunette  sur 
le  collimateur  G,  ce  qui  donne  dans  la  position  actuelle  de  l'instru- 
ment l'inclinaison  de  l'axe  horizontal.  On  détermine  alors  par  le 
collimateur  nadiral  l'inclinaison  de  l'axe  vertical  dans  le  sens  où 
elle  agit  sur  celle  de  l'axe  horizontal,  et  on  déduit  de  ces  deux  dé- 
terminations l'angle  des  deux  axes.  Amenant  ensuite  l'instrument 
dans  un  azimut  quelconque,  il  n'y  a  plus  qu'à  mesurer  l'inclinai- 
son de  l'axe  vertical  par  le  collimateur  nadiral  pour  en  déduire 
celle  de  l'axe  horizontal.  A  la  rigueur,  notre  système  de  collima- 
teurs permettrait  d'abandonner  l'emploi  des  niveaux,  qui  ne  doi- 
vent être  conservés  qu'à  cause  de  leur  commodité. 

Remarquons  ici  que  l'alt-azimut  se  change  en  lunette  méri- 
dienne et  fournit  des  observations  de  même  nature  et  de  même 
précision  que  celles  de  ce  dernier  instrument,  quand  le  collima- 
teur de  l'axe  horizontal  de  la  lunette  est  pointé  sur  le  collima- 
teur C  (1).  On  a  au  contraire  l'instrument  des  passages  dans  le 
premier  vertical  si  ce  même  collimateur  de  l'axe  horizontal  est 
pointé  sur  l'un  des  collimateurs  A  et  B. 

55.  —  En  général,  quand  deux  collimateurs  doivent  être  visés 
l'un  sur  l'autre,  on  peut  remplacer  l'un  d'eux  par  un  miroir,  en 
observant  avec  le  second  collimateur  l'image  réfléchie  de  ses  pro- 
pres fils  sur  le  miroir  qui  remplace  le  premier  collimateur.  Gela 
ne  change  rien  aux  diverses  vérifications  de  collimation  ou  d'incli- 
naison, et  offre  même  l'avantage  de  doubler  la  sensibilité  du  mi- 
cromètre, en  ce  qu'il  ne  faut  donner  à  la  valeur  de  ses  parties  que 
la  moitié  de  leur  valeur  déterminée  comme  précédemment,  car  la 
réflexion  a  pour  effet  de  doubler  la  déviation.  Ainsi  on  peut  rem- 
placer l'un  des  collimateurs  A  et  B  par  un  miroir. 

Hais  de  tous  les  collimateurs,  celui  qu'il  est  le  plus  avantageux 
de  remplacer  par  un  miroir  est  celui  de  l'axe  horizontal  de  la 
lunette  de  l'instrument,  soit  méridien,  soit  alt-azimutal.  Ce  mi- 
roir peut  alors  être  placé  très-près  du  milieu  de  cet  axe  hori- 

(0  Cela  a  lieu  aussi  bien  avec  un  alt-azimul  à  luDeUe  excentrique  qu'avec 
no  all-azimol  à  lanelte  centrée. 


lOA  THÉORIE  DES  LNSTRUMENTS. 

zontal  (1).  Il  se  trouve  de  cette  manière  invariablement  lié  au 
corps  même  de  la  lunette,  et  donne  la  vraie  inclinaison  de  l'axe, 
c'est-à-dire  celle  du  milieu  de  cet  axe,  tandis  qu'un  collimateur 
dont  l'objectif  serait  dans  un  des  tourillons  et  le  réticule  dans 
l'autre,  ne  servirait  qu'à  faire  connaître  les  variations  de  hauteur 
de  ces  tourillons,  lesquelles,  à  cause  des  anomalies  des  flexions 
de  l'axe  qui  est  composé  de  pièces  hétérogènes  et  de  diamètre  va- 
riable, peuvent  être  très  différentes  des  variations  d'inclinaison  de 
l'élément  milieu  de  l'axe,  celui  autour  duquel  en  réalité  la  lunette 
tourne.  Le  miroir  placé  comme  nous  venons  de  le  dire  est  ob- 
servé à  l'aide  du  coUimateur  G  et  à  travers  l'un  des  tourillons  qui 
est  percé  (2).  Les  considérations  que  nous  venons  de  développer 
prouvent  que,  dans  Tait-azimut  à  lunette  centrée,  il  faudrait  bien 
se  garder  de  placer  le  miroir  collimateur  de  l'axe  à  Tune  des  ex- 
trémités de  cet  axe.  On  n'aurait  pas  alors  la  vraie  inclinaison. 

Le  miroir,  dont  nous  venons  de  parler,  et  qui  doit  être  placé  vers 
le  centre  de  l'axe  horizontal  delà  lunette,  ne  sert  pas  seulement  à  me- 
surer les  variations  d'inclinaison  de  cet  axe,  il  sert  aussi  à  mesurer 
les  variations  d'azimut  que  ce  même  axe  peut  éprouver  dans  la 
rotation  de  la  lunette.  A  cet  efTet,  le  collimateur  G  doit  être  muni 
de  deux  micromètres,  l'un  vertical,  l'autre  horizontal.  De  plus, 
dans  l'alt-azimut,  le  collimateur  G,  au  lieu  d'être  invariablement 
fixé  perpendiculairement  au  méridien,  peut  partager  le  mouvement 
azimutal  de  l'instrument  autour  de  son  axe  vertical;  mais  il  ne  doit 
pas  tourner  avec  l'axe  horizontal  de  la  lunette,  dont  il  faut  qu'il  soit 
entièrement  indépendant.  Dans  ces  conditions,  il  joue  le  même 
rôle  que  le  collimateur  fixe  G^  dont  nous  avons  parlé  en  indiquant 

(1)  Il  peut  être  presque  sensiblement  à  ce  milieu  même  si  l'oculaire  est  au 
centre 'des  mouvements  de  rinstniment,  et  dans  le  cas  où  la  lunette  est  portée 
par  son  centre,  il  pourrait  sans  intercepter  le  cône  des  rayons  allant  de  Tobjec- 
tif  à  l'oculaire,  n'être  éloigné  du  milieu  de  cet  axe  horizontal  que  du  quart  du 
diamètre  de  Tobjeclif  environ.  On  pourrait  même  le  former  de  deux  miroirs 
demi*circulaires,  placés  Pua  d'un  côté  de  ce  cône  de  rayons,  Pautre  du  côté 
opposé,  et  réglés  parallèlement  de  manière  à  réfléchir  dans  le  même  sens. 

(2)  Si  ralt-azimut  est  à  lunette  excentrique,  il  est  inutile  que  Taxe  soit  creux, 
car  le  miroir  peut  être  tourné  du  côté  opposé  à  l'axe.  Mais  si  on  veut  que  le 
collimateur  G  soit  mobile  et  soit  porté  par  le  limbe  alidade,  comme  nous  le 
verrons  plus  loin,  il  est  pour  la  construction  avantageux  de  le  placer  du  côté 
opposé  à  ta  lunette,  dont  alors  Taxe  de  rotation  doit  être  creux  et  ouvert,  pour 
permettre  de  pointer  sur  le  miroir  porté  par  la  lunette  elle-même. 
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le  moyen  de  s'assurer  de  la  constance  de  la  coUimation,  et  comme 
il  est  naturellement  amené  à  la  perpendicularité  au  méridien 
quand  la  lunette  est  visée  sur  l'un  des  collimateurs  A  ou  B,  et 
comme  il  est  indépendant  delà  rotation  de  Taxe  horizontal  de  cette 
lunette,  il  se  trouve  servir  exactement  aux  mêmes  usages  que  s'il 
était  invariablement  fixé  dans  le  méridien,  comme  nous  l'avons 
supposé  précédemment. 

Pour  tourner  avec  l'instrument,  le  collimateur  G  doit  être  soli- 
dement fixé  sur  le  cercle  alidade,  et  par  là  il  sert  à  reconnaître 
si,  dans  la  rotation  de  l'instrument  autour  de  son  axe  vertical,  la 
■pression  exercée  à  la  partie  supérieure  de  cet  axe  pour  le  faire 
tourner  et  la  résistance  due  au  frottement  de  la  partie  inférieure  ne 
produisent  pas  une  torsion  de  cet  axe  dans  la  région  comprise  entre 
la  lunette  et  le  limbe,  torsion  qui  aurait  pour  effet  de  changer  la 
lecture  du  limbe  à  laquelle  répond  la  direction  de  la  lunette,  mais 
qui,  si  elle  a  lieu,  pourra  être  mesurée,  à  l'aide  de  ce  collima- 
teur G,  de  la  même  manière  que  toute  variation  d'azimut  de  Taxe 
pendant  la  rotation  de  la  lunette  dans  le  changement  de  hauteur. 
L'angle  de  ce  collimateur  G  et  de  celui  de  l'axe  vertical  étant  connu 
par  les  procédés  que  nous  avons  indiqués  précédemment,  le  colli- 
mateur dans  l'axe  vertical  fera,  dans  chaque  position,  connaître 
sa  propre  inclinaison,  et  on  en  déduira  celle  du  collimateur  G. 

Ainsi,  en  résumé,  le  collimateur  dans  l'axe  vertical  pour  viser 
au  bain  de  mercure,  le  miroir  collimateur  dans  l'axe  horizontal, 
le  collimateur  G  porté  par  le  cercle  alidade,  et  les  collimateurs 
opposés  A  et  B  dans  le  méridien  ou  un  plan  quelconque,  suffisent 
pour  déterminer  avec  précision,  dans  toutes  les  positions  de  la 
lunette,  les  erreurs  instrumentales  de  l'alt-azimut,  soit  à  lunette 
centrée,  soit  à  lunette  excentrique. 

56. — 11  est  évident,  d'ailleurs,  qu'avec  les  moyens  de  rectification 
que  nous  venons  d'indiquer,  et  qui  permettent  de  connaître  l'in- 
clinaison du  vrai  axe  horizontal  de  rotation  de  la  lunette  dans 
chaque  position  de  l'instrument,  les  ait-azimuts  et  les  théodolites 
excentriques  seront  aussi  exacts  que  les  mêmes  instruments  à  lu- 
nette centrée,  et  comme  la  position  de  la  lunette  y  est  plus  com- 
mode pour  les  observations,  ils  deviennent  réellement  préférables. 

Mais,  en  général,  dans  les  théodolites,  comme  nous  l'avons  déjà 
dit,  on  n'a  pas  le  collimateur  de  l'axe  vertical.  Ce  collimateur  est 
moins  important  que  celui  de  l'axe  horizontal,  ou  mieux  que  le 
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collimateur  G  visant  sur  un  miroir  porté  par  la  lunette.  Cependant 
on  n'a  pas  pensé  à  munir  les  théodolites  excentriques  de  ce  dernier 
système  ;  mais  c'est  regrettable,  et  nous  ne  pouvons  trop  recom- 
mander ce  perfectionnement  aux  artistes.  Quant  au  collimateur  de 
Taxe  vertical,  on  peut  s'en  dispenser,  en  plaçant  sur  le  collima- 
teur G  porté  par  le  cercle  alidade,  ou  mieux  situé  à  la  place  ordi- 
naire du  contre-poids  de  ces  théodolites,  un  niveau  sensible 
destiné  à  faire  juger  des  variations  d'inclinaison  que  peut  recevoir 
ce  collimateur.  Il  est  évident,  en  efTet,  qu'après  avoir  annulé  ou 
déterminé  la  coUimation  parles  deux  collimateurs  opposés  A  et  B, 
ce  qui  revient  à  annuler  ou  à  connaître  l'angle  de  la  ligne  de  col- 
limation  et  du  miroir,  il  suffît  de  pointer  la  lunette  d'obsen'ation 
sur  un  bain  de  mercure,  dans  une  position  quelconque  de  l'instru- 
ment, pour  rendre  le  miroir  vertical  ou  connaître  son  angle  avec 
la  verticale.  On  peut  alors  rendre  le  collimateur  G  horizontal  en  le 
pointant  sur  le  miroir,  ou  bien  déterminer  son  angle  avec  la  ver- 
ticale dans  la  position  actuelle  de  l'instrument,  et  on  fait  la  lecture 
correspondante  du  niveau  porté  par  ce  collimateur.  Dans  toute 
autre  position  de  l'instrument,  l'angle  du  collimateur  C  avec  l'hori- 
zon sera  donc  connu  en  faisant  la  lecture  de  son  niveau  ;  car  la  dif- 
férence de  cette  lecture  avec  celle  qui  a  été  effectuée  dans  la  position 
où  on  a  déterminé  son  angle  avec  l'horizon  fait  connaître  la  dif- 
férence de  l'angle  actuel  avec  ce  dernier  qui  est  connu,  et  on  dé- 
duit alors  de  la  lecture  sur  le  miroir  dans  le  sens  de  la  hauteur 
l'angle  de  la  perpendiculaire  au  miroir  et  de  l'horizon.  Or  la 
perpendiculaire  au  miroir  n'est  autre  que  l'axe  même,  puisque  le 
miroir  a  été  réglé  perpendiculairement  à  cet  axe  par  la  méthode 
que  nous  avons  indiquée  pour  les  collimateurs  dans  les  axes. 
En  même  temps  Tangle  entre  la  projection  sur  l'horizon  de  cette 
perpendiculaire  au  miroir  et  de  la  ligne  de  collimation  du  colli- 
mateur G  est  mesuré  par  l'autre  micromètre  de  G  perpendicu- 
laire au  premier,  c'est-à-dire  par  le  micromètre  dans  le  sens  azi- 
mutal,  et  en  comparant  cet  angle  avec  celui  qui  a  lieu  quand  la 
lunette  d'observation  est  horizontale,  on  a  pour  la  hauteur  ac- 
tuelle la  déviation  de  la  lunette  en  azimut  par  suite  des  inéga- 
lités de  son  axe,  déviation  dont  les  azimuts  doivent  être  corrigés. 
Le  niveau  sur  le  collimateur  G  remplace,  dans  le  cas  que  nous 
venons  de  considérer,  le  niveau  placé  sur  l'axe  horizontal  dans  les 
théodolites  ordinaires  où  le  collimateur  C  n'existe  pas.  L'autre  ni- 
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veau,  parallèle  au  limbe  vertical,  reste  comme  d'habitude  et  sert 
pour  les  observations  de  hauteur  de  la  manière  que  nous  avons 
indiquée  précédemment  (n"  13). 

57.  —  Dans  les  théodolites  portatifs,  il  serait  assez  long  et  diffi- 
cile, surtout  sur  un  sol  inégal,  de  placer  les  deux  collimateurs  A 
et  B  pour  la  détermination  de  la  collimation.  Heureusement  ou 
peut  se  passer  de  ces  collimateurs  en  combinant  avec  le  pointé 
nadiral  de  la  lunette  d'observation  sur  un  bain  de  mercure  tou- 
jours facile  à  placer  sous  la  lunette,  le  pointé  zénithal  sur  un  bain 
d'eau  par  la  méthode  de  M.  Porro,  méthode  imaginée  par  cet 
ingénieux  constructeur  pour  sa  lunette  zénithale. 

Le  procédé  de  M.  Porro  consiste  à  placer  au-dessus  de  la 
lunette  de  l'instrument  un  vase  plein  d'eau  dont  le  fond  est 
formé  par  une  glace  à  faces  parallèles.  L'oculaire  de  la  lunette 
est  alors  le  même  que  pour  le  pointé  sur  le  bain  de  mercure. 
Quand  la  lunette  est  verticale,  l'objectif  en  haut,  on  voit  alors 
l'image  des  fils  réfléchis  par  la  surface  inférieure  de  l'eau,  en  même 
temps  qu'on  voit  ces  fils  directement.  En  faisant  coïncider  ces 
deux  images,  on  est  sûr  de  rendre  l'axe  optique  de  la  lunette  par- 
faitement vertical.  Le  bain  d'eau,  dans  le  cas  que  nous  considé- 
rons, est  soutenu  au-dessus  de  la  lunette  par  un  support  spécial, 
et  il  est  recouvert  d'un  couvercle  noir  pour  que  la  lumière  exté- 
rieure n'éteigne  pas  l'image  réfiéchie  des  fils.  Le  défaut  de  paral- 
lélisme de  la  glace  inférieure,  s'il  existe,  peut  être  compensé  en 
retournant  le  vase  de  ISO*"  pour  faire  un  deuxième  pointé.  (La 
même  considération  a  lieu  si  on  couvre  par  une  glace  le  bain 
de  mercure  dans  le  pointé  nadiral  pour  empocher  le  vent  d'agi- 
ter la  surface  du  mercure)  ;  seulement  les  faces  de  la  glace  don- 
nent aussi  des  images  réfléchies,  mais  on  les  distingue  facile- 
ment de  celle  que  renvoie  l'eau  à  cause  de  leur  fixité^  tandis  que 
l'image  donnée  par  l'eau,  se  reconnaît  de  suite  par  la  moindre 
agitation. 

Il  est  évident  qu'en  combinant  le  pointé  zénithal  sur  l'eau  avec 
le  pointé  nadiral  sur  le  mercure,  cela  revient  pour  la  détermina- 
tion de  la  collimation  à  pointer  sur  deux  collimateurs  opposés, 
puisque  les  deux  surfaces  réfléchissantes  sont  horizontales,  et  par 
conséquent  parallèles.  Ainsi  les  collimateurs  opposés,  pour  les  théo- 
dolites comme  pour  la  lunette  méridienne  et  le  cercle  mural, 
peuvent  être  remplacés  par  les  pointés  zénithaux  et  nadiraux. 


i08  TilÉOIUE  DES  BSSTOUMENTS. 

On  voit  donc  que,  pour  les  théodolites,  les  procédés  optiques  de 
rectification  sont  des  plus  simples  et  se  bornent  au  seul  collima- 
teur C,  portant  le  niveau  qu'aujourd'hui  on  place  sur  Taxe  hori- 
zontal, et  pointant  sur  un  miroir  assujetti  sur  la  lunette.  11  suffit 
d'y  joindre  deux  vases,  l'un  pour  recevoir  du  mercure,  l'autre  à 
fond  transparent  pour  recevoir  de  l'eau .  > 

S8.  — Quand  on  n'a  pas  ces  moyens  optiques  de  rectification, 
il  faut  toujours  observer  de  la  manière  indiquée  précédemment 
dans  les  deux  positions  directes  et  inverses,  pour  sinon  éliminer 
radicalement,  au  moins  atténuer  considérablement  les  erreurs 
d'axe. 

C'est  aussi  ce  qu'on  est  toujours  obligé  de  faire  avec  les  théodo- 
lites excentriques  lorsqu'on  veut  prendre  des  différences  d'azimut 
entre  deux  objets  terrestres  inégalement  distants  et  assez  rappro- 
chés pour  qu'on  ne  puisse  pas  regarder  comme  parallèles  les 
rayons  qui  leur  sont  menés  du  centre  de  l'instrument  et  de  l'ex- 
trémité de  l'axe  horizontal  portant  la  lunette  ;  car  dès  que  les  ob- 
jets sont  assez  éloignés  pour  que  ce  parallélisme  existe,  les  angles 
mesurés  dans  une  seule  position,  directe  ou  inverse,  sont  évidem- 
ment les  mêmes,  soit  que  le  théodolite  porte  sa  lunette  au  centre, 
soit  qu'il  la  porte  excentriquement.  Mais  si  les  objets  sont  rappro- 
chés et  inégalement  distants,  l'angle  azimutal  mesuré  entre  eux, 
position  directe,  par  exemple  (ou  lunette  à  droite  de  robser\'ateur), 
est  égal  à  l'angle  existant  au  centre  de  l'instrument,  plus  l'angle 
formé  par  les  rayons  visuels  menés  à  l'objet  de  gauche  du  cen- 
tre de  l'instrument  et  de  la  position  de  la  lunette,  moins  l'angle 
formé  par  les  rayons  visuels  menés  à  l'objet  de  droite  et  éma- 
nant du  centre  de  l'instrument  et  de  la  lunette  visant  vers  lui. 
Dans  la  position  inverse,  ou  lunette  à  gauche  de  l'observateur, 
l'angle  mesuré  sera  égal  à  l'angle  qui  aurait  été  mesuré  au  cen- 
tre, moins  l'angle  qu'on  ajoutait  dans  la  position  directe  et  plus 
celui  qu'on  retranchait.  La  demi  -  somme  des  deux  angles  sera 
donc  égale  à  l'angle  des  deux  objets  mesuré  du  centre  de  l'instru- 
ment. On  voit  donc  que  l'inconvénient  du  théodolite  excentrique 
pour  les  angles  azimutaux  des  objets  terrestres,  disparaît  en 
prenant  la  moyenne  des  angles  mesurés,  position  directe  et  posi- 
tion inverse  de  Tinstrument;  et  l'angle  ainsi  obtenu  est  le  même 
que  si  l'instrument  avait  été  centré.  Pour  les  objets  célestes,  une 
seule  position  suffit  si  les  moyens  de  rectification  des  axes  sont 
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ceux  que  nous  avons  indiqués.  Les  deux  positions  ne  sont  néces- 
saires que  si  ces  rectifications  n'existent  pas.  Mais  il  est  toujours 
bon  de  les  employer  toutes  les  deux  quand  le  temps  le  permet. 

59.  —  Nous  teminerons  la  longue  digression  que  nous  avons 
faite  sur  les  collimateurs  et  les  procédés  optiques  de  rectification 
des  axes  en  signalant  un  autre  emploi  des  collimateurs.  C'est  pour 
s'assurer  que  la  lunette  méridienne  ne  change  pas  d'azimut.  On 
peut^  dans  ce  but,  se  servir  d'une  mire  éloignée  ;  mais  comme, 
dans  ce  cas,  les  réfractions  terrestres  provenant  du  sol  échauffé 
sur  une  grande  étendue,  et  les  ondulations  qui  en  résultent  dans 
les  images,  jettent  du  doute  sur  la  valeur  de  ce  procédé  et  sou- 
vent empêchent  les  observations,  on  emploie  avec  avantage  un 
collimateur  fixe  situé  dans  le  méridien.  Mais  la  stabilité  d'un  tel 
collimateur  est  d'autant  plus  grande  que  son  foyer  est  plus  long. 
Celui  de  l'observatoire  de  Paris  possède  80  mètres  environ  de 
distance  focale.  Deux  piliers,  éloignés  de  cette  distance,  portent 
l'un  l'objectif,  l'autre  les  fils  croisés  au  foyer  de  ce  dernier. 
Il  est  évident ,  d'ailleurs,  que  plus  est  grande  la  distance  entre 
eux,  moins  les  petits  déplacements  que  chacun  peut  subir,  influent 
sur  la  direction  de  la  ligne  de  collimation,  et  conséquemment 
plus  cette  dernière  est  stable.  Les  fils  croisés  des  collimateurs- 
mires,  comme  ceux  des  autres  collimateurs,  sont  placés  de  ma- 
nière à  faire  un  angle  de  45""  avec  les  fils  des  lunettes  d'obser- 
vation, car  alors  il  est  plus  facile  d'obtenir  un  bon  pointé  de  ces 
dernières  sur  les  collimateurs  que  si  les  fils  étaient  parallèles. 

Sur  la  flexion  des  lunettes. 

60.  —  Il  nous  reste  maintenant ,  pour  terminer  l'étude  des 
lunettes,  à  parler  de  leur  flexion  sous  l'action  de  la  pesanteur. 

Concevons  une  lunette  fixée  sur  son  axe  par  son  centre  :  la  pe- 
santeur tend  à  courber  son  tube  en  abaissant  ses  deux  extrémités . 
Si  le  tube  est  symétrique  des  deux  côtés  de  l'axe  jusqu'au  système 
objectif  et  au  système  oculaire,  et  si  ces  deux  systèmes  sont  égaux 
en  poids,  condition  qu'on  peut  toujours  réaliser  à  l'aide  d'un  poids 
additionnel  à  celui  d'entre  eux  qui  serait  le  plus  léger,  la  flexion 
sera  symétrique  des  deux  côtés  de  l'axe,  c'est-à-dire  que  le  système 
objectif  et  le  système  oculaire  seront  également  abaissés  par  la 
fleiion,  de  sorte  que  la  ligne  menée  du  centre  optique  de  l'objectif 
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à  la  croisée  des  fils  sera  parallèle  à  la  position  qu'elle  occuperait  s'il 
n'y  avait  pas  flexion.  Ce  fait  se  voit  à  première  vue  si  la  lunette  est 
horizontale;  mais  si  elle  est  inclinée  il  faut,  pour  s'en  apercevoir, 
décomposer  la  pesanteur  en  deux  autres  forces,  l'une  suivant  la 
longueur  du  tube,  l'autre  perpendiculaire  à  ce  dernier.  Or  la  pre- 
mière composante  n'agit  pas  pour  courber  la  lunette,  c'est  la  se- 
conde seule  qui  influe  sur  la  courbure.  Gomme  les  secondes  com- 
posantes, aussi  bien  du  côté  de  l'objectif  que  de  celui  de  l'ocu- 
laire sont  égales,  on  voit  que  la  flexion  est  symétrique  de  part  et 
d'autre,  de  sorte  que  le  centre  optique  de  l'objectif  et  la  croisée 
des  fils  s'écartent  également  de  l'axe  du  tube  supposé  sans  flexion, 
et  conséquemment  la  ligne  qui  joint  ces  deux  points  reste  paral- 
lèle à  ce  qu'elle  serait  sans  la  flexion  elle-même. 

Lorsque  les  lunettes  sont  symétriques  et  portées  par  leur  cen- 
tre, leur  flexion  n'influe  donc  pas  sur  la  direction  de  leur  ligne  de 
collimation ,  et  conséquemment  cette  flexion  est  sans  influence 
sur  les  hauteurs  mesurées.  Il  est  évident,  d'ailleurs,  que  la  flexion, 
se  faisant  dans  un  plan  vertical,  n'agit  pas  sur  les  azimuts  de  la 
ligne  de  collimation.  Il  y  a,  toutefois,  une  petite  restriction  à 
faire  au  sujet  des  angles  de  hauteur  :  elle  vient  de  ce  que  les 
anomalies  existant  dans  l'homogénéité  de  la  matière  peuvent  bien 
faire  que,  malgré  la  symétrie,  l'élasticité  ne  soit  pas  rigoureuse- 
ment égale  des  deux  côtés  du  centre.  Mais  il  est  certain  qu'elle 
ne  différera  que  très-peu;  de  sorte  qu'avec  une  disposition  symé- 
trique la  flexion  ne  modifie  la  direction  de  la  ligne  de  collimation 
que  d'une  quantité  du  deuxième  ordre,  par  rapport  à  ce  qu'elle 
ferait  s'il  n'y  avait  pas  symétrie.  Ainsi  les  lunettes  coudées  à  angle 
droit  à  l'aide  d'un  prisme,  pour  que  le  bout  oculaire  se  trouve 
dans  l'axe  horizontal  m^me  afin  de  regarder  par  Taxe,  n'ont  pas 
leur  flexion  du  côté  de  l'objectif  compensée  par  celle  du  côté  de 
l'oculaire.  Cette  construction  est  donc  vicieuse. 

Dans  les  petits  instruments,  il  est  vrai,  les  flexions  sont  très- 
petites,  mais  il  est  bon  que,  malgré  la  petitesse  des  dimensions,  les 
lunettes  soient  assez  longues  et  débordent  notablement  les  cercles^, 
car  la  précision  du  pointé  dans  la  lunette  doit  être  égale  à  celle  de 
la  lecture  du  limbe  pour  laquelle  on  peut  employer  de  forts  gros- 
sissements; et  pour  que  cette  condition  existe,  il  faut  nécessaire- 
ment des  lunettes  plus  longues  que  le  diamètre  des  cercles.  C'est 
fort  à  tort  que  les  anciens  artistes,  comme  Gambey,  limitaient  la 
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longueur  des  lunettes  à  ce  diamètre;  et  il  en  résultait  que  les  soins 
extrêmes  qu'ils  prenaient  à  la  graduation  étaient  perdus,  puis- 
que le  pointé  n'offrait  pas  avec  la  lunette  la  précision  de  cette  gra- 
duation . 

La  flexion  des  lunettes  constitue  la  cause  principale  pour  la- 
quelle dans  les  lunettes  astronomiques,  on  n'interpose  pas,  comme 
dans  les  longues-vues  terrestres ,  plusieurs  lentilles  entre  le  sys- 
tème objectif  et  le  foyer  de  l'oculaire  où  sont  les  fils  du  réticule, 
dans  le  but,  par  exemple,  d'augmenter  le  grossissement  sans  al- 
longer notablement  la  lunette.  En  effet,  quand  la  lunette  se 
courbe,  les  divers  centres  optiques  de  ces  diverses  lentilles  et  le 
réticule  formeraient  une  ligne  courbe  à  courbure  variable  sui- 
vant l'inclinaison  de  la  lunette,  et  il  est  facile  de  voir  que  cette 
courbure  changerait  la  ligne  de  collimation.  Parla  même  raison, 
il  y  a  aussi  inconvénient  à  replier  la  ligne  de  collimation  par  l'em- 
ploi de  prismes  à  réflexion  totale,  car  les  courbures  par  la 
flexion  empêchent  toujours  de  considérer  l'objectif  et  les  diverses 
pièces  interposées  comme  faisant  un  système  invariable,  ce  qui 
serait  la  condition  nécessaire  pour  que  la  ligne  de  collimation 
pût  être  repliée  sans  inconvénient. 

61.  — Dans  la  taille  de  l'objectif  d'une  lunette,  on  peut  dis- 
poser de  quatre  surfaces,  et  les  conditions  de  l'achromatisme 
laissent  indéterminé  un  des  rayons  de  courbure.  M.  Porro  a  eu 
ringénieuse  idée  de  mettre  cette  propriété  à  profit  pour  éliminer 
la  flexion  des  lunettes  et  pour  faire  dépendre  de  la  position  de  l'ob- 
jectif la  situation  du  réticule.  Ce  procédé  consiste  à  donner  à 
l'une  des  surfaces  pour  rayon  de  courbure  la  longueur  focale  de 
l'objectif,  de  sorte  que  les  fils  du  réticule,  si  on  les  éclaire  comme 
dans  le  cas  où  on  observe  leur  image  réfléchie  par  un  bain  de  mer- 
cure, se  réfléchissent  dans  cette  surface  et  viennent  former  leur 
image  dans  le  plan  focal.  Il  existe  alors  une  position  du  réticule, 
position  dépendant  seulement  de  l'objectif  et  dans  laquelle  les  fils 
coïncident  avec  leur  image.  Cette  disposition,  très-importante 
pour  éliminer  la  flexion,  ne  suffit  pas  à  assurer  la  constance 
de  la  collimation t  puisque  tout  déplacement  de  l'objectif  sur  la 
sphère  ayant  pour  centre  le  milieu  du  réticule  n'empêche  pas  la 
réflexion  de  la  croisée  des  fils  sur  elle-même  ;  seulement,  avec 
la  disposition  prise  par  M.  Porro,  la  ligne  de  collimation  ne  dé- 
pend plus  que  de  l'objectif,  puisqu'elle  n'est  autre  que  la  ligne 
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joignant  le  centre  optique  de  Tobjcctif  au  centre  de  courbure 
de  Tune  de  ses  surfaces.  On  peut  profiter  de  cela  pour  s'assurer 
à  l'aide  de  la  disposition  suivante  si  la  collimation  reste  cons- 
tante pour  les  diverses  inclinaisons  de  l'instrument  : 

Latéralement,  sur  un  point  du  contour  de  l'objectif  serait  une 
petite  surface  plane  parallèle  à  Taxe  optique,  et  argentée  électro- 
chimiquement  de  façon  à  former  miroir. 

En  plaçant  alors  ce  miroir  dans  le  prolongement  de  l'axe  hori- 
zontal de  rotation  de  la  lunette  et  perpendiculairement  à  cet  axe 
de  telle  sorte  que  l'objectif  se  trouvât  lui-même  parallèle  à  l'axe 
horizontal  de  rotation  et  situé  dans  son  prolongement,  le  collima- 
teur G  du  n»  55  situé  dans  le  prolongement  de  l'axe  horizontal 
viserait  sur  ce  miroir  qui  lui  réfléchirait  ses  fils,  et  alors  le  miroir 
en  question,  solidaire  avec  l'objectif  qui  seul  détermine  main- 
tenant la  ligne  de  collimation,  remplacerait  celui  que  nous  avions 
supposé  dans  le  n""  55  au  milieu  de  la  longueur  de  la  lunette  et 
dans  le  prolongement  de  Taxe  horizontal.  De  cette  façon  la  cons- 
tance de  la  collimation  serait  assurée,  ou  du  moins  ses  variations 
seraient  mesurées  par  le  collimateur  G. 

Gette  disposition  oblige  à  placer  l'objectif  au  centre  de  rotation 
du  limbe  vertical  ;  mais  ceci  n'est  pas  une  objection,  car,  avec  la 
disposition  de  M.  Porro  pour  anéantir  la  flexion,  il  y  aurait  incon- 
vénient à  le  laisser  hors  de  ce  centre.  La  flexion  de  la  portion 
du  tube  comprise  entre  le  centre  de  rotation  du  limbe  et  lob- 
jectif,  si  cette  portion  de  tube  existait,  aurait  pour  effet  de  chan- 
ger la  direction  de  l'objectif,  et  par  conséquent  de  modifier 
l'angle  avec  l'horizon  de  la  ligne  de  collimation  fixée  par  cette 
direction  de  l'objectif.  On  voit  donc  que  les  angles  de  hau- 
teur seraient  modifiés  et  que  la  flexion  ne  serait  pas  en  réalité  éli- 
minée si  l'objectif  n'était  pas  sur  le  prolongement  de  Taxe  de  ro- 
tation du  limbe  vertical.  Mais  comme  avec  la  disposition  de 
M.  Porro,  on  peut  ensuite  recourber  par  des  prismes  autant  qu'on 
veut  la  ligne  de  collimation,  de  même  qu'on  peut  interposer  entre 
l'oculaire  et  l'objectif  autant  de  lentilles  qu'on  veut  sans  que  la 
direction  du  prolongement  de  cette  ligne  de  collimation  dans  l'es- 
pace au  dehors  de  l'objectif  soit  modifiée,  le  placement  de  l'objectif 
au  centre  n'a  plus  d'inconvénient,  puisqu'on  peut  à  la  fois  recour- 
ber et  raccourcir  la  lunette  tout  en  conservant  le  grossissement 
désiré. 


TIJÉOUIE  DES  INSTRUMENIH  113 

Toutefois  il  faut  considérer  qu'il  est  assez  difficile  de  donner 
pour  rayon  de  courbure  à  une  des  surfaces  de  l'objectif  exac- 
tement la  distance  focale  de  ce  dernier.  Mais  au  lieu  de  faire 
réfléchir  les  fils  de  la  lunette  sur  l'une  des  surfaces  de  l'ob- 
jectif, comme  Ta  proposé  M.  Porro,  on  peut  également  les  faire 
réfléchir  sur  l'anneau  qui  maintient  l'objectif,  pourvu  que  la  sur- 
face intérieure  de  cet  anneau  (qu'on  pourrait  faire  en  verre  ar- 
genté) appartienne  à  une  surface  sphérique,  ayant  pour  rayon  de 
courbure  la  distance  focale  de  l'objectif.  On  éviterait  par  là  les 
difficultés  d'exécution,  car  l'objectif  pourrait  être  assujetti  dans 
cet  anneau  au  point  où  son  foyer  coïnciderait  avec  le  centre  de 
courbure  de  la  surface  interne  de  l'anneau.  Par  là  on  serait  dis- 
pensé de  donner  à  l'une  des  courbures  de  l'objectif  exactement 
la  distance  focale,  et  on  rendrait  pratique  l'idée  ingénieuse  de 
M.  Porro. 

La  réflexion  des  fils  sur  eux-mêmes  par  l'anneau  de  l'objectif 
offre  l'avantage  de  pouvoir  changer  de  réticule  à  volonté  sans 
changer  la  collimation.  On  pourrait  donc  employer  des  fils  de 
grosseur  variable,  suivant  le  grossissement  de  chaque  oculaire 
de  rechange,  sans  pour  cela  avoir  à  déterminer  chaque  fois  la  col- 
limation . 

Les  artistes  pourront,  dans  divers  instruments,  tirer  parti  de 
l'idée  que  nous  venons  d'indiquer  en  passant.  Pour  de  grandes 
lunettes,  ce  serait  un  notable  avantage  d'anéantir  ainsi  complè- 
tement l'effet  des  flexions  par  la  pesanteur,  et  même  celui 
des  flexions  anormales  qu'une  différence  de  température  entre 
les  deux  côtés  du  tube  d'une  lunette  exposée  au  soleil  peut  in- 
troduire. 


Des  cercles  gradués. 

62.  —  Les  cercles  gradués,  dans  les  instruments  astronomi- 
ques, ont  leur  limbe  divisé  en  360  parties  égales,  qui  alors  repré- 
sentent des  degrés.  Pour  faciliter  la  lecture  des  angles,  le  trait  de 
division  de  S  en  5  degrés  est  un  peu  plus  long,  et  le  chiffrage  est 
fait  de  10  en  10*  depuis  0**  jusqu'à  350%  carie  n*  360  retomberait 
sur  le  degré  chiffré  0. 

Ces  divisions  sont  effectuées  par  les  artistes  à  l'aide  de  machi- 
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nés  à  graduer,  dans  le  détail  de  la  construction  desquelles  nous 
n'entrerons  pas  ici.  Nous  dirons  seulement  que  les  artistes  par- 
viennent à  effectuer  des  graduations  très-régulières;  mais  toute- 
fois, malgré  tous  les  soins  qu'ils  apportent  à  la  graduation,  elle 
n'est  jamais  complètement  rigoureuse.  Aussi  les  astronomes  doi- 
vent-ils se  préoccuper  de  rendre  leurs  observations  aussi  indé- 
pendantes que  possible  des  erreurs  de  graduation.  C'est  ce  à  quoi 
on  parvient  par  divers  procédés  que  nous  exposerons.  Si  donc 
nous  ne  donnons  pas  ici  la  description  de  la  manière  dont  on  gra- 
due un  cercle  en  parties  sensiblement  égales,  en  revanche  nous 
décrirons  avec  détail  les  moyens  d'étudier  la  graduation  d'un 
cercle,  de  manière  à  connaître  l'erreur  dont  chaque  division  est 
affectée,  afin  d'en  corriger  les  observations,  et  de  façon  à  pou- 
voir se  servir  d'un  cercle  aussi  mal  gradué  que  possible,  dont 
les  divisions  entièrement  arbitraires  n'auraient  aucune  égalité 
entre  elles  ,  en  un  mot  d'un  cercle  dont  le  limbe  serait  simple- 
ment couvert  de  traits  de  repère  chiffrés.  Mais  auparavant  nous 
allons  indiquer  les  moyens  par  lesquels  on  mesure  les  fractions 
des  divisions  ou  degrés  tracés  sur  le  limbe. 

On  comprend  en  effet  que,  même  dans  le  cercle  le  plus  parfai- 
tement gradué,  il  n'est  pas  possible  de  subdiviser  le  degré  jusqu'à 
la  seconde,  car  les  traits  seraient  alors  tellement  rapprochés  qu'ils 
se  confondraient.  Il  faut  donc  limiter  à  un  petit  nombre  de  par- 
ties la  subdivision  des  degrés  sur  le  limbe.  Dans  les  petits  cercles, 
on  subdivise  le  degré  en  6  parties  seulement,  qui  valent  alor^ 
chacune  10'.  Cette  subdivision  se  trouve  effectuée  à  l'aide  de 
5  traits  qu'on  fait  plus  courts  que  ceux  qui  marquent  les  de- 
grés afin  d'éviter  la  confusion,  et  de  plus,  parmi  ces  S  traits,  afin 
de  rendre  la  lecture  plus  facile,  celui  du  milieu,  qui  marque  le 
demi-degré  ou  30' ,  est  un  peu  plus  long  que  les  autres,  sans  attein- 
dre toutefois  la  longueur  des  traits  marquant  les  degrés.  Dans  les 
grands  cercles,  les  cercles  muraux^  par  exemple,  on  pousse  géné- 
ralement plus  loin  la  subdivision  du  degré,  le  plus  souvent  on  le 
subdivise  par  11  traits  en  12  parties  égales  qui  alors  valent  5',  et 
on  facilite  la  lecture  en  faisant  toujours  plus  long  que  les  autres 
le  trait  du  milieu,  qui  marque  le  demi-degré.  Le  demi-degré  se 
trouve  alors  divisé  en  6  parties  égales  par  5  traits  dont  celui  du 
milieu,  indiquant  le  quartde  degré  ou  15',  est  également  plus  long 
que  les  autres  sans  atteindre  la  longueur  de  celui  des  demi-de- 
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iîrcs.  D'autres  fois  on  subdivise  le  degré  en  20  parties  valant  alors 
chacime  3',  avec  des  traits  plus  longs  de  5  en  5  pour  faciliter 
la  lecture.  La  première  chose  à  faire  quand  on  se  sert  d'un  cercle 
gradué  est  de  voir  en  combien  de  parties  le  degré  est  subdivisé,  et 
cela  fait  savoir  de  suite  la  valeur  de  la  plus  petite  des  divisions  du 
limbe. 

63.  —  Pour  avoir  les  fractions  de  degré  au-dessous  de  la  plus 
petite  des  divisions  du  limbe,  deux  moyens  sont  employés  :  le  ver- 
nicr  et  le  microscope  avec  micromètre.  Le  vemier  n'est  en  usage 
que  dans  les  petits  cercles,  ceux  des  théodolites  portatifs,  par 
exemple.  C'est  lui  que  nous  décrirons  en  premier. 

Supposons,  par  exemple,  pour  fixer  les  idées,  que  la  plus  petite 
des  divisions  du  limbe  vaille  10'  et  qu'on  veuille  que  le  vernier 
donne  directement  les  dizaines  de  secondes.  Dans  10',  qui  valent 
600  secondes,  il  y  a  60  dizaines  de  secondes.  L'artiste  prend  alors 
sur  la  circonférence  du  cercle  alidade  dont  le  limbe  est,  comme 
nous  l'avons  dit  en  décrivant  le  théodolite,  exactement  dans  le 
plan  du  limbe  du  cercle  gradué  et  avec  sa  périphérie  en  contact 
avec  les  divisions  de  ce  cercle  gradué,  un  arc  de  60  moins  une  des 
plus  petites  divisions  du  cercle,  qui  sont  de  10',  c'est-à-dire  un 
arc  de  590  minutes  ou  de  10"  moins  10',  et  il  divise  cet  arc  en 
60  parties  qui  valent  alors  chacune  10-10".  On  les  chiffre  ensuite 
dans  le  sens  de  la  graduation  du  limbe. 

Cela  posé,  supposons  que  la  division  zéro  du  vernier  tombe  sur 
une  division  exacte  du  cercle;  dans  ce  cas,  la  lecture  de  l'angle  est 
cette  dinsîoii  même  qui  est  un  certain  nombre  de  degrés  et  de 
dizaines  de  minutes.  Mais  si  la  division  zéro  du  vernier  tombe 
entre  deux  divisions  du  cercle,  alors  la  lecture  sera  la  plus  petite 
de  ces  deux  divisions,  plus  une  certaine  fraction.  La  plus  petite 
des  deux  divisions  en  question  fait  connaître  le  nombre  entier 
de  degrés  et  de  dizaines  de  minutes ,  et  c'est  la  fraction  res- 
tante que  le  vernier  doit  permettre  de  mesurer.  Si  cette  frac- 
tion est  de  10",  on  le  reconnaîtra  de  suite  en  ce  que  la  deuxième 
di>ision  du  vemier,  celle  qui  suit  le  zéro ,  coïncidera  exactement 
a\ec  la  première  division  du  limbe  après  celle  dont  la  lecture  a 
donné  le  nombre  entier  de  degrés  et  de  dizaines  de  minutes;  car 
puisque  la  division  du  vernier  vaut  10 -10'',  si  le  zéro  du  vernier 
dépasse  de  10"  une  division,  la  division  suivante  du  vernier  est 
en  coïncidence  avec  la  division  suivante  du  cercle.  Si  mainte- 
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nés  à  graduer,  dans  le  détail  de  la  construction  desquelles  nous 
n'entrerons  pas  ici.  Nous  dirons  seulement  que  les  artistes  par- 
viennent à  effectuer  des  graduations  très-régulières;  mais  toute- 
fois, malgré  tous  les  soins  qu'ils  apportent  à  la  graduation,  elle 
n'est  jamais  complètement  rigoureuse.  Aussi  les  astronomes  doi- 
vent-ils se  préoccuper  de  rendre  leurs  observations  aussi  indé- 
pendantes que  possible  des  erreurs  de  graduation.  C'est  ce  à  quoi 
on  parvient  par  divers  procédés  que  nous  exposerons.  Si  donc 
nous  ne  donnons  pas  ici  la  description  de  la  manière  dont  on  gra- 
due un  cercle  en  parties  sensiblement  égales,  en  revanche  nous 
décrirons  avec  détail  les  moyens  d'étudier  la  graduation  d'un 
cercle,  de  manière  à  connaître  l'erreur  dont  chaque  division  est 
affectée,  afin  d'en  corriger  les  observations,  et  de  façon  à  pou- 
voir se  servir  d'un  cercle  aussi  mal  gradué  que  possible,  dont 
les  divisions  entièrement  arbitraires  n'auraient  aucune  égalité 
entre  elles  ,  en  un  mot  d'un  cercle  dont  le  limbe  serait  simple- 
ment couvert  de  traits  de  repère  chiffrés.  Mais  auparavant  nous 
allons  indiquer  les  moyens  par  lesquels  on  mesure  les  fractions 
des  divisions  ou  degrés  tracés  sur  le  limbe. 

On  comprend  en  effet  que,  môme  dans  le  cercle  le  plus  parfai- 
tement gradué,  il  n'est  pas  possible  de  subdiviser  le  degré  jusqu'à 
la  seconde,  car  les  traits  seraient  alors  tellement  rapprochés  qu'ils 
se  confondraient.  Il  faut  donc  limiter  à  un  petit  nombre  de  par- 
ties la  subdivision  des  degrés  sur  le  limbe.  Dans  les  petits  cercles, 
on  subdivise  le  degré  en  6  parties  seulement,  qui  valent  alors 
chacune  10'.  Cette  subdivision  se  trouve  effectuée  à  l'aide  de 
5  traits  qu'on  fait  plus  courts  que  ceux  qui  marquent  les  de- 
grés afin  d'éviter  la  confusion,  et  de  plus,  parmi  ces  5  traits,  afin 
de  rendre  la  lecture  plus  facile,  celui  du  milieu,  qui  marque  le 
demi-degré  ou  30' ,  est  un  peu  plus  long  que  les  autres,  sans  attein- 
dre toutefois  la  longueur  des  traits  marquant  les  degrés.  Dans  les 
grands  cercles,  les  cercles  muraux^  par  exemple,  on  pousse  géné- 
ralement plus  loin  la  subdivision  du  degré,  le  plus  souvent  on  le 
subdivise  par  11  traits  en  12  parties  égales  qui  alors  valent  5',  et 
on  facilite  la  lecture  en  faisant  toujours  plus  long  que  les  autres 
le  trait  du  milieu,  qui  marque  le  demi-degré.  Le  demi-degré  se 
trouve  alors  divisé  en  6  parties  égales  par  5  traits  dont  celui  du 
milieu,  indiquant  le  quart  de  degré  ou  15',  est  également  plus  long 
que  les  autres  sans  atteindre  la  longueur  de  celui  des  demi-de- 


THÉORIE  DES  INSTULMENÏS.  H5 

irrés.  D'autres  fois  on  subdivise  le  degré  en  20  parties  valant  alors 
chacune  3',  avec  des  traits  plus  longs  de  S  en  S  pour  faciliter 
la  lecture.  La  première  chose  à  faire  quand  on  se  sert  d'un  cercle 
gradué  est  de  voir  en  combien  de  parties  le  degré  est  subdivisé,  et 
cela  fait  savoir  de  suite  la  valeur  de  la  plus  petite  des  divisions  du 
limbe. 

63.  —  Pour  avoir  les  fractions  de  degré  au-dessous  de  la  plus 
petite  des  divisions  du  limbe,  deux  moyens  sont  employés  :  le  ver- 
nier  et  le  microscope  avec  micromètre.  Le  vernier  n'est  en  usage 
que  dans  les  petits  cercles,  ceux  des  théodolites  portatifs,  par 
exemple.  C'est  lui  que  nous  décrirons  en  premier. 

Supposons,  par  exemple,  pour  fixer  les  idées,  que  la  plus  petite 
des  divisions  du  limbe  vaille  10'  et  qu'on  veuille  que  le  vernier 
donne  directement  les  dizaines  de  secondes.  Dans  10',  qui  valent 
600  secondes,  il  y  a  60  dizaines  de  secondes.  L'artiste  prend  alors 
sfur  la  circonférence  du  cercle  alidade  dont  le  limbe  est,  comme 
nous  l'avons  dit  en  décrivant  le  théodolite,  exactement  dans  le 
plan  du  limbe  du  cercle  gradué  et  avec  sa  périphérie  en  contact 
avec  les  divisions  de  ce  cercle  gradué,  un  arc  de  60  moins  une  des 
plus  petites  divisions  du  cercle,  qui  sont  de  10',  c'est-à-dire  un 
arc  de  S90  minutes  ou  de  10"  moins  10',  et  il  divise  cet  arc  en 
60  parties  qui  valent  alors  chacune  10-10".  On  les  chiffre  ensuite 
dans  le  sens  de  la  graduation  du  limbe. 

Cela  posé,  supposons  que  la  division  zéro  du  vernier  tombe  sur 
une  division  exacte  du  cercle;  dans  ce  cas,  la  lecture  de  l'angle  est 
celte  division  même  qui  est  un  certain  nombre  de  degrés  et  de 
dizaines  de  minutes.  Mais  si  la  division  zéro  du  vernier  tombe 
entre  deux  divisions  du  cercle,  alors  la  lecture  sera  la  plus  petite 
de  ces  deux  divisions,  plus  une  certaine  fraction.  La  plus  petite 
des  deux  divisions  en  question  fait  connaître  le  nombre  entier 
de  degrés  et  de  dizaines  de  minutes ,  et  c'est  la  fraction  res- 
tante que  le  vernier  doit  permettre  de  mesurer.  Si  cette  frac- 
tion est  de  10",  on  le  reconnaîtra  de  suite  en  ce  que  la  deuxième 
division  du  vernier,  celle  qui  suit  le  zéro,  coïncidera  exactement 
a\ec  la  première  division  du  limbe  après  celle  dont  la  lecture  a 
donné  le  nombre  entier  de  degrés  et  de  dizaines  de  minutes;  car 
puisque  la  division  du  vernier  vaut  lO'-lO",  si  le  zéro  du  vernier 
dépasse  de  10"  une  division,  la  division  suivante  du  vernier  est 
en  coïncidence  avec  la  division  suivante  du  cercle.  Si  mainte- 


118  THÉORIE  DES  INSTUUMENTS. 

écarts  symétriques  de  part  et  d'autre,  c'est  qu'alors  la  coïncidence 
est  bien  parfaite.  Pour  permettre  d'employer  ce  moyen  de  juger 
les  coïncidences,  les  artistes  prolongent  de  deux  traits  au-delà  du 
zéro  la  division  du  vernier. 

64.  —  Quand  on  juge  qu'aucun  trait  du  vernier  ne  coïncide 
rigoureusement  avec  aucun  trait  du  limbe,  on  choisit  toujours 
la  division  qui  approche  le  plus  de  la  coïncidence.  Si  on  juge 
qu'il  y  a  deux  divisions  également  coïncidentes,  on  pren^  alors 
le  nombrQ;  moyen' des  deux  nombres  qu'elles  fournissent.  Ainsi 
si*le  vernier  donne  les  10",  et  si  on  trouve  que  les  divisions  !'  20" 
et  V  30",  par  exemple,  coïncident  également  bien  avec  deux  divi- 
sions du  limbe,  on  adopte  pour  lecture  1'  25".  Si  on  juge  que 
les  deux  divisions,  quoique  presque  également  coïncidentes,  diffè- 
rent cependant  très-légèrement,  on  adoptera  pour  lecture  i'  24" 
ou  i'  26",  suivant  que  la  meilleure  coïncidence  est  du  côté  de  la 
division  l'  20"  ou  1'  30".  Si  on  juge  l'écart  trois  fois  plus  grand 
du  côté  d'une  des  divisions,  par  exemple  du  côté  de  la  division 
i'  30"  que  du  côté  de  la  division  !'20",  la  lecture  serait  alors 
intermédiaire  entre  !'  20"  et  T  23",  et  par  conséquent  de  !'  22",5. 
On  pourra  noter  alors  i'  22"  ou  1'  23",  suivant  qu'on  jugera  que 
la  lecture  doit  être  un  peu  diminuée  ou  augmentée.  Si  la  coïnci- 
dence est  tout  près  de  i'  20",  mais  dépasse  un  peu  ce  chiffre, 
on  notera  alors  1'  21''.  On  voit  ainsi  comment  avec  un  bon  ver- 
nier donnant  directement  les  dizaines  de  secondes  seulement, 
on  peut  lire  l'angle  avec  la  précision  de  la  seconde.  Mais,  je  le 
répète,  ceci  n'est  possible  que  si  les  verniers  sont  très-parfaits,  les 
traits  très-déliés  et  la  loupe  un  peu  forte.  J'ajouterai  même  que 
l'expérience  m'a  appris  qu'un  vernier  bien  fiiit  donnant  seule- 
ment les  dizaines  de  secondes  est  plus  avantageux  pour  lire  la 
seconde  elle-même  qu'un  vernier  où  l'artiste  a  voulu  donner 
les  5  secondes  ou  les  3  secondes.  L'œil  se  fatigue  ipoins  entre 
moins  de  traits,  et  des  écarts  un  peu  plus  grands  se  prêtent 
mieux  à  la  comparaison,  indépendamment  de  ce  que  l'artiste, 
par  de  plus  grands  écarts,  arrive  à  une  perfection  proportion- 
nellement plus  grande,  d'autant  plus  que  les  erreurs  de  gradua- 
tion, même  en  restant  constantes,  sont  alors  une  plus  petite  frac- 
tion des  écarts ,  et  se  partagent  entre  des  nombres  plus  grands. 

65.  —  La  nuit, pour  lire  les  limbes  des  théodolites,  une  petite 
lanterne  fermée  de  côté  et  en  arrière  par  des  parois  opaques  pour 
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ne  pas  projeter  la  lumière  dans  rœil ,  et  tenue  à  la  main ,  mais 
munie  d'un  réflecteur  en  arrière  de  la  lumière  et  d'une  lentille  en 
avant,  sert  à  projeter  la  lumière  sur  le  limbe.  Un  verre  dépoli  in- 
cliné que  les  artistes  placent  en  arrière  du  vernier  est  alors  éclairé 
par  dessous,  et  ce  verre  en  se  réfléchissant  dans  le  métal  fait  par- 
faitement ressortir  la  graduation.  Il  est  important  pour  lire  les 
verniers  de  mettre  au  milieu  du  champ  de  la  loupe  la  division  la 
mieux  coïncidente ,  et  de  regarder  bien  perpendiculairement  au 
limbe,  afin  déjuger  avec  certitude  des  différences  d'écarts  des 
divisions  voisines  à  droite  et  à  gauche,  écarts  que  l'obliquité,  à 
cause  de  la  profondeur  des  traits,  peut  modifier  en  apparence.  Il 
est  bon  aussi  d'éclairer  toujours  dans  la  même  direction  pour  que 
les  influences  des  flancs  des  traits  éclairés  soient  les  mêmes  dans 
toutes  les  lectures.  Cette  condition  est  importante  pour  que  les 
différences  de  lecture  que  donnent  les  angles  observés  ne  soient 
pas  affectées  par  les  différences  de  l'éclairage. 

Le  vernier  n'est  pas  seulement  employé  pour  les  théodolites 
portatifs,  il  est  également  en  usage  dans  les  cercles  répétiteurs, 
les  sextants,  les  octants  et  les  cercles  de  réflexion.  Pour  les  grands 
instruments,  tels  que  les  cercles  muraux,  les  ait-azimuts  et  même 
les  grands  théodolites,  on  emploie  les  microscopes  avec  micro- 
mètres pour  obtenir  la  subdivision  des  dernières  divisions  du 
limbe.  Ce  procédé  est  bien  supérieur  au  vernier.  Il  n'a  pas 
comme  ce  dernier  le  défaut  d'exiger  une  graduation  parfaite,  car 
les  imperfections  de  la  graduation  ne  réagissent  pas  sur  la  lec- 
ture des  subdivisions  du  limbe,  comme  avec  le  vernier.  Aussi, 
dans  les  instruments  où  les  lectures  se  font  avec  microscope,  peut- 
on  par  une  bonne  étude  de  la  graduation,  tenir  compte  des  er- 
reurs de  cette  dernière.  Comme  d'ailleurs  la  lecture  des  micro- 
mètres est  plus  facile  que  celle  du  vernier  et  expose  à  moins  d'er- 
reurs, on  devrait,  même  dans  les  petits  théodolites,  employer  les 
microscopes  au  lieu  des  verniers.  C'est  une  recommandation 
qu'on  ne  peut  trop  faire  aux  artistes  qui  construisent  les  instru- 
ments. 

66. — Nous  allons  maintenant  expliquer  l'emploi  des  microscopes 
pour  la  subdivision  des  dernières  divisions  du  limbe.  Pour  cela 
nous  considérerons  d'abord  la  disposition  qu'on  leur  donne  dans 
le  cercle  mural  où  ils  sont  fixes.  Nous  indiquerons  ensuite  les  per- 
fectionnements qu'il  serait  bon  de  leur  faire  subir  et  la  dispo- 
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sitioD  qu'ils  doivent  recevoir  quand  ils  sont  portés  par  une  alidade 
mobile. 

Au  cercle  mural  on  met  plusieurs  microscopes,  de  même 
qu'au  tbéodolite  on  met  plusieurs  verniers.  Nous  verrons 
tout  à  l'heure  la  cause  de  cette  répétition  des  verniers  et  des 
microscopes.  Pour  e:ipltquer  l'usage  des  derniers,  il  nous  suffit 
d'en  considérer  un  seul.  Nous  supposerons  donc  d'abord  que 
l'instrument  n'a  qu'un  seul  microscope. 

Dans  le  cercle  mural,  le  limbe  tourne  en  même  temps  que  la 
lunette,  et  le  microscope  repère  est  scellé  Qxement  dans  le  mur.  Gé- 
néralement le  cercle  est  divisé  sur  sa  tranche,  et  le  microscope  est 
extérieur  à  lui  de  manière  &  pointer  sur  les  divisions  comme  l'in- 
dique la  SgureSl.  Un  miroir,  porté  par  le  microscope,  sertàproje- 


ter  la  lumière  d'une  lampe  sur  les  divisions  du  limbe,  et  ce  mi- 
roir est  percé  de  telle  sorte  que  le  microscope  puisse  pointer  à 
travers  le  trou. 
Le  microscope,  comme  nous  l'avons  déjji  dit  n"  37,  est  une  pe- 
tite lunette;  le  centre  optique  de  son  ob- 
jectif et  la  croisée  de  ses  Qls  définissent  sa 
1  ligne  de  coUimation,  et  on  voit  ensemble, 

I  ù travers  l'oculaire,  ces  tils  et  une  partie 

de  la  division  dulin:ibe,fig.  22.  Nousavons 
d'ailleurs  déjà  indiqué  dans  le  n*  28  com- 
ment on  met  les  images  au  point.  Le  S]'s- 
Fd.  n.  tème  des  fils  croisés  du  microscope  micro- 
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mètre  est  mu  par  une  vis  micrométrique  dont  la  tête  divisée 
marque  les  fractions  de  tour,  et  un  index  spécial  le  nombre  de 
tours  entiers.  Gela  posé,  supposons  les  fils  amenés  à  la  position 
répondant  à  zéro  tour,  zéro  fraction  de  tour,  c'est-à-dire  à  la 
position  répondant  à  Torigine  du  mouvement  delà  vis.  Dans  cette 
situation,  la  ligne  de  coUimation  du  microscope,  définie  par  le 
centre  optique  de  son  objectif  et  la  croisée  de  ses  fils,  forme  le 
repère  destiné  à  juger  de  la  rotation  du  limbe.  Alors,  si  une  di- 
vision entière  du  limbe  se  trouve  sous  la  croisée  des  fils,  le  nom- 
bre de  degrés  et  de  minutes  de  cette  division  représente  la  lecture 
correspondante  du  limbe.  Mais  si,  après  l'observation,  ce  n'est 
pas  une  division  exacte  qui  est  venue  se  placer  sous  les  fils, 
mais  un  intervalle,  comme  dans  la  figure  22  où  nous  supposons 
toujours  que  les  fils  ont  la  position  répondant  à  zéro  tour ,  zéro 
fraction  de  tour  de  la  vis ,  c'est-à-dire  la  position  où  ils  font  re- 
père, alors  on  fait  tourner  la  vis  jusqu'à  ce  que  la  croisée  des  fils 
tombe  sur  la  division  inférieure  en  chiffrage  parmi  les  deux 
divisions  au  milieu  desquelles  se  trouve  cette  croisée  de  fils.  Pour 
cela  la  graduation  du  mouvement  de  la  vis  est  en  sens  contraire 
de  la  graduation  apparente  du  limbe  vue  dans  le  microscope, 
c'est-à-dire  dans  le  sens  même  de  la  graduation  réelle  du  limbe, 
puisque  le  microscope  renverse  les  images.  En  lisant  alors  la 
quantité  dont  on  a  fait  tourner  la  vis  pour  que  la  croisée  des  fils 
tombe  sur  la  division  en  question  ,  la  lecture  de  l'angle  se  com- 
pose de  celle  qui  répond  à  la  division  sur  laquelle  on  a  pointé,  plus 
la  rotation  de  la  vis.  On  combine  ordinairement  la  grandeur  du 
pas  de  la  vis  et  la  distance  focale  de  l'objectif  de  telle  sorte  qu'un 
tour  de  la  vis  représente  une  minute.  Alors  le  tambour  de  la  vis 
est  gradué  en  soixante  parties  qui  représentent  des  secondes ,  et 
on  estime  à  vue  le  dixième  de  ces  parties  du  tambour  qui  tourne 
devant  un  repère  fixe,  et  ces  dixièmes  de  partie  donnent  dans  ce 
cas  des  dixièmes  de  seconde.  Il  est  toujours  facile  par  le  rapproche- 
ment entre  l'objectif  et  le  limbe  d'éloigner  de  l'objectif  le  foyer  où 
se  fait  rimage,  dans  la  proportion  voulue  pour  que  le  déplace- 
ment des  fils,  dû  à  un  tour  de  vis,  représente  une  minute 
exactement.  Cela  dépend  de  la  longueur  qu'on  donne  au  microscope, 
et  l'artiste  r^le  cette  longueur  en  conséquence. 

Pour  faciliter  la  lecture  des  divisions  du  limbe,  une  pointe 
fixe  scellée  dans  le  mur  indique  la  division  du  limbe  qui  se  trouve 
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voisine  du  repère  du  microscope,  et,  par  là,  on  peut  lire  à  l'œil 
DU  sur  le  limbe  le  nombre  de  degrés  et  de  fractions  de  degré 
inscrites  sur  ce  limbe.  Dans  le  microscope,  un  repère  fixe  placé 
sur  le  côte  du  champ  indique  la  position  qu'occupe  toujours  la 
croisée  des  fils  quand  la  vis  marque  zéro,  tour ,  zéro  fraction  de 
tour,  et  le  sens  delà  graduation  étant  connu  et  se  distinguant 
d'ailleurs  aux  signaux  marqués  par  des  points  sur  le  limbe  d'une 
manière  différente  pour  les  10,  20,  30  minutes,  etc.,  on  voit  du 
premier  coup  d'oeil  la  division  sur  laquelle  on  doit  pointer  sans 
avoir  besoin  de  ramener  la  vis  à  zéro  tour,  zéro  fraction  de  tour, 
quand  elle  en  a  été  écartée  par  le  dernier  pointé. 

67.  —  Nous  avons  maintenant  à  indiquer  deux  précautions  à 
prendre  dans  l'emploi  du  micromètre.  D'abord,  comme  nous  l'a- 
vons déjà  dit  (n""  35),  il  faut  toujours,  en  pointant,  tourner  la  vis 
dans  le  même  sens.  A  cause  de  cela ,  les  artistes  n'ont  pas  placé 
à  l'origine  même  du  mouvement  de  la  vis  la  division  zéro  tour , 
zéro  fraction  de  tour  qui  fait  le  repère.  Quand  on  veut  mettre 
les  fils  à  cette  division,  on  dévisse  un  peu  plus  qu'il  ne  faut  de 
manière  à  la  dépasser,  puis  on  y  revient  en  vissant,  car,  d'après 
ce  que  nous  avons  dit  du  jeu  des  vis,  un  pointé  ne  peut  être  re- 
gardé comme  constant  qu'à  la  condition  d'être  toujours  fait  dans 
le  même  sens.  De  même,  lorsqu'on  amène  les  fils  sur  une  division» 
s'ils  sont  déjà  au-delà  de  cette  division ,  il  faut  dévisser  de  ma- 
nière à  dépasser  la  division  en  question  ,  puis  y  revenir  en  vis* 
sant. 

La  seconde  précaution  consiste  à  se  défier  de  ce  que  le  tour  de 
vis  représente  exactement  la  minute,  comme  l'artiste  a  cherché  à 
l'établir  en  ajustant  l'instrument.  Outre  qu'on  ne  peut  y  arriver 
d'une  manière  complètement  rigoureuse,  les  variations  de  tem* 
pérature,  en  dilatant  les  rayons  du  cercle  et  en  modifiant  la  dis- 
tance de  ce  dernier  à  l'objectif  du  microscope,  font  sans  cesse  va- 
rier la  grandeur  de  l'image  d'une  de  ces  divisions  dans  le  champ 
du  microscope,  et  par  conséquent  la  valeur  des  tours  de  vis.  Mai> 
si,  après  avoir  effectué  le  pointé  sur  la  division  voisine  la  plus  fai- 
ble  en  chiffrage,  on  pointe  ensuite  la  division  suivante,  la  diffé- 
rence de  ces  pointés,  lue  sur  le  tambour  de  la  vis,  fait  connaître  le 
nombre  de  tours  et  de  fractions  de  tour  de  la  vis  répondant  à  une 
des  divisions  du  limbe.  En  réduisant  alors  les  tours  et  fractions 
de  tour  à  une  même  unité,  pour  laquelle  on  choisit  la  plus  petite 
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division  du  tambour  de  la  vis ,  et  en  appelant  n  le  nombre  de 
divisions  du  tambour  qu'on  a  eues  en  pointant  sur  la  division 
inférieure  du  cercle  pour  faire  la  lecture  du  limbe,  m  celui  qu'on 
a  obtenu  pour  la  valeur  d'une  des  divisions  de  ce  dernier,  et  K  le 

nombre  de  secondes  d'une  des  divisions  du  cercle,  —   K  est  le 

nombre  de  secondes  à  ajouter  au  nombre  de  degrés  et  minutes 
donné  par  la  division  du  cercle  sur  laquelle  on  a  pointé  pour 
avoir  la  lecture  répondant  à  l'observation . 

Dans  les  observatoires,  on  fait  expérimentalement  une  table  des 
valeurs  des  divisions  de  la  vis  répondant  aux  diverses  tempéra- 
tures du  limbe,  et  on  s'en  sert  pour  corriger  les  observations 
sans  avoir  chaque  fois  besoin  de  déterminer  la  valeur  des  tours 
de  la  vis.  On  se  contente  d'effectuer  la  lecture  de  chaque  obser- 
vation ,  et  de  temps  en  temps  on  observe ,  en  prenant  note  de 
l'heure ,  la  température  du  cercle  à  l'aide  de  thermomètres  qui 
sont  assujettis  sur  ses  rayons,  afin  d'en  déduire,  en  tenant  compte 
de  sa  variation  avec  le  temps,  les  températures  répondant  à  chaque 
observation,  et  de  voir  le  nombre  qu'on  doit  prendre  dans  la  table 
pour  la  valeur  correspondante  des  parties  de  la  visr.  Mais  il  est 
évident  que  les  thermomètres  pouvant  bien  ne  pas  donner  la  vraie 
température  du  cercle,  laquelle  peut  différer  dans  les  diverses  par- 
tie^,  il  est  toujours  plus  exact  de  déterminer  la  valeur  des  tours 
de  la  vis  à  l'instant  même  des  observations,  ce  qui  dispense  de  lire 
les  températures.  C'est  un  peu  plus  long,  il  est  vrai,  mais  mieux 
vaut  faire  moins  d'observations  et.  les  faire  meilleures. 

La  disposition  que  nous  venons  d'indiquer  pour  les  micros- 
copes à  micromètre  des  cercles  muraux  est  aussi  celle  qu'on 
emploie  pour  les  mêmes  appareils  dans  les  cercles  azimutaux 
des  ait-azimuts  fixés  sur  des  piliers  de  pierre.  Pour  le  cercle 
de  hauteur  des  mêmes  instruments  qui  peut  se  transporter  dans 
tous  les  azimuts,  les  microscopes  ne  peuvent  plus  être  scellés 
dans  un  mur  ;  il  en  est  de  même  pour  les  microscopes  et  micro- 
mètres des  instruments  portatifs.  Dans  ces  divers  cas,  ces  micros- 
copes sont  portés  par  des  pièces  métalliques  fixes  assujetties  sur 
les  supports  des  axes  jdes  cercles.  Mais  dans  cette  position,  les 
microscopes  ont  moins  de  stabilité  que  s'ils  sont  scellés  dans 
des  murs,  car  les  pièces  qui  les  portent  peuvent  plus  facilement 
fléchir.  C'est  d'ailleurs  là  la  seule  différence  qui  existe  entre 
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les  micromètres  des  divers  instruments  qui  en  sont  munis  et  ceux 
des  cercles  muraux. 

68.  —  Dans  les  petits  instruments  portatifs ,  c'est  surtout  la 
crainte  du  défaut  de  stabilité  des  microscopes  à  micromètre  qui  em- 
pêche de  les  employer  et  qui  fait  qu'on  leur  substitue  le  ver- 
nier.  Mais  c'est  à  tort ,  car  quand  on  donne  au  théodolite , 
comme  on  le  fait  pour  les  cercles  répétiteurs,  un  cercle  alidade 
tournant  au  milieu  d'un  cercle  gradué,  la  stabilité  des  microsco- 
pes cesse  d'être  nécessaire.  En  effet,  dans  ce  cas,  il  suffit  que  le 
cercle  alidade  porte  un  seul  trait  et  un  microscope  pointant  sur  ce 
trait,  microscope  dont  Taxe  soit  perpendiculaire  au  limbe.  Alors 
be  microscope  ferait  voir  à  la  fois  dans  son  champ  le  trait  en  ques- 
tion du  cercle  alidade  et  une  partie  de  la  graduation  du  cercle 
gradué.  Il  suffirait  donc  d'amener  avec  le  micromètre  la  croisée 
des  fils  sur  la  division  du  limbe  la  plus  faible  en  chiffrage  parmi 
les  deux  divisions  entre  lesquelles  est  renfermé  le  trait  du  limbe 
alidade  :  on  ferait  alors  la  lecture  du  micromètre,  puis  on  pointe- 
rait le  trait  du  limbe  alidade  ;  on  en  ferait  également  la  lecture,  en- 
suite on  pointerait  la  division  suivante  du  limbe.  Le  rapport  de  la 
différence  des  lectures  entre  le  trait  du  limbe  alidade  et  la  première 
division  du  cercle  gradué,  à  la  différence  des  lectures  sur  les  deux 
divisions  de  ce  cercle  gradué  donnerait  la  fraction  de  division  qui, 
jointe  au  nombre  de  degrés  et  de  minutes  de  la  première  division 
pointée  sur  le  limbe,  serait  la  lecture  répondant  à  l'observation. 
Quand  même  le  microscope  dévierait  avant  qu'on  fit  une  autre 
observation,  cela  ne  ferait  rien  ;  on  aurait,  de  la  même  manière, 
pour  cette  seconde  observation  la  lecture  qui  lui  correspond.  Car 
ici  ce  n'est  pas  l'axe  optique  du  microscope  qui  serait  repère,  mais 
bien  le  trait  tracé  sur  le  cercle  alidade.  Les  microscopes,  se  trou- 
vant d'ailleurs  entraînés  avec  le  cercle  alidade  et  étant  portés 
par  lui,  tourneraient  avec  la  lunette  et  ne  gêneraient  en  rien  les 
mouvements  de  l'instrument,  ni  dans  le  système  des  cercles  azi- 
mutaux,  ni  dans  celui  des  cercles  verticaux.  Cette  disposition  se- 
rait évidemment  bien  supérieure  aux  verniers  et  donnerait  plus  de 
précision  dans  les  lectures,  puisque,  bien  que  le  cercle  soit  petit, 
on  peut  compenser  ses  petites  dimension^  par  l'amplification  du 
microscope. 

69.  —  Malgré  la  précaution  de  tourner  les  vis  toujours  dans  le 
même  sens,  nous  avons  vu  que  les  micromètres,  à  cause  des  pous- 
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sières  et  du  déplacement  des  huiles,  peuvent  fort  bien  ne  pas  tou* 
jours  donner  la  même  lecture  pour  un  même  pointé  des  (ils  sur  une 
même  division  fixe.  11  y  aurait  donc  avantage  à  remplacer  les  fils 
mobiles  par  une  plaque  de  verre  h  divisions  fixes.  Supposons  un 
tel  système  appliqué  sur  un  cercle  de  18  centimètres  de  rayon, 
dont  nous  suppoierons  de  5',  qui  feront  alors  sensiblement  un 
quart  de  millimètre,  les  divisions  du  limbe  les  plus  petites.  Suppo- 
sons que  l'objectif  grossisse  dix  fois,  alors  une  division  du  limbe 
occupera  une  longueur  de  2  millimètres  ~  au  foyer  de  Tobjectif. 
Si  rouverture  du  champ  à  ce  foyer  est  de  12  millimètres,  plus  de 
quatre  de  ces  divisions  seront  visibles  dans  le  champ,  ce  qui  suffira 
si  elles  sont  marquées  de  3  en  3,  c'esl-à-dire  de  15'  en  IS'  sur 
le  limbe  par  un  point  pour  les  15',  deux  pour  les  30',  trois  pour  les 
45',  et  quatre  pour  les  degrés,  ce  qui  sufQra,  dis-je,  pour  qu'on 
Toie  toujours  dans  le  champ  du  microscope ,  afin  de  ne  pas  se 
tromper,  le  sens  de  la  graduation  et  le  rang  de  chaque  division 
dans  le  degré.  Supposons  la  plaque  de  verre  graduée  en  douziè- 
mes de  millimètre  et  Toculaire  grossissant  douze  fois  :  chaque  di- 
vision de  la  plaque  paraîtra  comme  1  millimètre  à  la  distance  de 
la  vue  distincte ,  tandis  qu'une  division  du  limbe,  occupant  2"",5 
au  foyer  de  l'objectif,  couvrira  trente  de  ces  divisions  (le  grossis- 
sement total  du  microscope  serait  alors  120  fois).  Une  division 
de  la  plaque,  vue  comme  1  millimètre ,  représenterait  donc  le 
trenfième  de  5'  ou  10".  Or  comme  à  vue  on  estime  assez  bien 
le  dixième  de  millimètre ,  on  aurait  le  moyen  de  lire  directe- 
ment la  seconde ,  ce  qui  est  tout  ce  qu'on  peut  désirer  pour  un 
cercle  de  18  centimètres  de  rayon.  Avec  des  divisions  deux  fois 
plus  petites  sur  la  plaque  de  verre,  on  estimerait  la  seconde  avec 
plus  de  certitude  encore,  et  même  on  irait  presque  jusqu'à  la 
demi-seconde  avec  de  l'exercice,  car  on  peut  à  vue  estimer  passa- 
blement le  dixième  d'une  division  d'une  échelle  divisée  en  demi- 
millimètres.  Ainsi  un  grossissement  de  soixante  fois  seulement 
pourrait  déjà  donner  la  seconde  mieux  que  le  vernier.  Pour 
un  cercle  d'un  rayon  cinq  fois  plus  grand  ou  de  près  d'un 
mètre  de  diamètre,  avec  le  grossissement  de  cent  cinq  fois,  on 
arriverait  à  estimer  le  dixième  de  seconde ,  puisque  la  seconde 
serait  représentée  par  des  divisions  d'un  demi-millimètre  en 
apparence  ;  c'est  là  plus  qu'on  n'obtient  aujourd'hui  avec 
les  micromètres  des  cercles  muraux;  car  bien  qu'on  estime 
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les  dixièmes  âes  divisions  du  tambour  représentant  la  seconde,  la 
précision  du  pointé  ne  répond  pas  à  ces  dixièmes  :  il  faudrait  pour 
cela  des  grossissements  plus  forts  que  ceux  qu'on  emploie,  et,  mal- 
gré cela,  le  jeu  de  la  vis  ne  permettrait  pas  d'atteindre  la  précision 
en  question.  On  voit  donc  que  l'emploi  des  plaques  divisées  au  lieu 
des  micromètres,  serait  un  grand  perfectionnement.  On  objectera, 
il  est  vrai,  la  confusion  qui  pourrait  s'établir  entre  les  traits  delà 
plaque  et  ceux  du  limbe;  mais  cette  confusion  sera  impossible,  si 
on  fait  la  graduation  de  la  plaque  comme  line  échelle  de  propor- 
tion, Cg.  23,  aVec  cinq  divisions  longitudinales;  et  des  traits  obliques, 
qui  ne  peuvent  alors  qu'intersecter  les  divisions 
du  limbe  traversant  toute  la  largeur  de  l'échelle. 
La  position  du  point  d'intersection  donnerait  le 
dixième  de  partie  par  mesure  au  lieu  de  le  donner 
par  estime  ;  car  si  l'intersection  a  lieu  au  premier 
trait  longiutdinal  après  le  chiffrage  mais  du  cAté 
du  chiffrage,  II  y  aurait  deux  dixièmes  de  plus  que 
la  division,  au  deuxième  trait  quatre  dixièmes,  etc. 
Entre  le  premier  et  le  deuxième  trait  longitudi- 
nal, ce  serait  un  dixième,  entre  le  deuxième  et 
^    ■         le  troisième  ,  trois  dixièmes,  et  ainsi  de  suite. 
Dans  le  théodolite  où  il  faut  d'une  part  pointer  sur  la  division 
du  cercle  gradué,  d'autre  part  sur  le  repère  du  cercle  alidade,  on 
ferait  dix  divisions  longitudinales  h.  l'échelle,  et  à  partir  du  trait 
du  milieu,  les  divisions  obliqueraient  en  sens  contraire.  Sous  la 
moitié  gauche  par  exemple  se  montreraient  les  traits  du  limbe, 
sous  celle  de  droite,  ie  repère  de  l'alidade.  On  pourrait  alors  faire 
les  lectures  répondant  aux  uns  et  aux  autres  comme  précédem- 
ment. Il  serait  bon  au  reste  à  cau^  de  l'intervalle  des  limbes  que 
ces  deux  systèmes  de  divisions  obliquant  en  sens  inverse  fussent 
séparés  sur  la  plaque  de  verre  par  un  intervalle  répondant  à  celui 
des  limbes  grost>i  par  l'objectif. 

Nous  a\ons  déjà  dit,  d'ailleurs  (n*  ^ift],  commentles  inégalitci^ 
des  divisions  peuvent  fitre  déterminées.  Cela  fait  disparaître  l'ob- 
jection que  la  graduation  ayant  été  faite  par  une  vis  ne  peut  être 
plus  rigoureuse  que  les  déterminations  données  directement  par 
une  vis  microniétrique. 

70.  —  Nous  allons  maintenant  nous  occuper  du  placement  des 
cercles  sur  leurs  axes.  Deux  sortes  d'erreurs  peuvent  ici  inlerve- 


Fig.2ft. 
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nir.  l""  Le  centre  du  cercle  peut  ne  pas  être  exactement  sur  Taxe; 
2*  le  plan  du  limbe  peut  être  incliné  sur  ce  dernier. 

Le  défaut  de  centrage  s'élimine  facilement  si  on  a  soin  de  placer 
deux  microscopes  opposés  à  180°  de  distance  Tun  de  l'autre  (ou 
deux  verniers  opposés  lorsqu'on  emploie  des  verniers  au  lieu  de 
microscopes).  On  sait,  en  effet,  par  la  géométrie  élémentaire,  que 
1  angle,  entre  deux  lignes  qui  se  coupent  dans  un  cercle  et  dont 
le  point  d'intersection  est  excentrique,  est  égal  à  la  demi-somme 
des  arcs  opposés,  interceptés  par  ces  lignes.  Ainsi,  supposons,  par 
exemple,  que  l'axe  de  rotation  du  cercle  soit  hors  du  centre  de  ce 
dernier  :  soit  o  (fig.  24)  le  centre  du  cercle  ,  c  la 
projection  sur  le  plan  de  la  figure  de  l'axe  de  ro- 
tation, ou  le  point  autour  duquel  le  cercle  tourne. 
Si  nous  visons  un  premier  objet  A  suivant  la  ligne 
cÂ,  puis  si  nous  visons  ensuite  un  deuxième  objet 
B  suivant  la  ligne  cB ,  l'angle  entre  les  deux  ob- 
jets est  AcB,  qui  a  pour  mesure  ^  {ab  -h  dll\  ab 

t\dV  étant  les  arcs  opposés  interceptés  par  les  lignes  ck  et  cJÎ, 
et  cet  angle  est  précisément  la  rotation  du  cercle  autour  de  son  axe 
pour  passer  de  la  visée  sur  A  à  la  visée  sur  B.  Si  donc  on  avait 
deux  microscopes  fixés  en  a  et  a  ,  les  arcs  ab  et  dU  seraient  ceux 
qiii  auraient  passé  sous  ces  microscopes  quand  la  lunette  s'est  por- 
tée de  la  direction  ck  à  la  direction  cB.  La  moyenne  de  la  diffé- 
rence des  lectures  de  ces  microscopes  opposés  lors  du  pointé  sur 
A  et  du  pointé  sur  B  fera  donc  connaître  l'angle  AcB,  quelle  que 
soit  l'excentricité  co.  Il  est  évident  d'ailleurs  que  les  microscopes, 
au  lieu  d'être  en  a  et  d  sur  la  ligne  cA,  peuvent  être  sur  une  autre 
lipe  fixe  quelconque  mrd  ;  la  rotation  du  cercle  sous  les  micros- 
copes est  toujours  la  même,  quelle  que  soit  la  position  de  ces  der- 
niers ,  et  elle  a  pour  mesure  la  demi-longueur  des  arcs  qui  ont 
passé  sous  les  microscopes  opposés. 

Comme,  par  construction,  l'excentricité  des  cercles  est  toujours 
très-petite  et  de  quelques  secondes  seulement,  chaque  lecture  sous 
le  microscope  m  est  égale  à  quelques  secondes  près  à  celle  qui  a 
lieu  sous  le  microscope  rri  plus  180°.  Pour  le  nombre  des  degrés 
dune  lecture,  on  adopte  donc  le  nombre  donné  par  un  seul  des 
microscopes,  m  par  exemple,  et  on  fait  la  moyenne  des  minutes  et 
des  secondes  lues  sous  les  deux  microscopes  opposés.  On  ramène 
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ainsi  la  lecture  faite  sous  les  deux  microscopes  opposés  à  ce  qu'elle 
serait  sous  un  seul  microscope  avec  le  cercle  parfaitement  centré, 
de  telle  sorte  que  les  différences  des  deux  lectures  pour  les  pointés 
à  deux  objets  donnent  les  angles  sous-tendus  au  centre  de  Taxe 
de  l'instrument  entre  ces  deux  objets. 

Il  est  bien  évident  que  quelquefois,  si  le  nombre  des  minutes  et 
des  secondes  du  microscope  m  est  très-voisin  de  60',  celui  du 
microscope  opposé  tri  pourra  être,  par  l'effet  de  Texcentricité, 
égal  au  nombre  de  degrés  lus  sous  le  microscope  m  plus  181"  4-  n 
secondes.  Dans  ce  cas,  il  faut  considérer  la  lecture  sous  le  micros- 
cope ni  comme  cgaleau  même  nombre  de  degrés  que  sous  le  micros- 
cope ni  plus  1 80'' 4- 60' -h  w  secondes.  Ainsi,  par  exemple,  si  on 
a  lu  sous  le  microscope  m  1 17*  S9'  33",  2,  et  si  on  lit  sous  le  micros- 
cope m',  298°  0'  4",  4  (cas  d'une  différence  de  181*  entre  les  lectures 
des  degrés  puisque  298  —  H7  =  181),  la  lecture  à  inscrire  sera 

117  4-^^^^  ,^  +  DU  ^  >^o^^n7ogy5y^^8.SionavaiteuH7" 

59'  58",4  et  298*0' 7", 6  pour  les  deux  lectures  des  microscopes, 

11.  N-  •  '.A  A  ..no  89' 58",  4 -h  60' 7",  6 
la  lecture  à  inscrire  serait  de  même  117*  H — 5 ^— 

ou  117*  60'  3",0,  ou  enfin  118*0'  3",0,  puisque  la  moyenne  des 
minutes  et  des  secondes  dépassant  60',  il  faut  remplacer  60'  par 
un  degré. 

Ce  que  nous  venons  de  dire  dans  le  cas  des  microscopes  a  lieu 
de  la  même  manière  dans  le  cas  des  verniers  opposés,  et  il  résulte 
de  ce  qui  précède  que  l'influence  de  l'excentricité  des  cercles  est 
complètement  éliminée  du  moment  où  on  fait  usage,  pour  établir 
la  lecture  répondant  au  premier  microscope  ou  au  premier  vemier, 
de  la  lecture  moyenne  des  minutes  et  des  secondes  aux  deux  micros- 
copes ou  aux  deux  verniers  opposés.  Pour  éviter  toute  confusion 
dans  la  lecture  des  angles,  il  est  toujours  bon  de  marquer  par  un 
signe  spécial  celui  des  microscopes  dont  on  adopte  la  lecture 
pour  les  degrés,  car  il  faut  dans  ce  cas  prendre  garde  de  se 
tromper  de  microscope  ;  si,  par  exemple,  on  adoptait  les  de- 
grés du  premier  microscope  pour  la  lecture  d'un  pointe  sur  un 
premier  objet  et  ceux  du  deuxième  pour  la  lecture  du  pointé  sur  le 
deuxième  objet,  on  commettrait  une  erreur  de  180*  sur  l'angle 
cherché,  et  souvent,  après  avoir  quitté  la  station  oîi  on  aurait  fait 
les  observations  dont  on  aurait  ensuite  à  se  servir,  on  n'aurait 
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plus  les  moyens  de  reconnaître  cette  erreur.  Il  importe  donc  de 
faire  uoe  attention  spéciale  à  lire  toujours  le  nombre  des  degrés 
avec  le  même  microscope  ou  le  même  vernier. 

71.  —  Examinons  maintenant  Teffet  de  l'inclinaison  du  plan  du 
cercle  par  rapport  à  son  axe.  Quelque  bien  gradué  et  centré  qu'on 
suppose  le  cercle,  cette  inclinaison  agira  en  ce  que  les  arcs  lus  sur 
le  cercle  ne  représenteront  pas  exactement  la  rotation  de  ce  der- 
nier. En  effet,  parmi  les  diamètres  du  cercle>  il  s'en  trouve  un 
qui  est  perpendiculaire  à  Taxe.  Si^  par  ce  diamètre,  nous  menons 
un  plan  perpendiculaire  à  Taxe,  les  rotations  devraient  être  mesu- 
rées non  par  les  angles  lus  sur  le  cercle  incliné,  mais  par  ces 
mêmes  angles  projetés  sur  ce  plan  perpendiculaire.  En  appelant 
a  un  angle  sur  le  cercle  compté  depuis  le  diamètre  perpendiculaire, 
et  iTinclinaison  du  plan  du  limbe  au  plan  perpendiculaire  à  Taxe, 

l'angle  a'  projeté  sur  ce  plan  sera  donné  par  la  formule  cosa'  = .. 

Comme^  par  construction,  i  est  un  très-petit  arc,  son  cosinus  est 
presque  égal  à  l'unité,  de  sorte  que  cos  ci  est  presque  égal  à  cos  a. 
L'erreur  commise,  lorsqu'on  se  sert  d'une  même  graduation, 
est  toujours  constante  puisque  l'angle  a  est  constant  pour  cette 
graduation;  on  peut  donc  considérer  les  erreurs  dues  à  l'incli- 
naison du  cercle  sur  son  axe  comme  des  erreurs  même  de  gra- 
duation ;  il  est  évident,  en  effet,  qu'un  cercle  incliné  sur  son  axe 
et  même  à  surface  un  peu  irrégulière  et  courbe  pourrait  être  gra- 
dué en  place  sur  son  axe  même,  de  telle  sorte  que  les  arcs  lus  sur 
le  limbe  fussent  les  arcs  réels  sur  le  plan  perpendiculaire  à  l'axe 
projetés  sur  le  limbe  (ceci  a  également  lieu  si  le  cercle  est  gradué 
sur  sa  tranche;  les  traits  marqués  représenteraient  alors  la  rota- 
tion réelle  depuis  une  certaine  division).  Ainsi  les  défauts  des 
cercles  provenant  soit  de  leur  inclinaison  sur  l'axe,  soit  de  leur 
manque  de  circularité  rigoureuse,  soit  de  ce  que  leur  surface  ne 
serait  pas  rigoureusement  plane,  se  confondent  avec  les  erreurs 
de  graduation.  Les  erreurs  auxquelles  ces  divers  défauts  de 
construction  donnent  lieu  pour  chaque  trait  depuis  le  trait  zéro, 
jointes  à  Terreur  commise  par  l'artiste  en  plaçant  le  trait  sur  son 
cercle  supposé  parfait,  circulaire  et  perpendiculaire  à  l'axe,  consti- 
tuent, par  leur  ensemble.  Terreur  totale  sur  chaque  trait  à  laquelle 
il  convient  de  donner  le  nom  A' erreur  de  graduation^  et  que  l'as- 
tronome doit  déterminer  pour  chaque  division  s'il  veut  bien  con- 

0 
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naître  son  instrument,  et  corriger  les  angles  lus  des  erreurs  dont 
les  observations  sont  altérées  par  l'instrument,  de  manière  à  ra- 
mener les  lectures  à  ce  qu'elles  seraient  avec  un  instrument  parfait. 
Nous  ferons  remarquer  au  reste  que  toutes  les  erreurs  dont 
nous  venons  de  parler  sont  toujours  très-petites,  parce  que  le  po- 
lissage final  des  cercles  s'opère  sur  leurs  axes,  et  en  les  faisant 
tourner  autour  de  ces  axes.  Par  là,  les  outils  qui  se  trouvent  fixes 
rendent  la  surface  bien  réellement  perpendiculaire  à  l 'axe  et  le  limbe 
bien  circulaire.  Le  même  mode  de  construction  rend  même  le  cercle 
bien  centré  en  réalité.  Mais  quand  on  vient  à  effectuer  la  gradua- 
tion il  peut  s'introduire  une  petite  excentricité  de  la  machine  à 
graduer,  de  sorte  que  le  cercle  même  bien  circulaire  peut  être  gra- 
dué un  peu  excentriquement,  ce  qui  revient  au  même  que  s'il  était 
excentrique.  Ceci  explique  pourquoi  l'erreur  d'excentricité  est  re- 
lativement plus  grande  que  les  autres,  et  rend  nécessaire  l'emploi 
de  microscopes  et  de  verniers  opposés.  II  semble  toutefois  que,  de 
même  que  les  autres  erreurs,  on  pourrait  la  regarder  comme  com- 
prise dans  les  erreurs  de  graduation  et  l'éliminer  avec  ces  derniè- 
res ;  mais  on  la  considère  à  part,  parce  que  l'axe  peut  éprouver  de 
petits  déplacements  dans  ses  coussinets ,  déplacements  qui  ren- 
dent momentanément  le  cercle  excentrique  par  rapport  à  Tali- 
dade  ou  aux  lignes  de  repère  des  microscopes,  en  portant   le 
cercle  vers  la  droite  ou  la  gauche.  Or  l'erreur  d'excentricité  n'est 
pas  seulement  celle  qui  peut  exister  dans  le  cercle  gradué,  erreur 
qui  est  fixe,  et  peut  être  comprise  dans  les  erreurs  de  gradua- 
tion ;  il  y  a  aussi  à  considérer  l'excentricité  par  rapport  à  l'alidade  : 
aussi  les  microscopes  ou  verniers  opposés  sont-ils  toujours  néces- 
saires, même  pour  une  graduation  étudiée.  Sauf  l'erreur  d'ex- 
centricité, qui  s'anéantit  toujours  par  les  lectures  opposées  de 
180*  (1),  toutes  les  autres  erreurs  peuvent  être  éliminées  par  l'é- 


(1)  Il  est  évident  que  si  le  cercle  se  déplace,  on  peut  décomposer  ce  déplace- 
ment en  deux  autres,  Tun  suivant  la  direction  des  deux  microscopes  opposés, 
Taulre  perpendiculairement  à  cette  direction.  Le  premier  déplacement  ne 
modlQe  pas  les  lectures,  le  deuxième  augmente  la  lecture  d'un  celé  du  limbe« 
aulant  quMl  la  diminue  de  Tautre.  Les  lectures  moyennes  faites  aux  deux 
bouts  opposés  de  Talidade  sont  donc  toujours  indépendantes  des  très-petits 
déplacements  qUe  Taxe  peut  éprouver^  et  conséquemment  les  angles  mesurés, 
en  tenant  compte  des  leclures  des  microscopes  ou  verniers  opposés;  sont  tou- 
jours indépendants  de  ces  déplacements. 
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tude  bien  faite  de  la  graduation  en  appliquant  les  corrections  in- 
diquées par  cette  étude. 

72.  —  n  est  d'ailleurs  évident,  d'après  la  considération  précé- 
dente, que  puisqu'on  fait  toujours  les  lectures  à  deux  microscopes 
ou  verniers  opposés  pour  prendre  la  moyenne,  les  erreurs  de  gra- 
duation dont  on  a  à  corriger  les  lectures  quand  on  veut  rendre 
l'observation  parfaite  sont  la  demi-somme  des  erreurs  de  gradua- 
tion répondant  aux  deux  traits  opposés.  Dans  la  détermination 
des  erreurs  de  graduation, c'est  donc  toujours  directement  cette 
demi-somme  des  erreurs  des  traits  opposés  qu'on  détermine,  et 
pour  cela  on  fait  toujours  des  lectures  opposées  de  180'' pendant 
cette  détermination  des  erreurs.  Par  là,  on  a  l'avantage  de 
n'avoir  pas  à  craindre  les  petits  déplacements  de  l'axe  pendant 
les  opérations,  et  le  nombre  des  déterminations  à  faire  est  réduit 
de  moitié,  puisque  l'étude  d'une  demi-circonférence  se  fait  en 
même  temps  que  celle  de  la  demi-circonférence  opposée. 

L'étude  des  erreurs  de  la  graduation  d'un  cercle  étant  une  opé- 
ration très-longue  et  les  erreurs  étant  très-petites  à  cause  de  l'ha- 
bileté des  constructeurs,  on  a  cherché  le  moyen  de  dispenser  les 
observateurs  de  faire  cette  étude  en  atténuant  l'influence  de  ces 
erreurs.  Deux  procédés  sont  employés  dans  ce  but.  L'un  d'eux 
est  la  répétition  dont  nous  avons  déjà  parlé  (n""  5)  en  traitant  du 
théodolite  répétiteur,  et  qui  a  pour  effet  de  réduire  à  la  fois  non- 
seulement  l'erreur  de  graduation ,  mais  encore  celle  de  lecture  en 
introduisant  pour  l'une  et  l'autre  un  diviseur  aussi  grand  que  l'on 
veut,  puisque  ce  diviseur  n'est  autre  que  le  nombre  des  répétitions. 

L'autre  procédé,  qu'on  combine  même  avec  la  répétition,  con- 
siste dans  l'emploi  de  plusieurs  systèmes  de  microscopes  ou  de 
verniers  opposés.  Ainsi  sur  les  cercles  muraux  on  met  générale- 
ment 6  microscopes  opposés  2  à  2,  quelquefois  on  en  met  8  et 
même  12.  On  fait  alors  la  moyenne  des  minutes  et  des  secon- 
des lues  à  tous  les  microscopes,  et  on  adopte  pour  lecture  des  de- 
grés le  nombre  indiqué  par  le  microscope  principal  choisi  comme 
repère.  En  faisant  cette  moyenne  des  minutes  et  des  secondes,  on 
a  soin  d'ailleurs,  comme  nous  l'avons  indiqué  pour  les  deux  micros- 
copes opposés,  de  remplacer  1**  par  60'  dans  les  lectures  individuelles 
des  microscopes,  quand  la  différence  des  nombres  de  degrés  entiers 
avec  ceux  du  microscope  principal  dépasse  d'une  unité  le  nombre 
normal,  qui  est  60  et  ses  multiples,  s'il  y  a  6  microscopes,  45  et 
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ses  multiples  s'il  y  en  a  8,  30  et  ses  multiples  s'il  y  en  a  12  (1). 

Il  est  évident  d'ailleurs  que  plus  on  multiplie  les  microscopes 
ou  les  verniers  opposés,  moins  les  erreurs  de  graduation  sont  à 
craindre,  car  elles  ne  peuvent  être  de  même  sens  dans  toutes  les 
parties  du  limbe,  vu  que  si  les  traits  sont  trop  espacés  dans  cer- 
taines régions,  c'est  parce  qu'ils  le  sont  trop  peu  dans  d'autres; 
de  telle  sorte  même  que  si  on  pouvait  avoir  autant  de  microscopes 
qu'il  y  a  de  divisions  sur  le  limbe,  la  moyenne  de  toutes  les 
rotations  indiquées  par  chacun  de  ces  microscopes  pour  une 
même  rotation  du  limbe  serait  exempte  de  toutes  les  erreurs 
de  graduation,  puisque  ces  dernières  erreurs  se  compensent  pré- 
cisément dans  toute  l'étendue  du  limbe.  La  multiplication  des 
microscopes  et  des  verniers  a  aussi  l'avantage  de  diminuer  l'in- 
fluence des  erreurs  de  lecture  aussi  bien  que  Tinfluence  des 
erreurs  de  graduation,  car  on  ne  fait  pas  la  même  erreur  de 
lecture  dans  tous  les  microscopes.  Plus  donc  les  lectures  sont 
nombreuses,  moins  on  a  à  craindre  que  le  résultat  ne  soit  affecté 
de  l'erreur  maximum  de  lecture,  aussi  bien  que  de  Terreur  maxi- 
mum de  graduation,  et  le  calcul  des  probabilités  indique  que  la 
grandeur  de  l'erreur  probable  s'atténue  avec  le  nombre  des  lec- 
tures, de  telle  sorte  qu'on  regarde  l'erreur  à  craindre  comme  à 
peu  près  égale  à  l'erreur  possible  dans  une  seule  lecture  divisée 
par  la  racine  carrée  du  nombre  de  lectures. 

Il  y  a  des  théodolites  répétiteurs  munis  de  4  verniers  et  dont 
par  conséquent  l'erreur  de  lecture  et  de  graduation  sur  Tare 
final,  déjà  affaiblie  par  cette  multiplicité  des  verniers,  est  encore  di- 
visée parle  nombre  des  répétitions.  On  voit  que  dans  ce  cas,  si  le 
nombre  des  répétitions  est  seulement  d'une  dizaine,  les  erreurs 
de  graduation  et  de  lecture  sont  bien  peu  à  craindre. 

73.  —  Nous  n'ignorons  pas  que  le  principe  si  remarquable  de 
la  répétition  des  angles  a  été  l'objet  d'attaques  nombreuses  dans 
ces  dernières  années,  si  bien  même  que  quelques  artistes  ont 
été  jusqu'à  renoncer  à  faire  des  théodolites  répétiteurs.  Ces 
attaques  proviennent  surtout  de  ce  que  d'habiles  observateurs, 

(i)  Il  est  clair  que  si  le  microscope  priocipal  avait  sa  lecture  da  nombre 
entier  de  degrés  trop  forte  d'un  degré  par  rapport  aux  autres  microscopes,  eo 
tenant  compte  des  intervalles  normaux,  ce  serait  sa  lecture  qu^on  diminuerait 
de  r  en  ajoutant  60^  au  nombre  des  miaules  pour  faire  ensuite  la  moyenne  des 
minutes  et  des  secondes. 
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panai  lesquels  je  citerai  Arago  et  Biot,  ont,  en  observant  des 
hauteurs  méridiennes  avec  le  cercle  répétiteur,  trouvé  pour  la 
latitude  du  même  lieu  une  valeur  différente  suivant  qu'ils  em- 
ployaient des  étoiles  coupant  le  méridien  au  nord  ou  au  sud  du 
zéoitb.  On  aurait  pu,  il  est  vrai,  rejeter  ces  différences  sur  les 
flexions  du  cercle  vertical  sous  l'action  de  la  pesanteur  ;  mais 
avec  les  cercles  d'un  petit  rayon  les   flexions  sont  presque 
nulles.  Des  recherches  que  j'ai  entreprises  sur  la  cause  de  ces 
anomalies  m'ont  montré  qu'il  fallait  les   attribuer  au  jeu  des 
vis  de  rappel.  Dans  les  instruments,  les  cercles  ne  sont  rendus 
solidaires  que  par  l'intermédiaire  des   vis  de  rappel  destinées 
à  leur  donner   de  petits  mouvements  relatifs ,  car  les  vis  de 
pression  n'assujettissent  pas  directement  les  limbes  l'un  sur 
l'autre  ou  sur  les  alidades.  Ces  dernières  vis  ne  servent  qu'à 
fixer  le  support  de  la  vis  de  rappel  sur  un  des  limbes ,  et  c'est 
celle-ci  qui ,  dans  la  position  où  on  l'a  arrêtée,  retient  l'autre 
limbe  dans  une  situation  fixe  par  rapport  à  la  vis  de  pression, 
n  en  résulte  que,  si  la  vis  de  rappel  n'est  pas  très-serrée  dans 
son  écrou,  les  limbes  peuvent  recevoir  un  petit  mouvement  re- 
latif, suivant  que  cette  vis  appuie  sur  un  côté  ou  sur  l'autre  de 
son  filet.  On  a  l'habitude  pour  les  observations  de  ne  pas  tenir  les 
vis  de  rappel  très-serrées  dans  leur  écrou,  afin  que  leur  rotation 
puisse  se  faire  sans  effort  (1).  Or  quand  on  fait  entraîner  un  des 
limbes  par  l'autre,  le  jeu  des  vis  fait  que,  suivant  le  sens  de  la  rotation 
par  rapport  à  la  graduation,  le  repère  du  limbe  alidade  avance  ou 
recule  un  peu  par  rapporta  cette  graduation;  et  en  employant  la  ré- 
pétition dans  la  mesure  des  distances  au  zénith,  il  arrive  qu'on  fait 
toujours  mouvoir  dans  le  même  sens  les  limbes  assujettis  ensemble 
lorsqu'on  passe  de  la  position  inverse  à  la  position  directe,  tandis 
quelelimbe  alidade  se  meut  en  sens  opposé  pour  passer  de  la  posi- 
tion directe  à  la  position  inverse,  de  sorte  que  par  son  frottement 
contre  le  cercle  gradué,  celui-ci  tend  à  le  retenir  et  par  conséquent  à 
se  déplacer  en  sens  contraire  de  ce  qu'il  avait  fait  la  première  fois; 
il  résulte  de  là  que  l'angle  lu  est  modifié  d'une  quantité  égale 


{<)  Les  écroM  des  vis  de  rappel  sont  fendus  et  leurs  deux  moiliés  sont  pres- 
sées sur  la  vis  de  rappel  par  des  ressorts  dont  on  augmenle  la  tension  à  l'aide 
«  vil  agiasanl  sur  ces  ressorU.  On  peut  donc  rendre  les  vis  de  rappel  plus  ou 
«Doiw  iibpcj  à  vo/oDlé. 
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au  jeu  de  la  vis.  Si  d'après  le  sens  de  la  graduation,  la  dis- 
tance zénithale  est  augmentée,  elle  Test  aussi  bien  pour  les 
étoiles  du  nord  que  pour  celles  du  sud  ;  mais  alors  les  latitudes 
déduites  des  observations  faites  au  nord  et  au  sud  du  zénith 
sont  différentes  d'une  quantité  égale  au  double  du  jeu  de  la 
vis,  car,  si,  pour  les  étoiles  du  sud  passant  au  méridien,  une 
distance  zénithale  trouvée  trop  grande  augmente  la  latitude 
obtenue,  elle  la  diminue  pour  celles  du  nord.  Dans  diverses  s/v 
ries  d'observations,  j'ai  reconnu  que  les  différences  observées 
augmentent  à  mesure  qu'on  rend  plus  libre  la  vis  de  rappel,  et 
si  celle-ci  est  trës-l&che,  la  différence  dans  de  petits  théodolites 
peut  atteindre  jusqu'à  plusieurs  minutes,  tandis  que,  si  on  serre 
fortement  la  vis  jusqu'à  ce  qu'elle  soit  très-dure,  on  obtient  iden- 
tiquement la  même  latitude  par  les  étoiles  du  nord  et  du  sud,  du 
moins  dans  les  limites  des  erreurs  de  lecture  et  de  pointé  avec 
l'instrument  employé.  Dans  les  séries  d'observations  que  j'ai 
faites  pour  déterminer  des  latitudes  dans  la  province  de  Minas- 
Geraes ,  au  Brésil ,  les  différences  entre  les  latitudes  par  le> 
étoiles  passant  au  méridien,  au  Tiurd  ou  au  sud  du  zénith, 
n'ont  jamais  pour  dix  répétitions  seulement  atteint  1",5  et  sont 
presque  toujours  restées  au-dessous  de  1''  avec  une  lunette  gros- 
sissant 40  fois,  et  un  vernier  donnant  les  10  secondes.  On  ne  peut 
pas  demander  une  précision  plus  grande  à  un  instrument  de 
cette  taille,  car  les  erreurs  moyennes  sont  alors  de  moins  de 
I  de  seconde  pour  chaque  série,  et  le  pointé  avec  un  instrument 
grossissant  40  fois  est  à  peine  exact  à  la  seconde.  C'est  donc 
déjà  la  répétition  de  ces  pointés  qui  avait  diminué  l'erreur 
moyenne  du  pointé  pour  la  faire  tomber  au-dessous  de  cette 
limite,  et  à  cette  erreur  se  joignait  encore  celle  de  la  lecture.  Je 
dois  dire  ici  que,  pour  parvenir  à  ce  résultat,  je  rendais  les  vis  de 
rappel  très-dures  à  tourner,  ce  qui  expose  par  le  petit  effort  fait  à 
modifler  légèrement  le  nivellement  de  l'instrument.  Mais  comme 
j'avais  la  précaution  de  lire  toujours  le  niveau  dans  la  situation  où 
j'avais  arrêté  la  lunette  et  comme  la  valeur  des  parties  de  ce  der- 
nier était  bien  déterminée,  il  me  suffisait  d'appliquer  les  correc- 
tions de  nivellement  par  la  méthode  que  j'ai  exposée  (n*  13),  et 
par  laquelle  la  dénivellation  entre  l'observation  de  la  position  di- 
recte et  celle  de  la  position  inverse  se  trouve  éliminée,  pour  qu'il 
n'en  résultât  aucun  inconvénient. 
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Les  anciens  observateurs  n'opéraient  pas  ainsi  ;  pour  eux,  le 
niveau  n'était  pas  destiné  à  faire  connaître  les  corrections  à 
appliquer  à  l'observation  par  l'effet  de  la  dénivellation,  mais 
bien  à  niveler  juste  chaque  fois;  leurs  niveaux  n'étaient  même 
pas  gradués  d'un  bout  à  l'autre  et  la  valeur  des  parties  n'é- 
tait pas  déterminée.  On  comprend  donc  que,  s'ils  avaient  rendu 
trop  dures  les  vis  de  rappel,  ils  se  seraient  exposés  à  introduire  une 
nouvelle  erreur  par  la  dénivellation  entre  la  position  directe  et  la 
position  inverse.  Ils  laissaient  donc  les  vis  très-douces,  et  telle  est 
la  cause  des  différences  qu'ils  ont  trouvées. 

Avant  d'observer,  je  m'assurais  d'ailleurs,  en  pointant  un  objet 
éloigné,  si  les  vis  de  rappel  de  mon  instrument  étaient  suffi- 
samment serrées  pour  empêcher  tout  jeu.  Exerçant  avec  le  doigt 
une  légère  pression  sur  la  lunette,  celle-ci  fléchissait  un  peu  par 
l'effet  de  son  élasticité,  et  l'objet  s'écartait  un  peu  de  la  croisée 
des  fils;  mais  en  l&chant  la  lunette,  elle  revenait  au  pointé,  ce  qui 
n'a  pas  lieu  quand  les  vis  ne  sont  pas  bien  serrées.  Il  va  sans  dire 
que  cette  pression  doit  être  faible,  sans  quoi  on  s'exposerait  h 
déniveler  l'instrument.  On  reconnaît  facilement  par  la  lecture 
du  niveau  avant  et  après  cet  essai  si  on  a  dénivelé  et  si  le  dé- 
pointement,  dans  le  cas  où  il  persisterait,  peut  être  attribué  à  une 
dénivellation,  ou  s'il  provient  des  vis  de  rappel. 

Lorsque  des  vis  de  rappel  sont  un  peu  usées,  leur  serrage  ne 
suffit  pas  pour  empêcher  le  jeu,  et  des  vis  très-serrées  usent  très- 
vite.  Il  est  vrai  qu'on  peut  facilement  les  changer,  car  ce  sont  des 
pièces  de  peu  de  valeur.  Toutefois,  cet  inconvénient  et  la  nécessité 
dans  certains  modes  de  pointé  de  pouvoir  tourner  les  vis  avec 
facilité,  fait  qu'il  serait  bon  que  les  artistes  ajoutassent  à  l'instru- 
ment des  vis  de  pression  supplémentaires.  Ces  vis  agiraient  sur  une 
grande  surface,  et  pourraient  servir  à  arrêter  les  limbes  directement 
et  solidement  entre  eux,  après  qu'avec  la  vis  de  rappel  on  les  aurait 
amenés  dans  la  position  relative  que  leur  donne  le  pointé.  L'ex- 
périence a  indiqué  à  M.  Le  Gyre,  à  qui  j'avais  communiqué  cette 
idée,  que  dans  ce  cas  la  vis  de  pression  agit  sans  modifier  le  pointé 
obtenu,  et  alors,  dans  les  diverses  rotations  qu'on  a  à  leur  faire  faire, 
les  limbes  fixement  solidaires  quand  ils  doivent  tourner  ensemble 
ne  peuvent  plus  prendre  aucun  jeu  relatif  entre  eux.  Quand  l'un 
d'eux  doit  tourner  seul,  l'autre  reste  dans  ce  cas  parfaitement  immo- 
bile par  rapport  aux  pièces  fixes  de  l'instrument.  Ces  vis  de  pression 
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supplémentaires  et  directes  suffisent  seules,  d'ailleurs,  dans  certains 
modes  de  pointé,  où  on  n'a  plus  besoin  de  se  servir  des  \is  de  rap- 
pel, par  exemple,  lorsqu'on  veut  observerdes  passages  de  plusieurs 
astres  par  un  même  azimut  ou  une  même  hauteur,  comme  dans 
certaines  méthodes  dont  nous  parlerons  plus  tard,  pour  la  déter-> 
mination  des  longitudes.  Ce  petit  perfectionnement  si  simple  et  si 
précieux  ne  devrait  pas  être  négligé  pour  les  instruments  répétiteurs. 

74. —  Il  serait  même  prudent  de  doubler  le  système  de  ces  vis  de 
pression  supplémentaires,c'est-à-direde  placer  pour  rendre  les  lim- 
bes solidaires  entre  eux,  deux  vis  de  pression  supplémentaires  à 
1 80''  de  distance  l'une  de  l'autre.  Cette  disposition  aurait  pour  effet 
de  parer  aux  inconvénients  qui  peuvent  résulter  du  jeu  de  Taxe 
du  cercle  alidade  à  l'intérieur  de  l'axe  du  cercle  gradué  dans  le- 
quel il  tourne.  Ce  jeu  relatif  des  axes  n'est  pas  sensible  dans  les 
instruments  neufs,  pour  lesquels,  comme  je  l'ai  dit  précédem- 
ment, le  jeu  des  vis  de  rappel  influe  seul  pour  produire  sur  les 
hauteurs  observées  les  anomalies  d'oit  il  résulte  qu'on  n'obtient 
pas  les  mêmes  valeurs  de  la  latitude  par  les  étoiles  passant  au 
méridien  au  nord  et  au  sud  du  zénith.  Le  théodolite  de  Brunner 
que  j'ai  employé  dans  la  province  de  Minas-Geraes,  pour  faire  les 
observations  dont  j'ai  parlé  plus  haut,  et  qui  était  un  instrument 
neuf,  m'a,  par  l'accoi-d  des  séries,  montré  qu'aucune  influence  de 
jeu  des  axes  ne  se  produisait.  D'un  autre  cdté,  par  la  disposition 
de  ressorts  d'une  force  suffisante  pour  établir  une  bonne  adhé- 
rence des  parties  coniques  des  axes,  on  peut  faire  en  sorte  que, 
même  malgré  l'usure,  le  jeu  de  l'axe  du  cercle  alidade  dans  Taxe 
du  cercle  gradué  soit  anéanti.  Mais  par  excès  de  prudence,  et 
comme  on  ne  peut  prendre  trop  de  précaution  pour  la  stabilité  des 
diverses  parties  des  instruments,  les  doubles  vis  de  pression  sup- 
plémentaires, dont  nous  venons  de  parler,  donneront  le  moyen 
de  parera  tous  ces  inconvénients  provenant  du  jeu  des  axes.  Pour 
le  faire  voir,  il  faut  d'abord  que  nous  fassions  bien  comprendre 
l'effet  que  pourrait  produire  un  jeu  des  axes. 

Supposons  donc  qu'on  vise  à  un  astre  dans  la  position  directe 
de  l'instrument,  et  qu'on  effectue  la  lecture  des  limbes  dans  la  posi- 
tion même  où  a  eu  lieu  le  pointé  sur  l'astre^  puis  admettons  qu'on 
renverse  l'instrument  pour  viser  dans  la  position  inverse,  après 
quoi  on  fera  de  nouveau  la  lecture  du  limbe,  toujours  dans  la 
position  même  où  l'astre  a  été  visé.  Si,  dans  les  deux  positions,  on 
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a  lu  les  niveaux  parallèles  au  cercle  de  hauteur,  on  peut  corriger 
Tangle  observé,  comme  nous  l'avons  vu  n*"  13,  de  la  déviation 
qu'entre  les  deux  pointés  le  zéro  du  cercle  gradué  a  éprouvée, 
quelle  que  soit  l'origine  de  cette  déviation ,  de  sorte  que  le  jeu 
des  axes  du  système  azimutal  n'intervient  pas  dans  le  résultat.  II 
ne  peut  donc  rester  comme  influent  que  le  jeu  de  l'axe  du  cercle 
alidade  dans  l'axe  du  cercle  gradué  considéré  comme  étant  resté 
immobile.  Or  les  lectures  ayant  été  faites  dans  les  positions 
mêmes  où  les  pointés  sur  l'astre  ont  eu  lieu,  si  on  examine 
les  positions  alors  occupées  dans  l'espace  par  les  lignes  des  zéros 
des  deux  vemiers  opposés  du  cercle  alidade  solidaire  avec  la  ligne 
de  collimation  de  la  lunette,  il  est  clair  que  ces  deux  lignes  se  cou- 
pent en  un  point  unique,  de  sorte  que  les  choses  se  sont  passées 
exactement  comme  si  la  rotation  avait  eu  lieu  autour  de  ce  point 
d'intersection.  La  demi-somme  des  différences  des  lectures  des  ver- 
niers  dans  les  deux  positions  de  l'instrument  représente  donc  exac- 
tement l'angle  décrit  par  la  ligne  de  leurs  zéros,  ou  l'angle  décrit 
par  la  ligne  de  collimjition  de  la  lunette,  ligne  solidaire  avec  celle 
des  zéros.  Donc  cette  demi-somme  mesure  bien  l'angle  réel,  quel 
qu'ait  pu  être  le  jeu  de  l'axe  du  cercle  alidade.  Mais  pour  répéter 
l'angle,  il  faut  avec  les  deux  limbes  solidaires  passer  de  la  position 
inverse  à  la  position  directe ,  et  la  lecture  donnée  par  l'alidade  ne 
doit  pas  varier  dans  ce  passage.  Or  c'est  ce  qui  n'aura  pas  lieu  si 
Taxe  du  cercle  alidade  a  du  jeu,  car  avec  la  vis  unique  de  rappel, 
les  deux  limbes  ne  sont  rendus  solidaires  que  par  un  point  de  leur 
circonférence;  dans  la  rotation  du  système,  l'axe  du  cercle  alidade, 
sollicité  par  la  pesanteur,  viendra  appuyer  sans  cesse  sur  un  nou- 
veau point  de  l'intérieur  de  l'axe  du  cercle  gradué,  et,  par  la  petite 
rotation  que  le  cercle  alidade  subira  ainsi  autour  du  point  de  sa 
circonférence  solidaire  avec  le  cercle  gradué  par  suite  de  la  vis 
unique,  il  est  facile  de  voir  que  les  deux  verniers  se  déplacent 
dans  le  même  sens  par  rapport  à  la  graduation  du  limbe.  La 
lecture  est  donc  un  peu  modifiée  en  effectuant  la  répétition,  car 
le  second  arc  ne  s'ajoute  pas  exactement  au  bout  du  premier. 
Mais  si  le  cercle  alidade,  dans  le  retour  de  la  position  inverse  à  la 
position  directe  de  l'instrument,  était  assujetti  sur  le  cercle  gradué 
par  deux  points  opposés  de  sa  circonférence,  la  petite  rotation  des 
vemiers  ne  serait  plus  possible,  les  deux  limbes  tourneraient  en- 
semble sans  que  la  lecture  fût  modifiée,  et  par  conséquent  le 
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2*  pointé  de  la  position  directe  serait  vraiment  effectué  avec  la  lec- 
ture répondant  à  la  fin  de  la  première  observation.  Le  point  de  dé- 
part du  deuxième  arc  serait  donc  bien  à  la  suite  du  premier  arc, 
et  puisque,  comme  nons  l'avons  vu,  les  arcs  eux-mêmes  ne  sont  pas 
altérés,  tout  inconvénient  du  jeu  des  axes  aurait  disparu.  Or  notre 
système  de  doubles  vis  supplémentaires  permet  d'obtenir  ce  résul- 
tat. Par  lui  toute  influence  soit  du  jeu  des  vis  de  rappel,  soit  du 
jeu  des  axes,  aurait  cessé  (I). 

Il  serait  bon  aussi  d'employer  deux  vis  de  pression  supplémen- 
taires pour  lier  le  cercle  gradué  aux  pièces  fixes  de  l'instru* 
ment,  afin  qu'aucun  entraînement  venant  du  cercle  alidade, 
dans  le  mouvement  de  ce  dernier,  n'agisse  pour  déplacer  l'axe  du 
cercle  gradué,  dont  la  ligne  des  zéros  éprouverait  par  là  une  dévia- 
tion indépendante  de  celle  du  niveau  parallèle  à  ce  cercle  et  porté 
par  le  système  des  pièces  fixes. 

Dans  le  système  azimutal,  le  jeu  des  axes  est  moins  à  craindre 
que  dans  le  système  vertical  des  cercles,  parce  que  la  pesanteur 
tend  à  supprimer  le  jeu  et  n'agit  plus  pour  modifier  les  points 

(i  )  QuaDd  Taxe  du  cercle  alidade  se  meut  par  suite  du  jeu  qu^ii  possède, 
les  deux  points  sur  lesquels  il  repose  dans  les  deux  positions  de  Tinstru- 
ment  sont,  sur  cet  axe  lui-même  comme  dans  l'intérieur  de  l'axe  du  cercle, 
évidemment  éloignés  Tun  de  l'autre  d'un  arc  égal  au  double  de  la  distance 
zénithale,  arc  dont  la  corde  est  le  double  du  sinus  de  la  distance  zénithale.  La 
différence  de  la  longueur  de  ces  deux  cordes  proportionnelles  Tune  et  l'autre 
au  sinus  de  la  distance  au  zénith  est  elle-même  proportionnelle  à  ce  sinus, 
et  cette  différence  est  le  déplacement  que  l'axe  a  éprouvé,  déplacement  qui, 
divisé  par  le  rayon  du  cercle,  puisque  le  centre  de  rotation  est  sur  la  circon- 
férence de  ce  dernier,  mesure  la  déviation  desverniers.  Donc  les  erreurs  que 
le  jeu  des  axes  peut  produire  sont  proportionnelles  au  sinus  de  la  distance 
au  zénith.  Ainsi  dans  un  cercle  où,  par  la  méthode  que  nous  avons  indiquée^ 
on  s'est  assuré  qu'on  a  rendu  nul  le  jeu  des  vis  de  rappel,  et  où  oepeodant  U 
différence  des  latitudes  obtenues  par  les  étoiles  du  nord  et  du  sud  persisterait, 
on  serait  sûr  qu'il  y  aurait  un  jeu  des  axes.  La  grandeur  de  la  différence 
trouvée,  divisée  par  la  somme  des  sinus  des  distances  zénithales  des  deux 
astres  correspondants  observés  nord  et  sud,  donnerait  alors  un  coefficicDi 
qui,  multiplie  parle  sinus  d'une  distance  zénithale  mesurée  par  le  même  ins- 
trument, serait  la  correcti(m  à  appliquer  avec  le  signe  contraire  à  la  distance 
zénithale  mesurée  pour  avoir  la  distance  zénithale  vraie.  Avec  des  instruments 
bien  faits  et  neufs,  cette  correction  n'existe  pas;  mais  on  doit  toujours  s'as- 
surer de  la  perfection  do  son  instrument,  et  recourir  à  la  correction  en 
question  s'il  n*est  pas  parfait.  Avec  notre  système  de  vis  de  pression  supplé- 
mentaires, on  serait  débarrassé  de  ce  soin. 
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des  axes  en  contact.  Mais  là  aussi  le  système  des  vis  supplémen- 
taires de  pression  sera  cependant  toujours  doublé  avec  avantage. 

n  importe  de  remarquer  que,  si  on  n'emploie  pas  notre  système 
de  vis  de  pression  supplémentaires,  le  jeu  des  axes  ne  perd  son 
iofluence^  même  pour  un  arc  obtenu  sans  l'emploi  de  la  répétition, 
qu'autant  que  les  lectures  au  premier  et  au  deuxième  pointé  sont 
faites  dans  les  positions  mêmes  données  à  l'instrument  pour  viser. 
Or,  dans  le  système  vertical,  où  le  jeu  des  axes  est  le  plus  à  crain- 
dre, le  vernier  de  dessous  est,  par  l'effet  de  la  position  que  lui  don- 
nentles  artistes,  toujours  assez  incommode  à  lire,  et  souvent  même 
il  est  impossible  de  l'éclairer  pour  la  lecture  dans  cette  position. 
D'où  il  résulte  qu'en  supprimant  la  répétition,  on  n'a  que  sup- 
primé les.aYantages  de  cette  dernière  en  gardant  ses  inconvénients. 

75.  —  Les  différences  entre  les  latitudes  déterminées  par  les 
passages  méridiens  d'étoiles  situées  des  deux  côtés  du  zénith  se 
ramenant,  comme  nous  venons  de  le  voir,  à  la  question  du  jeu 
des  vis  de  rappel  et  parfois  des  axes  des  théodolites  ou  cercles  ré* 
pétiteurs,  les  objections  qu'on  a  faites  à  l'emploi  de  la  répétition 
dans  les  instruments  se  réduisent  à  deux  seulement  :  la  première 
consiste  en  ce  que  les  vis  des  instruments  peuvent  céder  pendant 
les  divers  mouvements  de  rotation,  et  conséquemment  elle  se  con- 
fond avec  l'objection  fondée  sur  les  différences  de  latitude  par  les 
observations  du  nord  et  du  sud  ;  la  seconde  repose  sur  ce  qu'on 
peut  se  tromper  sur  le  nombre  des  répétitions  ou  des  circonfé- 
rences, par  faute  d'attention. 

n  y  a  lieu  de  répondre  qu'au  lieu  de  rejeter  pour  quelques 
petits  défauts  un  principe  aussi  fécond  que  celui  -de  la  répétition 
des  angles,  il  vaut  mieux  s'occuper  des  moyens  de  faire  dispa* 
raître  les  inconvénients  reconnus,  ce  qui,  dans  le  cas  présent, 
n'offre  aucune  difficulté. 

En  effet,  nous  avons  déjà  vu  que  par  l'emploi  des  vis  de  pres- 
sion supplémentaires  on  se  met  à  l'abri  des  effets  du  jeu  des  vis 
de  rappel,  et  d'ailleurs  pourquoi  se  fier  aveuglément  à  la  fixité  des 
vis?  Outre  les  vis  de  pression  supplémentaires,  il  y  a  d'autres 
procédés  auxquels  on  pourrait  recourir.  Ainsi  on  pourrait  faire 
supporter  au  cercle  alidade  deux  microscopes  très-puissants  munis 
de  micromètres  à  l'aide  desquels  on  pût  pointer  la  division  la 
plus  rapprochée  du  cercle  gradué,  avant  de  faire  mouvoir  ensemble 
le  système  des  deux  cercles.  Si  alors  l'un  de  ces  cercles  tourne 
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plus  que  l'autre,  les  microscopes  l'accuseront  immédiatement,  et 
Terreur  pourra  être  corrigée.  De  même  le  support  de  l'instrument 
peut  être  muni  de  microscopes  que  l'on  pointera  sur  le  cercle 
gradué  lorsque  le  cercle  alidade  doit  tourner  seul,  afin  de  s'assurer 
que  ce  dernier  n'entratne  aucunement  le  premier.  Avec  ces  pré- 
cautions si  simples  et  si  faciles,  l'inconvénient  du  défaut  de  stabi- 
lité des  vis  disparait.  Au  reste,  comme  nous  l'avons  déjà  vu,  les 
vis  de  pression  supplémentaires  suffisent  pour  obtenir  ce  résultat, 
et  si,  au  lieu  de  vemiers,  l'instrument  est  muni  de  microscopes, 
ceux-ci  permettraient  de  juger  du  déplacement  s'il  existait  et  en 
donneraient  la  grandeur  si  on  faisait  la  lecture  avant  et  après  la 
rotation,  puisque  des  microscopes  placés  perpendiculairement 
au  limbe  peuvent  être  lus  dans  toutes  les  positions  de  l'instrument. 

Quant  aux  erreurs  sur  le  nombre  des  répétitions  ou  des  circon- 
férences, il  est  aisé  de  les  éviter  en  faisant  à  chaque  opération  une 
lecture  de  l'angle  obtenu,  non  pour  s'en  servir  comme  résultat 
définitif,  mais  pour  pouvoir  vérifier  le  nombre  des  opérations. 

76.  —  Les  cercles  horizontaux  sont  ceux  dont  la  graduation  est  la 
plus  facile  à  étudier,  parce  que  la  pesanteur  ne  les  déforme  pas,  tandis 
que  les  cercles  verticaux  changent  incessamment  de  forme,  en  ten- 
dant à  s'allonger  dans  le  sen  s  vertical .  Pour  un  limbe  horizontal ,  lors- 
que l'instrument  est  répétiteur,  on  peut,  en  prenant  les  précautions 
faciles  que  nous  venons  d'indiquer,  étudier  aisément  lagraduation 
à  l'aide  de  collimateurs.  Nous  avons  déjà  vu  les  moyens  de  placer 
des  collimateurs  exactement  perpendiculaires  les  uns  aux  autres. 
A  l'aide  de  ces  collimateurs,  les  arcs  de  901^  pourraient  être  étu- 
diés si  la  lunette  était  centrée  ;  mais  on  peut  étudier  un  arc  quelcon- 
que (que  la  lunette  soit  au  centre  ou  excentrique)  en  faisant  usage 
d'un  collimateur  fixe  que  nous  appellerons  A  et  d'un  collimateur 
horizontal  et  mobile  que  nous  appellerons  D.  Alors,  pour  déter- 
miner l'erreur  de  l'arc  de  N  degrés,  on  amènera  d'abord  le  cer- 
cle alidade  sur  le  zéro  du  cercle  gradué,  puis  on  fera  tourner  le 
système  des  deux  cercles  pour  pointer  la  lunette  de  l'instrument 
sur  le  collimateur  A.  Arrêtant  alors  le  cercle  gradué,  on  amènera 
le  zéro  de  l'alidade  sur  la  N*  division  ;  puis,  calant  l'instrument,  on 
pointera  le  collimateur  D  sur  la  lunette  de  l'alt-azimut.  Les  axes 
optiques  des  collimateurs  A  et  D  feront  ainsi  entre  eux  un  angle 
égal  à  celui  des  divisions  zéro  et  N  du  limbe  azimutal.  On  n'aura 
plus  alors  qu'à  mesurer  cet  angle  par  la  méthode  de  la  répétition ,  en 
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le  répétant  un  grand  nombre  de  fois,  de  manière  à  employer  plu- 
sieurs fois  la  circonférence  entière.  Si  Tare  N  est  trop  petit  pour 
que,  par  suite  des  dimensions  de  leurs  objectifs,  les  collimateurs 
Â  et  D  puissent  faire  Tangle  N  en  restant  pointés  sur  Tinstrument, 
on  étudiera  de  cette  manière  les  arcs  M  et  N+M,  M  étant  un  an- 
gle arbitraire  cboisi  en  conséquence.  Ces  deux  angles  étant  con- 
nus, leur  différence  N  sera  également  connue. 

77.  —  Pour  parvenir  à  employer  plusieurs  fois  la  circonférence 
entière  en  faisant  les  répétitions,  on  peut,  après  avoir  répété  l'arc  N 
un  nombre  K  de  fois,  déplacer  le  collimateur  D  et  le  pointer  sur  la 
lunette  de  l'instrument  qui  alors  a  décrit  l'arc  NK.  On  répétera 
alors  l'arc  NK  comme  on  répétait  l'arc  N.  De  cette  manière,  on 
peut  répéter  l'arc  suivant  les  puissances  d'un  nombre,  et  par  suite 
répéter  un  nombre  immense  de  fois  en  quelques  instants.  Les 
erreurs  de  graduation  peuvent  être  obtenues  par  ce  moyen  avec 
une  extrême  précision.  Nous  remarquerons  de  plus  que,  par  ce 
procédé,  l'erreur  de  graduation  est  connue  sans  intervention  de  la 
valeur  des  parties  des  microscopes  qui  servent  à  lire  les  fractions 
sur  le  limbe.  On  ne  se  sert,  en  effet,  de  ces  microscopes  que  pour 
la  lecture  de  l'angle  final,  et  alors  la  fraction  mesurée  par  eux 
est  divisée  par  un  nombre  tellement  grand  qu'elle  n'influe  pas 
sensiblement  sur  l'angle  primitif.  J'avais  indiqué,  dès  1847,  cette 
méthode  de  répétition  suivant  les  puissances  d'un  nombre  (Comptes 
rendus).  En  répétant,  par  exemple,  un  premier  arc  10  fois, 
puis  10  fois  l'arc  décuplé,  puis  10  fois  celui-ci  et  ainsi  de  suite,  7 
fois  en  tout,  ce  qui  équivaut  comme  longueur  à  70  répétitions 
ordinaires,  on  obtient  l'arc  1 0  millions  de  fois  plus  grand  que  l'arc 
primitif.  Or  une  circonférence  entière  ne  renferme  que  1  296  000 
secondes:  l'erreur  d'une  circonférence  entière  sur  l'arc  final  ne  fe- 
rait donc  guère  qu'un  huitième  de  seconde  sur  l'arc  primitif. 
Il  est  évident  qu'il  faut  compter  chaque  fois  le  nombre  de  cir- 
conférences déjà  obtenu  dans  la  répétition  précédente  et  le  mul- 
tiplier par  10  en  même  temps  que  l'arc  qui  surpasse  les  circonfé- 
rences. Ainsi  donc  la  répétition  suivant  les  puissances  d'un  nombre 
conduit  à  cette  singulière  conclusion  de  pouvoir  mesurer  un  angle 
sans  que  le  cercle  soit  gradué.  Mais  il  est  évident  qu'on  peut  tou- 
jours posséder  une  graduation  passable  qui  abrégerait  considéra- 
blement le  nombre  des  répétitions.  Je  ne  fais  donc  cette  remar- 
que qu'à  cause  de  la  curiosité  du  fait. 
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78.  —  Si  l'instrument  n'est  pas  répétiteur  on  pourrait  égale- 
ment employer  la  méthode  que  j'ai  décrite  dans  Je  n**  76,  surtout 
si  la  lunette  est  centrée. 

Il  suffirait  pour  cela  d'ajouter  un  nouveau  collimateur  E,  pou- 
vant, comme  D,  être  déplacé;  mais  E  serait  situé  à  une  distance 
du  centre  de  l'instrument  plus  grande  que  D  et  que  Â^  de  façon 
à  pouvoir  passer  derrière  ces  deux  collimateurs  (1).  Il  faudrait 
en  plus  que  l'on  ajoutât  sur  le  cercle  alidade  une  lunette  F,  cou- 
dée à  l'aide  d'un  prisme,  et  pouvant  être  arrêtée  sur  une  partie 
quelconque  de  ce  cercle  et  dirigée  sur  un  des  collimateurs  hori- 
zontaux. La  lunette  F  devrait  être  coudée  pour  que  son  mouvement 
ne  fût  pas  gôné  par  la  lunette  de  Tait-azimut.  Sans  cette  précaution, 
cette  dernière  ne  permettrait  pas  que  F  fût  pointée  sur  des  colli- 
mateurs horizontaux  de  même  niveau  qu'elle.  Pour  que  l'axe 
optique  de  F  et  celui  de  l'alt-azimut  pussent  faire  un  angle  quel- 
conque, F  devrait  tourner  autour  d'un  axe  vertical  supporté  par 
une  pièce  s'ajustant  à  volonté  sur  les  piliers  qui,  fixés  sur  le  cercle 
alidade,  soutiendraient  la  lunette  de  l'instrument. 

Cela  posé,  on  opérera  de  la  manière  suivante  :  ayant  pointé  le 
premier  microscope  du  cercle  alidade  sur  la  division  zéro  du 
limbe,  on  pointera  le  collimateur  Â  sur  la  lunette  de  l'instrument. 
Puis  on  fera  tourner  le  cercle  alidade  jusqu'à  ce  que  son  micros- 
cope soit  pointé  sur  la  division  N  du  limbe,  et  on  pointera  le  coUi- 
mateur  D  sur  la  lunette  dans  cette  nouvelle  position.  A  et  D  feront 
alors,  comme  précédemment,  le  même  angle  que  les  divisions 
zéro  et  N  du  limbe.  Ramenant  alors  la  lunette  sur  Â,  on  pointera 
F  sur  D,  puis,  faisant  tourner  le  cercle  alidade  de  manière  à  diri- 
ger la  lunette  sur  D,  on  pointera  E  sur  la  nouvelle  position  prise 
par  F.  Alors  A  et  E  feront  un  angle  double  de  A  et  D.  En  ame- 
nant ensuite  la  lunette  sur  E,  et  pointant  E  sur  F  dans  sa  nouvelle 
position,  A  et  E  feront  un  angle  triple  de  A  et  D,  et  ainsi  de  suite* 
On  répétera  l'angle  autant  qu'on  le  voudra  ;  après  quoi,  on  fera 
la  lecture  de  l'angle  final,  et  on  la  divisera  par  le  nombre  de^ 
répétitions.  On  pourra,  comme  précédemment,  augmenter  le 

(1)  Noos  feront  remarquer  que,  pendant  qo^on  se  lert  des  eollimatenrs  D  et 
E,  on  ne  se  sert  pas  des  collimateurs  B  et  G^  dont  nous  avons  parlé  précédem- 
ment (n"^  52).  D  et  E  peuvent  donc  n'être  que  ces  derniers  que  Ton  déplacerait 
à  volonté.  Trois  collimateurs  horitonlaux  en  tout  suffisent  ainsi  pour  toutes  les 
vérifications  de  collimation,  de  nivellement  et  de  graduation. 
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nombre  des  répétitions  eu  répétant  des  angles  multiples,  de  ma- 
nière à  obtenir  que  la  totalité  du  limbe  serve  plusieurs  fois  pour 
bien  éliminer,  par  la  grandeur  du  diviseur,  Terreur  finale  due  à 
la  graduation.  Quand  les  angles  à  répéter  seront  trop  petits,  on  y 
joindra  un  angle  arbitraire  comme  précédemment. 

Au  reste,  on  pourrait  abréger  les  opérations  en  déterminant 
de  cette  manière  les  grandes  divisions  seulement,  et  se  servant 
ensuite  des  microscopes  pour  juger  de  la  division  de  ces  grandes 
parties  en  plusieurs  autres. 

79.  — Dans  tout  ce  qui  précède,  nous  n'avons  pas  tenu  compte  de 
rexcentricité  du  cercle.  Si  cette  excentricité  était  rigoureusement 
constante,  il  est  clair  qu'en  opérant  comme  nous  venons  de  le 
dire,  on  serait  en  droit  de  la  négliger,  puisqu'on  aurait  déterminé 
les  angles  formés  par  les  lignes  idéales  menées  de  l'axe  aux  divers 
traits,  de  sorte  que  le  défaut  d'excentricité  rentrerait  dans  les 
erreurs  de  graduation . 

Mais  si  les  cônes  frottants  de  l'axe  n'ont  pas  leurs  génératrices 
rigoureusement  droites,  et  si  ces  cônes  ne  sont  pas  rigoureuse^ 
ment  des  surfaces  de  révolution,  circonstances  qui  se  produisent 
nécessairement  dans  la  pratique,  il  arrive,  comme  nous  l'avons 
déjà  dit,  que,  dans  la  rotation  de  l'instrument,  l'axe  s'élève  et 
s'abaisse  dans  la  verticale  suivant  les  parties  frottantes,  et  l'axe 
idéal  change  à  chaque  instant.  Par  conséquent  l'angle  formé  par 
les  lignes  idéales  réunissant  deux  divisions  à  cet  axe  idéal  varie 
avec  la  rotation.  Ce  n'est  donc  pas  cet  angle  variable  que  l'on 
doit  se  proposer  de  déterminer.  Mais  dans  ces  variations  de 
Taxe  idéal,  quand  l'angle  que  forment  avec  lui  les  divisions  zéro 
et  N,  par  exemple,  augmente,  l'angle  formé  avec  ce  même  axe  idéal 
par  les  divisions  180''  et  180'-i-N  diminue,  de  telle  sorte  que  la 
moyenne  de  ces  deux  angles  est  constante;  c'est  donc  cette 
moyenne  qui  doit  être  déterminée,  et  c'est  pour  cela  que,  dans  la 
pratique,  quand  on  mesure  un  angle,  on  doit,  comme  nous  l'avons 
vu  n**  70,  toujours  lire  deux  microscopes  opposés,  et  la  moyenne 
des  deux  lectures  est  la  mesure  de  l'angle  cherché. 

Ainsi,  dans  la  détermination  des  erreurs  de  graduation ^  on  ne 
doit  pas  rechercher,  comme  nous  venons  de  l'indiquer,  l'erreur 
des  divisions  0"  et  N,  mais  la  moyenne  des  erreurs  des  arcs  0%  N  et 
ISO*,  180*  +  N.  Pour  cela,  il  suffit  de  modifier  très-légèrement 
les  procédés  que  nous  venons  d'indiquer. 
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D'abord,  dans  le  cas  d'un  cercle  répétiteur,  on  amène  la  divi- 
sion zéro  du  cercle  alidade  sur  la  division  0*"  du  cercle  gradué,  puis, 
faisant  tourner  le  système  des  deux  cercles,  on  pointe  la  lunette 
de  l'instrument  sur  le  collimateur  A.  Laissant  alors  calé  le  cer- 
cle gradué,  on  décale  le  cercle  alidade  et  on  amène  sa  division 
180"*  sur  la  division  ISO""  du  cercle  gradué.  La  lunette  ne  se  trouve 
plus  alors  exactement  pointée  sur  le  collimateur  A,  mais  avec  le 
micromètre  on  mesure  la  distance  du  fil  milieu  de  cette  lunette  à 
l'image  du  fil  de  A  et  on  amène  le  fil  du  micromètre  au  milieu 
de  cette  distance;  après  quoi  on  dirige  A  sur  le  fil  de  ce  micromètre. 

On  amène  ensuite  le  zéro  de  l'alidade  sur  la  N*  division  du 
limbe,  puis,  calant  l'instrument,  on  pointe  le  collimateur  D  sur  la 
lunette  de  l'alt-azimut.  On  décale  de  nouveau  le  cercle  alidade,  on 
amène  sa  division  180®  sur  la  division  180''  +  N  du  cercle  gradué. 
La  lunette  n'est  plus  alors  pointée  sur  D.  On  mesure  comme  pré- 
cédemment avec  son  micromètre  l'écart  de  son  fil  milieu  et  de 
l'image  du  fil  de  D,  puis,  mettant  le  fil  de  son  micromètre  au 
milieu  de  l'intervalle,  on  pointe  D  sur  ce  fil.  Les  collimateurs  A 
et  D  font  alors  entre  eux  un  angle  égal  à  la  moyenne  des  angles  0% 
N  et  180%  ISO""  +  N.  On  n'a  plus  alors  qu'à  répéter  cet  angle  en 
suivant  la  méthode  indiquée  dans  les  n""  76  et  77.  A  part  ces 
précautions,  cette  répétition  peut  se  faire  comme  nous  l'avons 
dit  précédemment. 

Dans  le  cas  où  l'instrument  ne  serait  pas  répétiteur,  il  faudrait 
également  faire  en  sorte  que  l'angle  des  collimateurs  A  et  D  fût 
égal  à  la  moyenne  des  angles  des  divisions  0®  et  N,  180*  et  180''-i*N* 
Pour  cela  on  calera  d'abord  les  microscopes  sur  les  divisions  O"*  et 
180®  du  limbe,  et  on  pointera  A  sur  la  lunette  de  l'instrument. 
On  décalera  alors  l'alidade,  et  on  amènera  sur  la  division  N  le 
microscope  qui  était  sur  0®,  et  on  pointera  D  sur  la  lunette  dans  sa 
nouvelle  position.  On  décalera  de  nouveau  l'alidade  et  on  amè- 
nera le  microscope  qui  était  sur  180®  sur  la  division  180^  +  N. 
On  mesurera  alors  comme  précédemment  avec  le  micromètre  de 
la  lunette  la  distance  de  son  fil  milieu  à  l'image  du  fil  de  D,  puis, 
mettant  le  fil  de  ce  micromètre  dans  le  milieu  de  l'intervalle,  on 
pointera  D  sur  lui,  et  A  et  D  feront  l'angle  cherché.  La  mesure 
de  l'angle  de  A  et  D  se  fera  ensuite  en  répétant  cet  angle,  comme 
nous  l'avons  dit. 

Dans  ce  qui  précède,  nous  avons  supposé  le  cercle  gradué  fixe 
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et  l'alidade  mobile.  En  général,  c'est  le  contraire  qui  a  lieu,  mais 
cda  ne  change  rien  à  la  manière  d'opérer.  Pour  la  stabilité, 
et  afin  de  ne  pas  toucher  à  l'instrument  quand  il  est  pointé,  il 
vaut  mieux  que  ce  soit  le  cercle  gradué  qui  soit  mobile,  et  que  les 
microscopes  soient  sceUés  dans  les  piliers,  du  moins  si  le  limbe 
est  horizontal,  car,  comme  nous  allons  le  voir,  le  contraire  a  lieu 
s'il  est  vertical. 

Nous  ferons  remarquer  que  les  collimateurs  nécessaires  pour  dé- 
terminer les  erreurs  de  graduation  par  les  procédés  que  nous  ve- 
nons d'indiquer  doivent  être  pointés  sur  la  lunette  de  l'instrument, 
et  réciproquement,  de  sorte  qu'ils  ne  peuvent  être  remplacés  par 
des  miroirs. 

80.  —  Si  le  cercle  que  l'on  veut  étudier  est  vertical,  on  peut  encore 
employer  la  méthode  précédente  par  les  collimateurs,  seulement  il 
est  bon  que  ce  soit  le  cercle  qui  soit  fixe  et  alors  l'alidade  est  une 
%le  mobile.  Cette  dernière,  fléchissant  symétriquement  des  deux 
côtés  sous  l'action  de  la  pesanteur,  il  en  résulte  que  la  lecture 
moyenne  des  deux  microscopes  qu'elle  porte  n'est  pas  modifiée  par 
la  flexion.  En  cela  les  choses  se  passent  comme  pour  la  flexion  des 
lunettes.  Il  y  a,  au  contraire,  un  grand  inconvénient  à  ce  que  le 
cercle  tourne,  car  dans  ce  cas  il  se  déforme  sans  cesse.  Les  métaux 
se  comportent  d'une  manière  très-bizarre  sous  l'influence  de  la 
pesanteur.  Ainsi,  par  exemple,  un  cercle  qui  reste  peu  de  temps 
dans  une  position  se  déformera  peu,  mais  s'il  reste  longtemps 
dans  la  même  position,  il  se  déformera  davantage,  souvent  par 
soubresauts,  et  si  on  le  fait  tourner  de  180"*,  la  totalité  de  cette 
déformation  ne  disparaît  pas  de  suite  pour  prendre  la  déforma- 
tion contraire.  Il  en  résulte  que  la  forme  d'un  limbe  vertical  est 
une  fonction  de  la  série  des  diverses  positions  qu'il  a  dernière- 
ment occupées  et  du  temps  pendant  lequel  il  est  resté  dans  chacune 
d'elles,  et  très -probablement  une  fonction  des  changements  de 
température  éprouvés  dans  chacune  de  ces  positions.  Donc  un 
cercle  vertical  tournant  autour  de  son  axe  ne  peut  être  considéré 
comme  se  déformant  toujours  de  la  même  manière.  C'est  pourquoi 
on  ne  peut  étudier  d'une  manière  satisfaisante  sa  graduation  qui 
varie  dans  les  déformations  successives,  Un  cercle  vertical  qu'on 
veut  étudier  doit  donc  être  fixe  et  depuis  longtemps  en  place 
avant  de  commencer  son  étude,  afin  qu'il  ait  pris  sa  forme  dé- 
finitive sous  rinfluence  de  la  pesanteur.  C'est  fort  à  tort  que,  dans 

10 
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les  cercles  muraux ,  on  fait  le  cercle  mobile  et  les  microscopes  fixes. 
Ce  serait  le  contraire  qui  devrait  exister  ;  et  si  surtout  les  micros- 
copes étaient  à  plaque  divisée  au  lieu  d'être  à  fil  mobile^  comme 
alors  on  n'aurait  pas  besoin  de  toucher  à  ces  microscopes,  la  rota- 
tion des  alidades  qui  les  porteraient  n'aurait  aucun  inconvénient. 

Dans  les  petits  cercles,  on  peutconsidérer  les  flexions  comme  sen- 
siblement nulles.  Au  lieu  de  grands  cercles,  mieux  vaut  donc  faire 
de  petits  cercles  et  employer  des  microscopes  plus  forts.  Le  théodolite 
répétiteur,  où  les  erreurs  de  graduation  se  trouvent  sensiblement 
anéanties  par  le  diviseur  introduit  par  la  répétition,  et  où  la  peti- 
tesse du  cercle  favorise  déjà  l'absence  des  flexions,  est  avec  les  pré- 
cautions convenables  supérieur  aux  grands  cercles  pour  la  précision 
de  ses  résultats.  Son  principal  défaut,  comme  je  l'ai  déjà  dit,  est 
la  faiblesse  trop  grande  de  sa  lunette.  Aussi  les  artistes  devraient- 
ils  adaptera  ces  instruments  des  lunettes  plus  fortes. 

8i .  —  On  peut  encore  déterminer  les  erreurs  de  graduation  des 
cercles  en  faisant  passer  successivement  tous  les  intervalles  des 
traits  sous  les  deux  mêmes  microscopes  opposés.  La  somme  de 
tous  ces  intervalles  étant  pour  chaque  microscope  égale  à  360% 
on  en  déduit  la  valeur  angulaire  des  tours  des  micromètres  de  ces 
microscopes  ou  des  divisions  de  leurs  plaques  de  verre.  On  a  en- 
suite la  valeur  en  arc  de  chacun  des  intervalles,  puisqu'on  connaît 
cette  valeur  en  tours  et  fractions  de  tour  ou  en  divisions  de  la 
plaque.  Cette  méthode,  qui  est  celle  dont  on  se  sert  ordinairement, 
donne  un  résultat  qu'on  peut  rendre  indépendant  des  irrégularités 
de  circularité  du  limbe,  en  ayant  soin  que  les  microscopes  ne  tour- 
nent pas  sur  eux-mêmes  et  conservent  leur  position  bien  stable 
sur  l'alidade.  Toutefois,  mais  seulement  pour  les  cercles  verticaux 
gradués  sur  la  tranche,  elle  offre  l'inconvénient  que  les  axes 
des  microscopes  s'inclinent  par  la  flexion  de  l'alidade,  ce  qui 
change  par  obliquité  la  valeur  trouvée  pour  les  divisions,  tandis 
que  la  méthode  des  collimateurs,  telle  que  nous  venons  de  la  décrire, 
est  totalement  indépendante  de  cette  flexion  de  l'alidade. 

82.  —  Il  importe  que,  pendant  ces  opérations,  toutes  les  par- 
ties des  limbes  soient  à  la  même  température  autant  que  possible, 
encore  bien  que  le  rôle  des  températures,  dans  le  cas  où  on  em- 
ploie les  collimateurs,  soit  beaucoup  moindre  que  dans  celui  où 
l'opération  dépend  des  valeurs  des  tours  des  micromètres  des  mi- 
croscopes, conune  cela  a  lieu  dans  les  études  faites  jusqu'ici  sur  les 
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graduations  des  cercles.  Pour  un  limbe  horizontal  surtout,  la  con- 
dition de  température  constante  dans  toutes  ses  parties  ne  présente 
pas  de  difficultés  pour  sa  réalisation. 

Il  importe  encore  de  remarquer  qu'un  cercle  vertical,  tournant 
sur  son  axe,  dewait  être  étudié  dans  la  position  horizontale  plu- 
tôt que  dans  la  position  verticale.  Il  serait  alors  étudié  dans  sa  vraie 
forme  et  indépendamment  des  déformations  qui  ont  lieu  en  place. 
Son  étude  serait  donc  plus  sûre.  On  compterait  alors  sur  l^ 
multiplicité  des  microscopes  pour  diminuer  sinon  pour  anéantir 
l'effet  des  déformations  variables. 

83.  —  Il  est  évident,  en  outre,  que  pour  un  cercle  dont  la  gra- 
duation est  bien  étudiée,  une  graduation  arbitraire  devient  équi- 
valente à  une  graduation  régulière.  On  forme  dans  ce  cas  une  table 
donnant  l'angle  répondant  à  chaque  trait  depuis  le  trait  zéro. 

L'étude  des  graduations  est  toujours  une  opération  très-longue. 
Aussi  le  plus  souvent  les  astronomes  n'étudient  pas  leurs  cercles. 
C'est  là  une  chose  regrettable.  Mais  on  pourrait  rendre  l'étude  des 
graduations  très-facile  en  employant  toujours,  comme  dans  le  cercle 
répétiteur,  un  cercle  alidade  et  un  cercle  gradué.  Alors  le  cercle 
gradué  ne  porterait  qu'un  petit  nombre  de  divisions,  par  exemple, 
un  trait  de  10  en  10  degrés.  Le  cercle  alidade  porterait  deux  arcs 
d'une  douzaine  de  degrés  divisés  jusqu'aux  dizaines  de  minutes  et 
opposés  aux  extrémités  d'un  même  diamètre.  Les  microscopes  ser- 
viraient pour  achever  la  lecture  comme  d'usage.  Il  est  évident  que 
cette  disposition  serait  équivalente  à  celle  d'un  cercle  entièrement 
gradué,  mais  l'étude  de  la  graduation  serait  bien  simplifiée.  Par 
juxtaposition  de  l'alidade  devant  tous  les  intervalles  de  iO""  du  cercle, 
on  comparerait  ces  derniers  intervalles  entre  eux  de  manière  à  avoir 
la  mesure  de  leur  différence^  et  on  aurait  en  même  temps  la  vraie 
valeur  de  l'arc  subdivisé  sur  l'alidade.  Il  ne  resterait  plus  ensuite 
qu'à  étudier  les  subdivisions  des  deux  petits  arcs  de  l'alidade, 
étude  qui  se  ferait  avec  le  microscope.  L'étude  des  divisions  du 
microscope  lui-même  serait  effectuée  en  comparant  la  longueur 
d'une  même  division  de  l'alidade  avec  toutes  les  parties  de  Té- 
chelle  de  ce  microscope.  Cette  disposition  simplifierait  à  la  fois  le 
travail  pour  les  artistes  et  pour  les  astronomes.  Elle  serait  pré- 
cieuse en  ce  que  ces  derniers  n'hésiteraient  plus  à  étudier  leurs 
cercles,  ce  qui  vaut  beaucoup  mieux  que  de  compter  sur  la  pré- 
cision mise  par  les  artistes.  Ce  mode  de  graduer  les  cercles  n'a 
pas  encore  été  indiqué.  Ce  serait  certainement  le  meilleur. 
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84.  —  Après  les  considérations  dans  lesquelles  nous  sommes 
précédemment  entré  au  sujet  de  la  détermination  des  erreurs 
instrumentales  et  des  moyens  de  corriger  les  observations  de  VeBel 
de  ces  erreurs,  il  faut  que  nous  examinions  d'une  manière  parti- 
culière les  divers  procédés  de  pointé  à  employer  pour  les  obsem- 
tions  et  les  erreurs  particulières  connues  sous  le  nom  d'équations 
personnelles.  Ces  dernières  erreurs  résultent  de  la  mobilité  appa- 
rente des  astres  sur  lesquels  on  pointe,  mobilité  qui  iait  que  le 
temps  entre  comme  élément  dans  les  observations.  La  lunette 
méridienne  est  l'instrument  qui  se  prête  le  mieux  à  une  étude 
des  équations  personnelles,  parce  qu'avec  elle  l'observation  repose 
entièrement  et  uniquement  sur  les  temps  des  passages  des  astres 
derrière  le^  fils  du  réticule.  Nous  ne  parlerons  donc  des  équa- 
tions personnelles  qu'après  avoir  donné  la  théorie  complète  de 
cette  lunette,  à  laquelle  nous  joindrons  la  théorie  du  cercle  mural, 
qui  souvent  compose  avec  elle  un  seul  instrument,  connu  alors  sous 
le  nom  de  cercle  méridien.  Nous  ne  pouvons  toutefois  traiter  corn* 
plétement  la  théorie  des  instruments  méridiens  qu'après  avoir 
parlé  de  l'aberration  diurne,  dont  nous  allons  maintenant  dous 
occuper,  et  nous  examinerons  l'effet  de  cette  dernière  sur  les  temps 
des  passages  observés  à  la  lunette  méridienne  et  sur  les  azimuts 
et  les  hauteurs  observés  avec  les  instruments  alt-azimutaux.  Nous 
traiterons  immédiatement  après  de  la  théorie  des  instruments  mé- 
ridiens. 


De  l'aberration  diurne, 

8S. — Outre  les  erreurs  dues  aux  défauts  des  instruments,  il  y 
a  encore  une  autre  cause  d'erreur  à  considérer.  Cette  erreur  pro- 
vient du  mouvement  diurne  de  la  terre  combiné  avec  le  mouve- 
ment de  la  lumière,  et  porte  le  nom  d'aberration  diurne. 

Par  suite  de  la  révolution  de  la  terre  sur  elle-même,  le  mouve- 
ment d'un  point  de  la  surface  de  la  terre  est  dirigé  de  l'ouest  à 
l'est,  et  si  v  désigne  la  vitesse  d'un  point  de  l'équateur,  v  ces  /  est 
la  vitcàse  sous  le  parallèle  dont  la  latitude  est  /,  en  regardant  la 


k 
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terre  comme  exactement  sphérique,  ce  qui  n'a  pas  d'inconvé- 
nient, Yu  la  petitesse  des  corrections  provenant  de  l'aberration 
diurne. 

Pour  un  astre  situé  dans  le  méridien  d'un  certain  point  du 
globe,  la  direction  des  rayons  lumineux  est  perpendiculaire  au 
mouvement  de  ce  point,  et  par  conséquent  les  deux  mouvements 
du  globe  et  de  la  lumière  se  combinent  de  telle  sorte  que  l'astre 
paraît  un  peu  à  l'est  du  méridien,  sans  que  sa  hauteur  soit  aucu- 
nement altérée.  En  effet,  pendant  que  la  lumière  parcourt  l'inter- 
Yalle  compris  entre  ie  centre  optique  de  l'objectif  et  le  réticule,  la 
lunette  avance.  La  lumière  qui  aurait  traversé  celle-ci  suivant 
sa  ligne  de  coUimation  si  cette  ligne  avait  été  immobile,  tombera 
donc  par  suite  du  mouvement  à  louest  delà  croisée  des  ûls,  c'est- 
à-dire  qu'elle  paraîtra  venir  d'un  point  situé  un  peu  à  l'est  du  mé- 
ridien. L'angle  entre  la  direction  apparente  de  l'astre  observé 
et  le  plan  du  méridien  est  d'ailleurs  le  même,  quelle  que  soit  la 
hauteur  de  l'astre.  L'effet  de  l'aberration  diurne  est  donc  exacte- 
ment semblable  à  celui  que  produirait  une  petite  coUimation  de 
l'instrument,  coUimation  précisément  égale  à  la  déviation  due  à 
cette  aberration ,  et  dirigée  vers  l'ouest,  puisque  le  passage  au 
méridien  est  vu  plus  tard  qu'il  n'a  lieu  réellement. 

86.  —  L'aberration  diurne  est  très-faible,  elle  égale  0",31  à 

l'équateur,  et,  par  conséquent,  0",31  cos  /  à  la  latitude  /.  Comme 

elle  produit  pour  une  lunette  méridienne  le  même  effet  qu'une 

coUimation  de  la  même  grandeur  vers  l'ouest,  il  s'ensuit  que  le 

passage  est  observé  trop  tard  du  nombre  de  secondes  de  temps 

AI         1     #        1    _j_  0",31  cos  / 

donné  par  la  formule  it  -—^ =j— >  puisque  nous  avons  vu 

(n*  46)  qu'une  coUimation  c  {c  exprimant  un  nombre  de  se- 
condes d'arc)  modifie  l'instant   des  passages  de    la  quantité 

±.-= — |r,  le  signe  +  se  rapportant  au  passage  supérieur,  et  le 

signe  —  au  passage  inférieur.   En  regardant  la  coUimation  c 

comme  positive  h  l'est,  la  quantité  ±  -z rr  doit  être  ajoutée 

à  l'instant  du  passage  observé  pour  avoir  le  vrai  passage  au 
méridien,  tandis   que  l'aberration  correspondant  à   une  col- 

limation  ouest,  la  quantité  ±  -^^ j—-  doit  être  retranchée. 

^  15  cos  D 
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La  réunion  de  la  collimation  et  de  l'aberration  diurne  fait  donc 
qu'il  faut,  pour  avoir  les  instants  des  vrais  passages  au  méridien, 

ajouter  aux  passages  observés  la  quantité  ±  ~  * — |r — ,  expres- 
sion dans  laquelle  c  entre  avec  son  signe,  qui  est  positif  à  l'est, 
négatif  à  l'ouest,  et  où  le  signe  supérieur  se  rapporte  aux  pas- 
sages supérieurs,  et  le  signe  inférieur  aux  passages  inférieurs. 

87.  —  Lorsque  l'astre  est  dans  un  plan  vertical  autre  que  le 
méridien,  on  peut  décomposer  le  mouvement  de  la  terre  en  deux 
autres,  le  premier  perpendiculaire  à  ce  plan  vertical,  le  second 
situé  dans  ce  plan.  La  composante  perpendiculaire  au  plan 
vertical  ne  peut  influer  sur  la  hauteur  de  l'astre,  dont  elle  est 
d'ailleurs  indépendante,  mais  elle  détermine  la  déviation  appa- 
rente de  l'astre  hors  du  plan  vertical  qui  le  renferme.  L'autre  com- 
posante, au  contraire,  influe  sur  la  hauteur  et  ne  modifie  pas  la 
déviation  apparente  de  l'astre  hors  du  plan  qui  le  contient.  Cette 
dernière  conclusion  n'est  toutefois  pas  tout  à  fait  rigoureuse,  parce 
que  la  seconde  composante  modifie  la  vitesse  relative  du  rayon 
lumineux  par  rapport  au  point  d'observation  ;  mais  cette  modifi- 
cation est  tellement  petite,  en  comparaison  de  la  vitesse  de  la  lu- 
mière, qu'on  peut  la  négliger  et  regarder  les  deux  composantes 
du  mouvement  diurne  comme  agissant  indépendaomient  Tune  de 
l'autre. 

Ainsi  donc,  quel  que  soit  le  plan  dans  lequel  on  observe,  l'a- 
berration diurne  influe  sur  les  mesures  azimutales  comme  le 
ferait  une  petite  collimation  de  l'instrument,  mais  la  valeur  de 
la  collimation^  qui  produirait  le  même  efiet  que  l'aberration 
diurne,  varie  avec  l'azimut  dans  lequel  on  observe.  Soit  a  cet 
azimut,  compté  du  nord  en  passant  par  l'ouest,  le  mouve- 
ment V  cos  /  de  la  surface  terrestre  se  décompose  en  deux  autres, 
le  premier  v  cos  /  cos  a  perpendiculaire  au  plan  vertical  d'azi- 
mut a,  le  second  >  cos  /sin  a  situé  dans  ce  plan  et  horizontal. 

C'est  à  la  première  composante  qu'est  due  la  déviation  de 
l'image  hors  du  plan  vertical,  et  si  V  désigne  la  vitesse  de  la  lu- 
mière et  k  cette  déviation,  on  a  v  cos  icosa  =z\  tang  k. 

Mais  k  étant  très-petit,  on  peut  substituer  l'arc  à  la  tangente,  et 
il  vient  pour  la  déviation 

*=Y^j;jpcos/co$a. 
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y 

rr-: — 777  cst  la  coDstante  de  Taberration  diurne,  elle  est  égale  à 
V  sm  1  ^ 

0^,31.  On  a  donc 

A;  =  0",3icos/cosa; 

les  valeurs  positives  de   k  indiquent  une  déviation  diminuant 
Tazimut  et  les  valeurs  négatives  une  déviation  inverse. 

La  correction  correspondante  sur  l'azimut  sera  donc  par  la 
même  formule  que  celle  qui  provient  de  la  coUimation  (n*'  4S), 

$  a  =  0'\3i  cos  /  cos  a  sec  A. 

Les  corrections  de  l'aberration  diurne  sur  l'azimut  se  calculant 
comme  celles  de  la  collimation,  on  corrige  ces  deux  erreurs  à  la 
fois. 

88.  —  Cherchons  maintenant  l'expression  de  l'erreur  que  l'a- 
berration diurne  peut  introduire  sur  la  hauteur  d'un  astre. 

Si  on  décompose  la  composante  horizontale  v  cos  /  sin  a  du 
mouvement  de  la  terre  dans  le  plan  vertical  dont  l'azimut  est  a 
en  deux  autres  composantes,  l'une  dirigée  suivant  le  rayon  visuel 
venant  de  l'astre  de  hauteur  h^  l'autre  perpendiculairement  à  ce 
rayon  visuel,  la  seconde  composante  modifiera  seule  la  hauteur  de 
l'astre  (en  négligeant,  vu  sa  petitesse,  comme  nous  l'avons  dit 
dans  le  n""  87,  l'influence  de  la  première  composante  sur  le  mou- 
vement relatif  du  rayon  lumineux  et  du  point  d'observation).  Or 
cette  seconde  composante  a  pour  expression  v  cos  /  sin  a  sin  h. 

On  aura  donc 

Ytang$  A  =  v  cos  /  sin  a  sin  h, 
ou  en  remplaçant  la  tangente  par  l'arc 

0  A  =  0'',3i  cos  /  sin  a  sin  A. 

Et  les  hauteurs  observées  devront  être  diminuées  de  cette  valeur 
de  8A  prise  avec  son  signe  pour  avoir  les  hauteurs  vraies,  ou,  en 
d'autres  termes,  la  valeur  de  ^h  donnée  par  cette  expression  est  la 
quantité  à  ajouter  aux  distances  zénithales  observées,  pour  avoir 
Ifô  distances  zénithales  vraies. 

89.  —  Outre  l'aberration  diurne,  il  y  a  aussi  l'aberration  an- 
nuelle, qui  provient  du  mouvement  de  translation  de  la  terre 
autour  du  soleil. 
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Cette  dernière  erreur,  étant  la  même  pour  tous  les  points  du 
globe  à  la  fois,  n*a  plus  besoin  d'être  corrigée  en  chaque  lieu  sépa- 
rément comme  Taberration  diurne.  Elle  se  reporte  conséquem- 
ment  sur  les  tables  astronomiques,  qui  alors  donnent  les  positions 
apparentes  des  astres  au  lieu  des  positions  vraies.  Cette  erreur  ne 
vient  donc  pas,  comme  l'aberration  diurne,  se  mêler  aux  erreurs 
instrumentales,  et  nous  n'avons  pas  à  nous  en  occuper  main- 
tenant. 

Théorie  des  instruments  méridiens. 

90.  —  Nous  avons  déjà  vu  (n*  24)  que  si  l'axe  horizontal  de 
la  lunette  méridienne  est  incliné  de  i  secondes  d'arc,  il  faut,  pour 
avoir  l'heure  du  vrai  passage  au  méridien,  joindre  à  l'heure 
donnée  par  l'horloge  pour  les  passages  observés  la  quantité  de 

secondes  de  temps  fournie  par  l'expression  yn  — ^  "t.    ,  i  étant 

positif  si  le  tourillon  ouest  est  le  plus  élevé,  négatif  dans  le  cas 
contraire,  et  le  signe  supérieur  se  rapportant  aux  passages  supé- 
rieurs, l'inférieur  aux  passages  inférieurs. 

Nous  avons  vu  aussi  (  n""  46  )  que  si  on  appelle  c  la  colli- 
mation  de  la  lunette  exprimée  en  secondes  d'arc,  et  regardée 
comme  positive  si  la  lunette  incline  à  l'est,  négative  dans  le  cas 
contraire,  il  faut  joindre  à  l'heure  observée  la  quantité  de  se- 

condes  de  temps  donnée  par  l'expression  ±  jz r,  le  signe 

supérieur  se  rapportant  au  passage  supérieur,   l'inférieur  au 

passage  inférieur,  et,  dans  le  n""  86^  nous  avons  montré  que 

,               _.    c — 0"31cos/  .    .       , 

cette  correction  se  change  en  ±  — jz fj —  pour  avoir  égard 

à  l'aberration  diurne. 

Mais  les  passages  au  méridien  peuvent  être  altérés  par  une 
troisième  cause  d'erreur  provenant  de  ce  que  l'axe  de  rotation  de 
la  lunette  n'est  pas  exactement  dans  un  plan  perpendiculaire  au 
méridien,  de  sorte  que  celte  dernière,  même  en  supposant  nulles 
la  collimation  et  l'inclinaison,  ne  se  mouvrait  pas  dans  le  plan 
méridien,  mais  dans  un  autre  plan  vertical  un  peu  dévié  du  mé- 
ridien. 
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Supposons-nous  dans  Thémisphère  nord,  et  nommons  a  cette 
déviation  azimutale,  que  nous  regarderons  comme  positive  si  la 
lunette  pointée  au  sud  se  porte  à  Test  du  méridien,  comme  néga- 
tive si  elle  se  porte  à  Touest  :  a  est  alors  Tangle  formé  par  la  lunette 
et  le  plan  méridien  quand  la  lunette  est  horizontale,  et  c^est  en 
même  temps  Tangle  du  méridien  et  du  plan  vertical  dans  lequel 
se  meut  la  lunette,  angle  qu'on  appelle  Terreur  d'azimut  de  l'ins- 
trument. 

Quand  la  lunette  est  dirigée  vers  un  astre,  à  la  hauteur  A,  si  nous 
menons  par  son  axe  optique  un  plan  perpendiculaire  au  méridien, 
ce  plan  interceptera  sur  la  sphère  céleste  un  arc  de  grand  cercle 
LM(/îy.  25)  qui  fera  avec  le 
méridien  M'Z  M  et  le  vertical 
LZU  dans  lequel  se  meut  la 
lunette  un  triangle  sphérique 
ZML,  rectangle  en  M,  et  dans 
lequel  on  connaît  le  côté  ZL 
=  90 — A,  côté  qui  est  la  dis- 
tance zénithale  de  l'axe  opti- 
que de  la  lunette  et  du  zénith 
Z  et  l'angle  LZM =a  du  ver- 
tical ZL  dans  lequel  se  meut  ^^'  ^*- 
la  lunette  et  du  méridien  ZM.  Dans  ce  triangle,  le  côté  LM  égale 
Tangle  de  l'axe  optique  de  la  lunette  et  du  méridien,  et  on  a 

sin  LM  =  sin  ZL  sin  LZM=cos  Asin  a. 

Vu  la  petitesse  de  l'arc  a,  on  peut,  sans  erreur  sensible,  consi- 
dérer h  ou  la  hauteur  de  l'astre  tout  près  du  méridien  comme  la 
hauteur  méridienne  elle-même,  sans  qu'il  en  résulte  d'erreur  sen- 
sible sur  LM.  On  peut  en  outre  remplacer  sin  LM  et  sin  a  par 
leurs  arcs,  et  on  a 

LM  =  a  cosA. 

A  cause  de  sa  petitesse,  l'arc  LM,  distance  de  l'astre  au  méridien, 
se  confond  sensiblement  avec  l'arc  de  parallèle  que  cet  astre  doit, 
à  partir  del'instantoîi  il  passe  parl'axe  optique  de  la  lunette,  décrire 
pour  atteindre  le  méridien.  Ainsi  le  temps  qu'une  étoile  emploie- 
rait à  l'équateur  pour  atteindre  le  méridien,  temps  exprimé  en  se- 
condes serait -- cos  A,  a  étant  exprimé  en  secondes  d'arc.  Pour 
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une  étoile  de  déclinaison  D,  ce  temps  serait  j» jr,  puisque  les 

temps  employés  par  une  étoile  pour  parcourir  un  même  espace 
sont  y  comme  nous  l'avons  vu  n®  33,  en  raison  inverse  de  la  décli- 
naison. Si  Tastre  passe  au  sud  du  zénith,  cette  quantité  de  se- 
condes sera  à  joindre  à  Tinstant  du  passage  observé  pour  avoir  le 
vrai  instant  du  passage  au  méridien. 
Si  Tastre  est  au  nord  du  zénith,  on  a  toujours  dans  le  triangle 

Z'L'M' 

sîn  V  M*  =  sin  Z  L' sin  JA'ZL'  =  cos  h'  sin  a, 

h'  étant  compté  depuis  l'horizon  nord,  ou 

L'M'=acosA'. 

Mais  de  ce  côté  du  zénith  le  passage  a  lieu  plus  tard  à  la  lunette 
qu'au  méridien  si  c'est  un  passage  supérieur  ;  au  lieu  donc  d'ajouter 

aux  passages  observés  la  correction  rs tt,  il  faudra  la  retrancher; 

'^    ^  15  cos  D  ' 

mais  si  on  veut  continuer  de  compter  la  hauteur  de  l'horizon  sud, 
en  appelant  toujours  h  cette  dernière,  on  a  A' =  180 — A,  d'où 
cosA'=  — cos  A.  La  quantité  à  retrancher  des  instants  des  pas- 
sages observés  deviendrait  alors  —  -r^ =; ,  c'est-à-dire  qu'il  fau- 

^  15  cos  D'  ^ 

tf  cos  H 
drait  toujours  ajouter  à  ces  instants  la  quantité  j^ j:;  .  Ainsi, 

pour  tous  les  passages  supérieurs ,  il  faut  ajouter  aux  instants 

des  passages  observés  la  quantité  j= =r  pour  avoir  les  passages 

vrais,  h  étant  la  hauteur  de  l'astre  au-dessus  de  l'horizon  sud.  Si 
au  contraire  le  passage  de  l'astre  est  inférieur,  le  passage  à  la 
lunette,  au  lieu  de  se  faire  plus  tard  qu'au  méridien  se  fera  plus 
tôt,  et  conséquemment  il  faudra  ajouter  au  passage  observé  la 

quantité  r» — :ji  au  lieu  de  la  retrancher,  ou  en  remplaçant 

cos  h*  par  —  cos  h  pour  compter  toujours  de  l'horizon  sud,  il 

faudra  ajouter  aux  passages  observés  la  quantité  —  jp rr. 

La  quantité  de  secondes  à  ajouter  au  passage  observé  sera  donc 

g  cos  A 
15  cos  0* 
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le  signe  supérieur  se  rapportant  aux  passages  supérieurs,  l'infé- 
rieur aux  passages  inférieurs.  Mais  en  appelant  toujours  /  la  lati- 
tude  de  la  station  et  D  la  déclinaison  de  l'astre,  on  a  pour  les  pas- 
sages supérieurs 

*=liauteur  de  Téquateur  +D  =90—  /  +  D  =  90—  (/— D), 

d'où 

cosA  =  sin(/  — D). 

Pour  les  passages  inférieurs  on  a 

A  =  hauteur  de  Téquateur  +  iSO— D  =  90  —  /  + 180—  D, 
d'où 

C08A  =  — COSJ90  — (/+D)1=— sin(/-l-D). 

Pour  le  passage  supérieur,  la  quantité  à  ajouter  aux  passages  obser- 
vés devient  donc 

acosh  _      flsin(/ — D) 
"*"Î5côsD  ■"  "*"     iScosD    ' 

et  pour  le  passage  inférieur 

acosA flsin(f-hD) 

"iScosB"""*      i5cosD    * 

donc  la  quantité  de  secondes  de  temps  à  ajouter  aux  passages  ob- 
servés pour  avoir  les  vrais  passages  au  méridien  est 

sinÇ/yP) 
iScosD  ' 

le  signe  supérieur  se  rapportant  au  passage  supérieur,  l'inférieur 
au  passage  inférieur;  et  a  étant  positif  quand  la  lunette  pointée  vers 
le  sud  dévie  vers  l'est.  Cette  formule  convient  également  à  l'hémis- 
phère sud  ;  seulement  les  latitudes  comme  les  déclinaisons  doivent 
Mre  regardées  comme  positives  dans  l'hémisphère  nord  et  néga- 
tives dans  l'hémisphère  sud,  car  il  faut  remarquer  que  si  on  faisait 
le  contraire,  il  faudrait  aussi  regarder  a  comme  négatif  quand  la 
lunette  pointée  au  sud  dévie  à  l'est.  C'est  ce  dont  on  se  rend  faci- 
lement compte  en  répétant  pour  l'hémisphère  sud  le  raisonnement 
que  nous  venons  de  faire  pour  l'hémisphère  nord. 

9i.  —  Si  nous  appelons  0  le  temps  sidéral  marqué  par  l'horloge 
auquel  un  passage  a  été  observé  et  r  le  retard  de  l'horloge,  le 
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temps  réel  de  l'observation  du  passage  par  la  ligne  de  coUimatioii 
deJrirmette  est  6  -h  t  ;  mais  pour  ramener  ce  temps  à  ce  qu'il  au- 
rait été  si  l'instrument  s'était  trouvé  dans  le  méridien,  il  faut  y 
ajouter  les  trois  corrections  que  nous  avons  reconnues  relative- 
ment à  l'inclinaison  de  l'axe  de  la  lunette,  à  la  coUimation  et  à 
l'erreur  d'azimut.  Le  temps  sidéral  réel  du  passage  au  méridien 
qui  est  égal  à  l'ascension  droite  AR  de  l'astre  est  donc 

^'  ^i5      cosD       ^15     cosD  iScosD 

Les  signes  supérieurs  se  rapportent  aux  passages  supérieurs, 
les  inférieurs  aux  passages  inférieurs,  et  il  ne  faut  pas  perdre  de 
vue  que  i  est  positif  si  le  tourillon  ouest  est  le  plus  élevé,  a  est 
positif  si  la  lunette  pointée  au  sud  dévie  à  l'est  du  méridien,  et  c 
est  positif  si  par  sa  collimation  la  lunette  dévie  à  l'est;  t  est  l'incli- 
naison, a  la  déviation  azimutale  du  plan  dans  lequel  se  met  la  lu- 
nette, et  c  la  collimation,  et  dans  la  formule  ces  trois  quantités  sont 
exprimées  en  secondes  d'arc,  de  façon  que  chacun  des  termes  dans 
lesquels  elles  entrent  donne  des  secondes  de  temps. 

Dans  la  formule  précédente,  nous  n'avons  pas  eu  égard  au 
mouvement  diurne  de  l'astre  en  ascension  droite.  Elle  ne  s'ap- 
plique donc  qu'aux  étoiles,  astres  pour  lesquels  le  mouvement 
d'ascension  droite  est  nul,  mais  elle  s'appliquera  à  tous  les  astres 
si  on  multiplie  le  numérateur  des  trois  corrections  par  iH-a, 
a  étant  l'accroissement  diurne  de  l'ascension  droite  de  l'astre, 
réduit  en  fraction  de  la  circonférence. 

Quand  l'instrument  est  assez  bien  réglé,  t,  aeic  sont  très-petits 
et  par  conséquent  il  suffit  de  connaître  approximativement  /  et  D 
pour  calculer  AR  avec  une  précision  suffisante. 

92.  —  La  formule  (1  )  donne  l'ascension  droite  d'un  astre  observé 
quand  t,  t,  aeic  sont  connus,  savoir  :  i  et  c  par  les  vérifications 
des  axes  et  t  et  a  par  des  observations  antérieures  d'astres  dont 
l'ascension  droite  est  connue.  Quand  on  a  à  déteiminer  l'erreur  t 
de  la  pendule  et  Tazimut  a  de  l'instrument,  deux  cas  peuvent  se 
présenter. 

i"*  Si  l'instrument  est  muni  d'un  collimateur  dans  l'axe,  coUima- 
teurà  l'aide  duquel  les  variations  de  l'azimut,  ainsi  que  celles  de 
l'inclinaison,  ont  été  déterminées pourchaqueobservation, et sirin- 
clinaison  a  été  bien  mesurée  pour  une  des  observations,  desortequ'à 
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Taidedeses  variatioDS,  on  la  conaatt  pour  toutes,  ainsi  que  la  colli- 
mation,  les  termes  *  1^  ^     n     ®*  ^  ^"^ n —  pourront  être 

idCOS  U  1.0 COS  ï) 

calculés  pour  toutes  les  observations  séparément ,  et  en  posant 

,_         icosf/=FD)       c— 0^^31  cos  / 
■*■      iocosD    ^      15cosD 

b'  sera  connu  pour  toutes  les  observations.  Nous  appellerons  ô'i 
sa  valeur  pour  la  i'%  ^\  sa  valeur  pour  la  2%  et  ainsi  de  suite. 
Nous  appellerons  ARi  et  D|  l'ascension  droite  et  la  déclinaison  du 
1"  astre  observé,  AR,  et  Dj  celle  du  2%  etc. 

Si  alors  nous  appelons  a  Terreur  inconnue  d  azimut  pour  la  i'^ 
observation,  celle  de  la  2*  observation  sera  «-+-«,  celle  de  la  3'  a 
+  «',etc.,  a,  «',etc.,étantconnus  puisqu'on  a  mesuré  avec  le  colli- 
mateur les  différences  d'azimut  aux  diverses  observations. 

Si  maintenant  nous  appelons  t  la  correction  de  l'horloge  répon- 
dant à  la  1"  observation  étoile  retard  diurne  de  l'horloge,  et  si 
nous  nommons  ^le  temps  écoulé  entre  la  1'^  et  la  2'  observation, 
é'  le  temps  écoulé  entre  la  1"  et  la  3%  et  ainsi  de  suite,  la  correc- 
tion de  l'horloge  pour  la  2'  observation  sera  f  +  6{x,  pour  la  3* 
^+Ê'{*,  etc.,  et  nous  aurons  les  équations 

•a        t^-    -I     r  ■        iScosD,  locosD, 

^       *^^  ^^    ^  iScosDs   ^         IScosD,  ' 


(A) 


Ces  équations  ne  renfermeront  d'inconnu  que  a,  t  et  (a.  Trois 
d'entre  elles  suffiront  donc  à  déterminer  ces  trois  inconnues, 
pourvu  que  l'un  des  coefficients  S'  soit  grand,  et  que  les  déclinai- 
sons de  la  l"  et  de  la  3'  étoile  étant  petites,  celle  de  la  2*  soit  très- 
grande.  Si  on  a  plus  de  trois  observations,  on  emploie  la  méthode 
des  équations  de  condition  pour  les  résoudre. 

Si  on  a  deux  observations  très-rapprochées,  de  telle  sorte  que 
6  soit  très-petit,  il  suffit  de  connaître  i*  approximativement  pour 
calculer  t>|i  qui,  si  l'horloge  est  bien  réglée,  pourra  être  regardé 
comme  nul.  Dans  ce  cas,  en  faisant  6fi  =  o  dans  la  2'  équation  ;  la 
1"  et  la  2*  équation  suffiront  pour  calculer  a  et  x,  car  en  les  retran- 
chant l'un  de  l'autre  on  élimine  t,  et  si  les  déclinaisons  D,  et  D,  sont 
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très-diSérentes,  si,  par  exemple,  l'une  des  étoiles  est  à  peu  près 
éguatoriale  et  l'autre  très-voisine  du  p61e,  le  coefficient  de  a  dans  la 
différence  des  deux  équations  sera  grand  et  a  pourra  être  bien  dé- 
terminé. En  reportant  ensuite  sa  valeur  dans  la  1"  équation,  on 
aura  t. 

Pour  une  étoile  très-voisine  du  pôle,  telle  que  la  polaire,  par 
exemple,  le  coefficient  de  a  dans  l'équation  (i)  est  très-grand,  car 
son  dénominateur  cos  D  devient  très-petit,  et  sin  (/q=D)  n'est  pas 
très-petit,  puisque  les  observations  ne  se  font  pas  ordinairement 
dans  des  lieux  situés  près  du  pôle.  Pour  une  étoile  voisine  de 
l'équateur,  cos  D  est  presque  égal  à  l'unité.  Le  coefficient  de  a 
est  alors  fractionnaire.  Cette  circonstance  fait  que  la  valeur  de 
a  est  donnée  toujours  avec  assez  d'exactitude  par  une  seule  obser- 
vation d'une  étoile  polaire  et  d'une  étoile  équatoriale,  puisque  dans 
la  différence  des  deux  équations  le  coefficient  de  a  est  généralement 
de  plusieurs  unités,  et  ce  coefficient  devient  diviseur  des  erreurs  des 
observations,  dans  l'obtention  de  la  valeur  de  a.  Quant  a  est  connu, 
la  valeur  de  T  est  donnée  par  l'observation  de  l'étoile  équatoriale, 
mais  elle  est  affectée  de  l'erreur  d'observation  avec  sa  grandeur 
totale.  Pour  avoir  t,  il  y  a  donc  avantage  à  observer  plusieurs  étoiles 
équatoriales,  et  à  faire  la  somme  des  équations  qui  leur  répondent. 
Cette  équation-somme  donne  alors  la  valeur  dex  répondant  à  l'ins- 
tant moyen  des  observations.  Ces  observations  d'étoiles  équatoriales 
peuyent  être  faites  les  unes  avant  celle  de  l'étoile  voisine  du  pôle,  les 
autres  après,  de  sorte  que  l'équation-somme,  divisée  par  le  nombre 
des  observations,  c'est-à-dire  l'équation  moyenne,  fournit  à  peu 
près  la  valeur  de  x  répondant  à  l'instant  de  l'observation  voisine  du 
pôle,  ce  qui  légitime  davantage  l'bypothèse  de  6(a=o.  On  élimine 
aloi's  centre  l'équation  moyenne  en  question  donnée  par  les  étoiles 
équatoriales  et  l'équation  donnée  par  l'étoile  polaire,  en  retranchant 
ces  deux  équations  l'une  de  l'autre.  On  a  ainsi  une  bonne  détermi- 
nation de  a  et  en  en  reportant  la  valeur  dans  l'équation  moyenne 
fournie  par  les  étoiles  équatoriales,  on  obtient  une  bonne  détermi- 
nation de  T.  Si  le  lendemain  ou  deux  jours  après,  on  fait  une  nouvelle 
série  d'observations  d'étoiles  équatoriales,  on  a  une  nouvelle  va- 
leur de  T  par  la  moyenne  de  leurs  équations,  et  la  différence  de  ces 
deux  valeurs  de  t  divisée  par  le  temps  écoulé  entre  l'instant  moyen 
des  deux  séries  fait  connaître  la  valeur  de  f^.  On  obtient  a  encore 
d'une  manière  très-exacte  si  on  a  observé  une  même  circompolaire 
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à  son  passage  supérieur  et  à  sou  passage  inférieur;  en  retranchant 
alors  les  deux  équations  Tune  de  l'autre,  t  disparaît,  tandis  que  a 
n'est  pas  éliminé,  et  son  coefficient  est  grand  à  cause  de  la  petitesse 
de  ces  D.  Alors  l'ascension  droite  de  tous  les  autres  astres  qu'on 
a  pu  observer  dans  l'intervalle  est  donnée  par  l'équation  (i). 

Mais  le  plus  souvent  les  instruments  méridiens  ne  sont  pas,  et 
cela  fort  à  tort,  munis  des  moyens  d'avoir  continuellement  les 
valeurs  de  t  et  de  c  et  les  variations  de  a.  Généralement  on  déter- 
mine seulement  de  temps  en  temps  ces  corrections,  et  on  suppose 
que  les  variations  constatées  entre  deux  déterminations  sont  pro- 
portionnelles au  temps.  Les  variations  de  a  supposées  propor- 
tionnelles au  temps  sont  alors  déduites  de  la  variation  des  pointés 
effectués  à  de  longs  intervalles  sur  la  mire  ou  le  collimateur  mire. 

2^  Le  deuxième  cas  que  nous  avons  à  examiner,  a  lieu  si  on 
applique  à  une  série  entière  la  moyenne  des  déterminations  de  t  et 
de  c  faites  à  l'origine  et  à  la  fin  de  cette  série,  ou  bien  les  déter- 
minations faites  vers  le  milieu  de  la  série,  et  si  on  compte  sur  la 
stabilité  de  Tinstrument  pour  que  a  n'ait  pu  varier  dans  l'inter- 
valle. Dans  ce  dernier  cas,  on  suppose  l'instrument  rigoureuse- 
ment stable,  et  alors  la  formule  (1)  peut  être  mise  pour  le  calcul 
sous  une  forme  plus  commode.  En  efiet,  en  développant  les  sinus 
et  les  cosinus  de  l'arc  /qiD,  il  vient 


AR  =  0+  T-|-jrcos/  +  rrsin/± 


f  ^sin /— ^cos  /  jtangD 
±(c  — 0",31cos/)secD. 


Or  t,  a  et  c  étant  supposés  constants  dans  toute  la  série, 
TT  cos/+  jz  sin/  est  une  constante  pour  la  station,  puisque  la 
latitude  est  aussi  une  constante.  En  appelant  donc  m  cette  cons- 
tante,  et  remarquant  de  même  que  7=  sin  /  —  —  cos  /  est  aussi 

io  15 

une  constante  que  nous  appellerons  n,  et  enfin  que  c  -^  0",  31  cos  / 
est  une  troisième  constante  que  nous  appellerons  c\  l'équation 
devient 

(2)  AR  =  Ô  +  T4-m4:ntangDi:(î'secD, 

m,  n  et  c'  étant  des  constantes,  et  le  signe  supérieur  se  rapportant 
aux  passages  supérieurs^  l'inférieur  aux  passages  inférieursi 
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Proposons-nous  maintenant  d'obtenir  la  valeur  de  ces  cons- 
tantes au  moyen  des  équations  delà  forme  précédente  données  par 
celles  des  étoiles  de  la  série  dont  Tascension  droite  est  connue.  Mais 
remarquons  toutefois  que  t  et  m  entrant  avec  le  même  coefficient 
dans  toutes  les  équations,  on  ne  peut  éliminer  l'un  sans  rautre, 
de  sorte  que  r  +  m  est  en  réalité  une  seule  inconnue  que  nous 
appellerons  t\  Toutefois,  à  cause  du  retard  diurne  de  l'horloge 
(nous  parlons  ici  de  retard,  puisqu'une  avance  n'est  autre  qu'un 
retard  négatif),  que  nous  appellerons  (t,  t  étant  le  retard  à  la  pre- 
mière observation,  t  -*-  6|ji.  est  le  retard  à  la  deuxième,  t  +  ê'  p.  le 
retard  à  la  troisième,  etc.  S,  ^,  €",  etc.,  étant  les  temps  écoulés 
entre  la  première  observation  et  la  deuxième,  la  première  et  la 
troisième,  etc.;  les  valeurs  réelles  de  T+m  dans  les  diverses 
équations  seront  ainsi  t'  pour  la  première  étoile,  t'  +  6pi  pour  la 
deuxième,  x'  +  &  ^  pour  la  troisième,  etc.  Nous  aurons  donc  la 
série  des  équations 

AR,  =  ô,  +  t'  ±  *»  lang  D,  ±  c'  sec  D, 
(B)        I        AR,  =  e,-f-f'-f-6(A±ntangD,±c'secD, 

AR,  =  e3+T'  +  6V±nlangD3±c'secD, 


Dans  cette  série  d'équations,  nous  avons  4  inconnues  seule- 
ment, t',  (jl,  n  et  c'. 

Si  l'horloge  est  à  peu  près  exactement  au  temps  sidéral,  et 
si  la  série  est  de  courte  durée,  de  sorte  que  S,  6',  etc.,  qui 
sont  des  fractions  de  jour,  soient  petits,  on  peut  supposer  6|a., 
ê'(A,  etc.,  égaux  à  zéro.  Si  on  connaît  approximativement  (i,  on 
peut  calculer  leurs  valeurs  à  l'aide  des  petits  intervalles  6, 6',  etc., 
et  en  corriger  les  valeurs  de  O,,  Og^  etc.  En  observant  toujours, 
d'ailleurs,  deux  jours  de  suite  la  même  étoile  voisine  de  l'équa- 
teur,  on  a  la  valeur  de  [x,  car,  pour  cette  même  étoile,  les  correc- 
tions n  tang  D  et  c'  sec  D  sont  les  mêmes  dans  les  deux  équations 
obtenues,  et  on  a  pour  le  premier  jour 

AR'=  ô'  +  t'  +  n  tangD'  +  c'  secD' 
et  pour  le  deuxième  jour 

AR'  =  0',H-T'  +  (x  +  n  tang  D'+c' sec  D'. 
En  retranchant  ces  deux  équations  l'une  de  l'autre,  il  vient 

o  =  0\  —  6'+[*    d'où    |ji=ô'  — e', 
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etjx  se  trouve  ainsi  connu.  On  peut  donc,  en  général,  connaître  [x, 
et  on  calcule  alors  6(i,  ê'pt,  etc.  Les  quantités  6,  +  gji,  6,+  6'(i,... 
seront  conséquemment  connues,  et  en  les  appelant  0',,  0',,...  on 
aura  la  série  d'équations 


(C) 


AR,  =  e,+T'±ntangD,±c'secD, 
A  R,  =  0', + t'  zfc  n  tang  D,  ±  d  sec  D, 
AR3=  ô',  +  t'±:  n  tang  D3±:  c'sec  D3 


équations  qui  ne  renferment  plus  que  trois  inconnues,  T',n  et  c\ 
Si  les  déclinaisons  des  étoiles  observées  sont  très-différentes 
entre  elles,  si  les  unes  sont  presque  nulles  et  les  autres  très-grandes, 
et  si  surtout  quelques-unes  sont  négatives  et  les  autres  positives,  ou 
bien  encore  s'il  y  a  quelques  passages  inférieurs,  les  coefficients  des 
inconnues  dans  ces  équations  seront  très-différents.  Trois  équations 
suffiront  alors  pour  déterminer  les  trois  inconnues,  et,  si  on  a  un 
plus  grand  nombre  d'équations,  on  emploiera  la  méthode  des  équa- 
tions de  condition  pour  avoir  les  valeurs  de  ces  trois  inconnues. 
De  même,  si  on  n'avait  pas  déterminé  [i  et  si  l'intervalle  des 
observations  itait  grande  le  système  des  équations  (B),  pourvu  que 
leur  nombre  fût  au  moins  égal  à  quatre,  avec  quatre  déclinaisons 
bien  différentes,  donnerait  les  valeurs  des  quatre  inconnues  t',  (a, 
n  et  c'. 

93.  —  Mais,  en  général,  quand  on  se  propose  de  déterminer  les 
inconnues  t',  n  et  c'  par  les  observations,  il  n'est  pas  nécessaire  de 
multiplier  beaucoup  le  nombre  de  celles-ci  pour  avoir  avec  exac- 
titude les  valeui*s  des  inconnues,  si  on  choisit  bien  les  étoiles  qu'on 
observe  ;  et  dans  ce  cas,  en  général,  on  prend  d'abord  des  me- 
sures pour  connaître  (a  comme  nous  l'avons  dit,  de  sorte  que  le 
système  d'équations  à  employer  est  celui  des  équations  (C),  qui 
ne  renferme  plus  que  les  trois  inconnues  t',  n  et  c'. 

Cela  posé,  remarquons  que,  pour  une  étoile  équatoriale,  la  tan- 
gente de  la  déclinaison  égale  zéro,  et  pour  toutes  les  étoiles  voi- 
sines de  l'équateur,  cette  tangente  est  presque  nulle,  de  sorte  que, 
pour  les  étoiles  rigoureusement  équatoriales,  le  terme  en  n  dis- 
paraît, et  pour  les  étoiles  rapprochées  de  l'équateur,  il  est  très- 
petit.  D'un  autre  côté,  le  terme  en  n  change  de  signe  avec  la  décli- 
naison, tandis  que  le  terme  en  d  reste  le  même,  car  les  sécantes 
^nt  de  même  signe  pour  les  arcs  positifs  et  négatif.  Supposons 

11 
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donc  qu'on  ait  pu  observer  deux  étoiles  de  même  déclinaison, 
mais  des  deux  côtés  opposés  de  l'équateur,  de  sorte  que  Tune  ait 
pour  déclinaison  D',  et  l'autre  — D'.  Comme  il  s'agit  ici  de  pas- 
sages supérieurs,  on  aura  les  deux  équations 

AR,  =  e»  +  T'+»tangD'+c'8ecD' 

pour  l'étoile  de  déclinaison  D',  et 

A  R, = 0, + t' — n  tang  D '+ c' sec  D' 

pour  celle  de  déclinaison  — D'. 
Retranchant  la  deuxième  équation  de  la  première,  il  vient 

AR,— AR,  =  e,  — e,+2«tangD' 

équation  où  tout  est  connu  moins  n,  et  qui  conséquemment 
détermine  n.  Cette  détermination  serait  très-bonne  si  surtout 
la  déclinaison  D'  était  grande.  Si  elle  était  seulement  de  45"", 
auquel  cas  tang  D'  =  1 ,  le  coefficient  de  fi  deviendrait  le  facteur  2. 
Si  on  était  dans  une  basse  latitude,  on  pourrait  choisir  des  étoiles 
dont  la  déclinaison  serait  beaucoup  plus  grande  encore,  et  alors 
le  facteur  2  tang  D'  qui  multiplie  n  dans  l'équation  précédente  de- 
viendrait de  plusieurs  unités;  conséquemment,  dans  la  détermi- 
nation de  la  valeur  de  n,  les  erreurs  d'observation  seraient  divi- 
sées par  un  grand  facteur. 

En  réalité,  il  est  rare  qu'on  puisse  observer  des  étoiles  dont  la 
déclinaison  soit  égale  des  deux  côtés  de  l'équateur,  mais  il  suffit 
que  les  déclinaisons  ne  soient  pas  très-différentes  pour  que  la 
soustraction  des  deux  équations  fournies  par  l'étoile  du  nord  et 
parcelle  du  sud  donne  une  équation  toujours  indépendante  de  r'^ 
et  dans  laquelle,  si  les  déclinaisons  sont  grandes,  le  coefficient  de 
n  sera  grand  et  celui  de  c'  très-petit. 

Cette  équation  sera  de  la  forme 

(a)  AR,— AR,  =  6, _e,+n (tengD,  +-Ung D,)-l-c'(sec D.  — secD,). 

Supposons  maintenant  qu*on  ait  pu  observer  une  même  cir- 
compolaire  à  son  passage  supérieur  et  à  son  passage  inférieur,  en 
appelant  D  la  déclinaison  de  cette  circompolaire,  AH  sou  ascen- 
sion droite,  le  passage  supérieur  donnera  l'équation 

AR=6+T'-HntangD-|-c'8ecD, 


THEORIE  DES  INSTRUMENTS.  163 

et  le  passage  inférieur  donnera 

i2»»-t-AR  =  e'  +  T'— nlangD— c'secD. 

En  retranchant  la  seconde  de  la  première  il  viendra 

(6)  —  42»»  =  Ô— ô'+2ntangD4-2c'secD, 

équation  indépendante  de  t  et  dans  laquelle  le  coeiBcient  de  c' 
sera  plus  grand  que  celui  de  n.  En  combinant  les  deux  équa- 
tions {a)  et  (A),  on  obtiendra  par  leur  résolution  une  bonne  déter- 
mination de  n  et  de  c'.' 

94.  —  Si  on  n'a  pu  observer  qu'un  des  deux  passages  d'une  cir- 
compolaire,  mais  si  on  a  observé  une  étoile  équatoriale  (si  on  a 
observé  une  série  d'étoiles  équatoriales,  c'est  mieux  encore,  car 
on  fait  la  somme  des  équations  fournies  par  ces  observations ,  et 
OD  prend  l'équation  moyenne  en  divisant  l'équation  somme  par  le 
nombre,  ce  qui  répond  à  une  observation  plus  parfaite),  en  re- 
tranchant l'équation  fournie  par  l'étoile  équatoriale  de  l'équation 
fournie  par  l'étoile  voisine  du  pôle,  on  a  également  une  équation 
indépendante  de^',  et  dans  laquelle  les  coeCQcients  de  n  et  de  d 
sont  très-grands  et  voisins  de  l'égalité.  Cette  équation  combinée 
avec  l'équation  (a)  fait  connaître  n  et  c'.  Dans  les  très-basses  lati- 
tudes, où  on  ne  peut  pas  observer  les  passages  inférieurs  des  cir- 
cumpolaires, c'est  cette  dernière  méthode  qu'il  faut  employer;  dans 
ce  cas,  on  peut  sommer  les  équations  fournies  par  les  deux  étoiles 
de  très-grande  déclinaison  nord  et  sud  et  qui  ont  donné  l'équa- 
tion (a)  par  leur  différence.  Dans  cette  somme,  le  coefficient  de 
'i  s'annule  presque,  puisqu'il  est  de  signe  contraire  dans  les  deux 
équations,  tandis  que  les  deux  coefficients  de  c'  s'ajoutent.  Divi- 
sant l'équation  somme  par  2,  et  retranchant  de  cette  équation 
celle  qui  est  fournie  par  l'étoile  équatoriale  dans  laquelle  le  coeffi- 
cient de  n  est  aussi  nul,  ou  presque  nul,  on  élimine  t',  et  il  reste 
une  équation  avec  un  fort  coefficient  pour  c'  et  un  coefficient 
presque  nul  pour  fi.  Combinée  avec  l'équation  (a),  cette  équation 
donne  alors  n  ei  d.On  voit  donc  que  dans  les  très-basses  latitudes, 
trois  observations,  dont  une  sur  une  étoile  équatoriale,  une  sur  une 
étoile  de  grande  déclinaison  nord ,  une  autre  sur  une  étoile  de 
grande  déclinaison  sud,  suffisent  à  déterminer  n,  t'  et  c'. 

Quand  n  et  c'  sont  connus,  en  reportant  leurs  valeurs  dans 
l'équation  fournie  par  l'observation  d'une  étoile  voisine  de  l'équa- 
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teur,  ou  mieux  dans  Téquatîon  moyenne  fournie  par  les  observa- 
tions de  plusieurs  étoiles  voisines  de  l'équateur,  il  ne  reste  plus 
d'inconnu  dans  cette  équation  que  V,  qu'on  obtient  alors  aussi  in- 
dépendant que  possible  des  erreurs  sur  n  et  c',  puisque  dans 
cette  équation  les  coefficients  de  n  et  de  c'  sont  minimum. 

Une  fois  n,  t'  et  c'  connus,  l'équation  générale  (2)  fait  connaître 
l'ascension  droite  d'un  astre  quelconque  observé,  pourvu  que  sa 
déclinaison  soit  connue ,  et  il  suffit  que  cette  dernière  soit  seu- 
lement connue  approximativement  si  l'instrument  est  réglé  de 
façon  à  rendre  n  et  c'  très-petits. 

9S.— Dans  les  très-hautes  latitudes,  on  nepeut  plus  former  Téqua- 
tion  {a)  avec  des  étoiles  très-distantes  de  l'équateur  au  sud  et  au 
nord.  Bien  que  trois  observations  d'étoiles,  l'une  équatoriale, 
l'autre  vers  le  45"*  degré,  la  troisième  très-voisine  du  pâle,  ou 
mieux  les  passages  supérieurs  et  inférieurs  d'une  même  circompo- 
laire,  combinés  avec  l'observation  d'une  étoile  équatoriale,  ou 
plus  généralement  encore  le  passage  supérieur  d'une  circompo- 
laire,  le  passage  inférieur  d'une  deuxième  circompolaire  et  celui 
d'une  étoile  équatoriale,  puissent  donner  les  valeurs  de  n  et  de  c , 
et  ensuite  celle  deT',  toutefois  les  coefficients  de  n  et  de  c'  ne  peuvent 
pas  être  rendus  aussi  distincts  que  dans  les  basses  latitudes  où  on 
peut  faire  intervenir  des  étoiles  très-distantes  de  Téquateur  et  de  dé- 
clinaison opposée.  C'est  donc  surtout  dans  les  hautes  latitudes  qu'on 
a  avantage  à  combiner  deux  observations,  ou  mieux,  deux  séries 
d'observations  faites  l'une  avec  la  lunette  dans  la  position  di- 
recte,  l'autre  avec  la  lunette  dans  la  position  inverse,  aGn  de 
renverser  la  coUimation.  La  première  étoile,  position  directe  de 

la  lunette,  donne  en  remplaçant  c'  par  sa  valeur  j^r 

AH|  =  6,  +  T'-f-ittangD, +  î^secD| -j= secD.» 

la  deuxième,  position  inverse  de  l'instrument,  donne 

AR,=0,  4-t'-i-  filang  D,  —  j^sccD, rg sec  D,» 

car  c  a  changé  de  signe  par  le  retournement,  tout  en  gardant  la 
même  valeur.  En  remplaçant  j^  par  Ct  pour  simpliBer,  et  retran- 
chant ces  deux  équations  l'une  de  l'autre,  il  vient 
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{c)          AR,  — AR,=0»  — e,  +  n(langD,  —  tangD,) 
+ c,  (sec  D,  +  sec  D,) j^ —  (  sec  D, — sec  D,)* 

Si  les  deux  étoiles  étaient  rigoureusement  équatoriales,  tang  Di 
ettang  D,  seraient  égaux  à  zéro,  et  par  conséquent  le  coefficient 
de  n  s'évanouirait,  mais  le  coefficient  de  Ci  serait  minimum, 
puisque  sec  D|  et  sec  D,  seraient  minimum.  Si  les  étoiles  sont 
de  grande  déclinaison,  le  coefficient  de  n  pourra  encore  s'anéantir 
si  la  déclinaison  est  la  même,  tandis  que  celui  de  c^  sera  très-grand. 
Si  les  deux  déclinaisons  ne  sont  pas  rigoureusement  égales,  il  suffit 
qu'elles  soient  peu  diflérentes  pour  que  le  coefficient  de  n  soit 
très-petit,  tandis  que  celui  de  c^  serait  très-grand.  Cette  équation 
remplacerait  alors  l'équation  {a)  que,  dans  les  basses  latitudes,  on 
obtient  sans  déplacer  l'instrument  et  à  Taide  des  étoiles  du  sud  et 
du  Dord  trës-éloignées  de  Téquateur  ;  seulement,  au  lieu  que  ce  fût 
le  coefficient  de  n  qui  serait  très-grand  par  rapport  à  celui  de 
c,  ce  serait  le  contraire.  Il  en  résulte  que,  dans  les  basses  lati- 
tudes, on  peut  également  employer  l'équation  ainsi  obtenue  et 
la  combiner  avec  l'équation  (a).  On  a  alors  deux  équations 
indépendantes  de  t^,  dans  l'une  desquelles  le  coefficient  de  n  est 
très-grand  et  celui  de  c  presque  nul,  tandis  que  c'est  le  contraire 
dans  l'autre.  En  les  combinant  ensemble,  on  remplace  dans  (a) 

,       c — 0,31  cos/  0,31  cos/ 

f  par  sa  valeur tï ou  c, ^—j^ — . 

"^  15  lo 

96.  —  Dans  l'équation  obtenue  en  combinant  des  observations, 

position  directe  et  inverse,  il  y  a  toutefois  une  remarque  à  &ire  au 

sujet  de  l'élimination  de  t';  cette  élimination  n'est  complète  que  si 

les  deux  tourillons  de  la  lunette  sont  égaux,  condition  nécessaire 

pour  que  t  soit  égal  dans  les  deux  positions  inverses  et  directes.  S'il 

en  est  autrement,  en  appelant  t'i  l'inclinaison  moyenne  des  deux  po- 

sitioDs,  l'inclinaison  de  la  position  directe  serait  1 1  +  f ,  et  celle  de 

la  position  inverse  tj — 9.  Or,  t*  est  égal  à  T  +  m;  t  est  le  même 

dans  les  deux  cas,  puisque  c'est  la  correction  de  l'horloge  à  l'instant 

de  la  première  observation  (nous  supposons  toujours  l'heure  de  la 

deuxième  observation  corrigée  de  S(a),  mais  m  varie  avec  l'incli- 

nûson,  sa  valeur  est  —  cos  /  4-  7^  sin  /.  Ainsi  dans  la  position 

directe  on  a  m=r-r^cos/4-TMsin/-i-v^cos/,  en  remplaçant  t 

15  15  15 
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par  sa  valeur  «j  -f-ç.  Dans  la  position  inverse,  m  =  j^  cos. 

+  j^sîn/ — j^  cos  /.  La  première  moins  la  deuxième  des  valeurs 

de  m  égale  donc  -^  cos/,  et  2ç  est,  comme  nous  l'avons  vu,  la  diffé- 

lo 

rence  des  nivellements,  position  directe  et  inverse.  En  appelant 
donc  t'i  la  valeur  de  t'  de  la  position  directe,  t',  celle  de  la  position 

2© 
inverse,  on  a  r\ — t'j=  j^  cos /qui  est  une  quantité  connue. 

Les  deux  valeurs  de  n  ne  seront  pas  non  plus  tout  à  fait  égales, 

car  on  a  n=  j^rsin/— j^cos/;  la  valeur  de  n  dans  la  position 

directe  sera  donc  j^sin/ — -r^cos/+^sin/;  dans  la  position 

lo  lo  lo 

t 

inverse  elle  sera  jusin/ —  —  cos/  — ^sin  /.  En  posant  donc 

lo  lo  I  o 

n  =  -^  sin  / — tk  cos  /  -h  ^sin/,  valeur  de  n  de  la  première  obser- 
vation, on  a  pour  la  deuxième  n'  =n — j^sin/.  En  ayant  égard 

lo 

à  ces  valeurs,  Téquation  (c)  devient 

15 

+  j^  sin  /  tangDa+(?,  (sec  D,  +  sec  D,) ^-7;; (sec  D,  —  sec  D,; 

15  10 

2f  étant  connu,  Téquation  (cf)  ne  renferme  que  les  deux  incon- 
nues n  et  Cl  dont  la  deuxième  a  un  très-fort  coefGcient,  tandis  que 
celui  de  n  est  très-petit,  et  c'est  cette  équation  qui,  dans  le  cas 
d'irrégularité  des  tourillons ,  doit  être  substituée  à  l'équation  (c). 

Le  retournement  expose,  par  suite  des  chocs  que  l'instrument 
peut  éprouver,  à  déterminer  un  changement  dans  les  constantes. 
Il  faut  donc  une  grande  attention  pour  retourner  la  lunette.  Les 
grandes  lunettes  d'observation  surtout  ne  doivent  pas  être  re- 
tournées trop  souvent  ;  elles  acquièrent  en  place,  avec  le  teraj^s, 
une  certaine  stabilité,  et  dans  ce  cas  le  retournement  donne  lieu 
à  des  modiûcations  dans  les  constantes. 

97.  —  Quand  «,  c'  et  t'  sont  connus,  on  peut,  comme  nous ra\ons 
déjà  dit,  obtenir  par  une  seule  observation  l'ascension  droite  d'un 


(c')      AR,  —  AR,=  e,—  %+-T^  cos  l  +  n  (tangD,  —  tang  D,) 
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astre^  sans  connaître  les  valeurs  de  i  et  de  a.  Mais  si  on  veut  avoir 
l'heure  exacte,  c'est-à-dire  la  correction  exacte  de  l'heure  de  Thor- 
loge,  ce  n'est  pas  t'  (qui  est  égal  à  cette  correction  t  plus  la 
œDstante  m)  qu'il  faut  connaître,  mais  bien  t  lui-même.  Pour  cela, 
il  faut  déterminer  m.  Or,  si  à  l'aide  du  niveau  on  mesure  l'incli- 
naison I  de  l'axe  de  l'instrument,  la  valeur  de  m  est  ensuite  facile 
à  obtenir,  car  on  connaît  n,  et  si  on  remonte  aux  expressions  de 

m  et  de  n  qui  sont 

i  a 

m  =  —  cos  /  H-j^  sm  /, 

n  = -rr  sin  / — j^cos /; 

en  mettant  pour  i  sa  valeur  dans  la  seconde  de  ces  équations, 
on  en  tirera  la  valeur  de  a,  et  en  mettant  ensuite  pour  i  et  a  leurs 
valeurs  dans  l'expression  de  m,  on  aura  la  valeur  de  m.  En  re- 
tranchant alors  de  V  cette  valeur  de  m,  on  aura  t  ou  la  correction 
de  l'horloge. 

98.  —  Nous  venons  de  voir  comment  de  la  valeur  de  n  on  tire  celle 
de  a,  c'est-à-dire  la  déviation  de  l'instrument  hors  du  méridien, 
pourvu  qu'on  connaisse  «,  que  le  niveau  permet  de  déterminer.  Si 
cette  valeur  de  a  est  grande,  auquel  cas  l'instrument  ne  serait  pas 
orienté  avec  une  exactitude  suffisante,  on  peut  rectifier  la  position 
de  la  lunette  en  déplaçant  un  des  bouts  de  l'axe  à  l'aide  du  rappel 
horizontal,  puis  on  détermine  de  nouveau  n  et  on  en  tire  la  nou- 
velle valeur  de  a.  Par  une  série  de  tâtonnements,  on  arrive  ainsi 
à  placer  une  lunette  dans  le  méridien  d'une  manière  sensible- 
ment exacte,  et  c'est  alors  qu'on  règle  le  collimateur  ou  la  mire  à 
l'aide  desquels  on  pourra  toujours,  par  la  suite,  ramener  sensible- 
ment l'instrument  dans  le  méridien  s'il  vient  à  s'en  écarter.  Mais 
quelque  bien  réglée  que  soit  la  lunette  méridienne,  comme  son 
réglage  n'est  pas  rigoureusement  parfait,  on  a  toujours  soin  de 
déterminer  les  valeurs  de  i,  a  et  c  pour  corriger  les  observations 
des  erreurs  que  le  défaut  de  réglage  peut  introduire. 

Pour  placer  une  lunette  méridienne  dans  le  méridien,  il  suffit 
donc  de  l'y  placer  d'abord  à  peu  près.  C'est  ce  à  quoi  on  parvient 
très-facilement,  si  on  connaît  la  correction  approchée  d'une  horloge 
ou  d'un  chronomètre,  car  il  suffit  alors  de  calculer  l'heure  de  l'hor- 
loge à  laquelle  aura  lieu  le  passage  d'une  étoile  au  méridien ,  et 
ensuite  on  pointe  la  lunette  sur  cette  étoile  à  l'instant  de  ce  pas- 
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sage.  Plus  rétoile  sera  voisine  du  pôle,  moins  une  erreur  sur  Theure 
du  passage  supposé  aura  d'influence.  Avec  les  étoiles  presque  po- 
laires, une  lunette  méridienne  est  donc  très-facilement  mise  dans 
le  méridien  d'une  manière  approximative.  Une  série  d'observations 
fait  ensuite  connaître,  par  les  procédés  que  nous  avons  indiqués, 
l'heure  exacte  de  [l'horloge  et  la  déviation  hors  du  méridien.  La 
meilleure  manière  de  régler  alors  la  lunette  consiste  à  calculer 
l'influence  de  la  collimation  sur  l'instant  du  passage  au  méridien. 
Avec  l'heure  exacte ,  on  calcule  ensuite  l'instant  précis  du  pas- 
sage au  méridien  en  temps  de  l'horloge,  on  en  retranche  ou  on  y 
ajoute  la  quantité  c'sec  D  pour  la  déclinaison  de  l'étoile  qu'on  veut 
observer,  suivant  qu'il  s'agit  d'un  passage  supérieur  ou  inférieur, 
et  alors,  à  l'instant  en  question,  on  pointe  une  étoile  très-voisine 
du  pôle  ;  si  on  a  eu  soin  de  rendre  sensiblement  nulle  l'incli- 
naison de  l'axe  ou  de  retrancher  aussi  de  l'instant  auquel  on  doit 

•  X     1  *•*/   *  cos(/ze:D)  ,,     . 

pointer  la  quantité  j^  — ^-=^ — -  (  le  signe  —  pour  un  passage 

supérieur,  l'inférieur  pour  un  passage  inférieur),  la  lunette  se 
trouve  exactement  dans  le  mériden,  pourvu  que  i  n'ait  pas  varié. 
S'il  a  varié,  la  quantité  de  cette  variation  est  bien  petite,  et  elle 
ne  donne  lieu  qu'à  une  déviation  très-petite  en  azimut,  et  qu'il 
devient  alors  inutile  de  corriger  de  nouveau.  Connaissant  la  dis- 
tance du  fil  moyen  au  fil  milieu  du  réticule,  il  faut  remarquer  que 
c'est  l'heure  du  passage  au  fil  milieu  quand  le  fil  moyen  est  dans 
le  méridien  qui  doit  être  calculée,  si  on  veut  que  l'opération  soit 
rigoureuse. 

Les  formules  de  correction  que  nous  avons  obtenues  pour  la  lu- 
nette méridienne  supposent  que  les  corrections  sont  petites.  Les  for- 
mules cesseraient  d'être  rigoureusement  exactes  si  t,  a  et  c  étaient 
grands  ;  mais  dans  ce  dernier  cas  elles  seraient  encore  approchées  : 
cet  {'peuvent  être  rendus  très- petits  dès  la  première  fois  qu'on 
place  l'instrument.  Toutefois  si  l'heure  du  chronomètre  était  très- 
mal  connue,  la  valeur  de  a  pourrait  être  grande  la  première  fois; 
mais  après  la  première  série  d'observations,  l'heure  de  Thorloge  se- 
rait connue  très-approximativement,  et  on  pourrait,  par  le  procédé 
que  nous  venons  d'indiquer,  placer  la  lunette  très-près  du  méri- 
dien. Dès-lors  les  formules  de  correction  pourraient  être  regardées 
comme  exactes,  et  par  un  deuxième  pointé  en  suivant  la  méthode  in- 
diquée ci-dessus,  la  lunette  serait  orientée  avec  exactitude.  On  voit 
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donc  que  le  placement  d'une  lunette  méridienne  dans  le  méridien 
est  toujours  une  opération  facile.  Si  on  possède  un  théodolite  ou  un 
sextant,  ou  tout  autre  instrument,  Theure  de  Thorloge  peut  être 
déterminée  d'abord  par  les  procédés  spéciaux  à  ces  instruments, 
procédés  que  nous  indiquerons  plus  tard,  avec  une  assez  grande 
exactitude  pour  que  la  lunette  méridienne  puisse  être  bien  placée 
dès  le  premier  essai.  Si  on  a  un  théodolite,  on  peut  encore^  avec 
lui,  déterminer  le  méridien  par  divers  procédés  que  nous  indique- 
roDs  également,  et  ensuite  on  peut  se  servir  de  sa  lunette  placée 
dans  le  méridien  comme  d'un  collimateur  pour  la  lunette  méri- 
dienne, qu'on  établit  alors  très  près  du  méridien  dès  la  première  fois  • 

99. — On  à  fait  des  cercles  méridiens  portatifs  qui  servent  aux 
voyageurs  géographes.  Quand  même  ces  derniers  seraient  dépour- 
vus de  tout  instrument  autre  que  ce  cercle  et  leur  chronomètre,  on 
voit  d'après  ce  que  nous  venons  de  dire  qu'ils  placeraient  facilement 
leur  cercle  dans  le  méridien.  A  l'équateur  même,  on  ne  peut  pas 
généralement  observer  des  étoiles  très-voisines  des  pôles,  car  les 
étoiles  polaires  y  sont  si  près  de  l'horizon  que  souvent  elles  sont 
invisibles  à  cause  des  brouillards;  mais  on  peut  avec  facilité  obser- 
ver des  étoiles  à  8  ou  iO^  des  pôles,  et  cela  suffit  pour  régler  l'ins- 
trument quand  l'heure  est  bien  connue,  et  même  pour  le  régler 
approximativement  dès  la  première  fois  avec  l'heure  approchée, 
qu'on  connaît  toujours.  Si  on  a  d'autres  instruments,  comme  le 
théodolite,  par  exemple,  c'est  le  cas  de  s'en  servir  pour  déterminer 
l'heureou  le  méridien  lui-même,  afin,  dès  la  première  fois,  déplacer 
l'instrument  d'une  manière  très-approchée.  Mais,  au  reste,  quand 
on  possède  un  bon  théodolite ,  on  peut,  comme  nous  le  verrons 
plus  tard,  faire  avec  lui,  mieux  qu'avec  l'instrument  méridien 
lui-même,  toutes  les  opérations  dont  on  a  besoin. 

Toutefois  la  théorie  de  la  lunette  méridienne,  théorie  que  nous 
venons  d'exposer,  est  utile  à  connaître,  même  pour  l'emploi  des 
théodolites.  Dans  ceux  de  ces  instruments  qui  sont  excentriques,  si 
on  n'a  ni  collimateur,  ni  oculaire  disposé  pour  viser  aux  fils  réfléchis 
sur  le  bain  de  mercure,  il  suffit  de  fixer  l'instrument  dans  le  plan 
méridien,  et  on  a,  par  la  théorie  précédente,  une  méthode  com- 
mode pour  déterminer  la  coUimation.  Nous  en  indiquerons  plus 
tard  une  meilleure  par  l'observation  des  azimuts  extrêmes  des  cir- 
cumpolaires ;  mais  cette  dernière  méthode  n'est  guère  applicable 
dans  les  très-basses  latitudes,  où  précisément  la  méthode  de  la 
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lunette  méridienne  fait  le  mieux  connaître  la  collimation,  puisqu'on 
peut  observer  des  étoiles  de  très-grande  déclinaison  nord  et  sud. 
Bien  que  les  observations  destinées  alors  à  donner  c  soient  des  ob- 
servations de  temps ,  cependant  la  division  par  un  grand  coeffi- 
cient, permet  d'atteindre  un  degré  de  précision  assez  notable.  Le 
procédé  pour  placer  la  lunette  méridienne  dans  le  méridien  peut 
aussi  servir  pour  déterminer  le  méridien  avec  le  théodolite. 

Pour  placer  le  cercle  mural  dans  le  méridien,  on  opère  de  la 
même  façon  que  pour  la  lunette  méridienne.  On  pointe  avec  son 
fil  vertical  et  on  se  sert  des  passages  par  ce  ffl  vertical  pour 
calculer  la  coUimation  et  la  valeur  de  n,  comme  si  l'inétrument 
était  une  lunette  méridienne. 

100.  —  Quand  le  cercle  mural  est  bien  orienté,  une  petite  col- 
limation  de  sa  lunette  n'influe  pas  sur  les  résultats  qu'il  fournit. 
En  effet,  s'il  s'agissait  de  mesurer  des  distances  au  zénith,  la  col- 
limation  interviendrait  quand  Tastre  serait  près  du  zénith,  comme 
nous  l'avons  déjà  vu  (n°  47);  mais  il  faut  remarquer  qu'au  cercle  mu- 
ral, on  ne  se  propose  pas  de  mesurer  la  distance  actuelle  de  l'astre  au 
zénith,  mais  bien  sa  distance  au  zénith  quand  il  sera  réellement 
au  méridien. 

Or,  quand  ils  sont  tout  près  du  méridien,  les  astres  décrivent  sen* 
siblement  une  petite  ligne  droite  perpendiculaire  à  ce  plan.  Pour 
passer  de  l'une  à  l'autre  de  ces  petites  droites  perpendiculaires  au 
méridien,  la  rotation  de  la  lunette  et  par  conséquent  la  rotation  du 
cercle  est  évidemment  la  même,  soit  que  la  lunette  décrive  le  plan 
méridien  lui-même,  soit  qu'elle  décrive  un  cône  en  conservant 
toujours  le  même  angle  très-petit  avec  le  méridien,  car  tant  que 
cet  angle  est  très-petit,  la  trajectoire  apparente  d'un  astre  peut  être 
toujours  regardée  comme  une  droite  perpendiculaire  au  méridien. 
La  coUimation  du  cercle  mural,  pourvu  qu'elle  soit  très-petite, 
et  elle  l'est  toujours  par  construction,  est  donc  complètement  sans 
influence  sur  les  observations  qu'on  fait  avec  cet  instrument.  Cette 
coUimation  dans  un  pointé  nadiral  effectué  au  cercle  mural  sur 
le  bain  de  mercure  n'empêche  pas  le  fil  perpendiculaire  au  mé- 
ridien de  se  réfléchir  lui-même,  de  la  même  manière  que  si  la 
coUimation  n'existait  pas  ;  donc  soit  les  distances  polaires  des 
étoiles,  soit  leurs  distances  zénithales  méridiennes,  soit  leurs  hau- 
teurs obtenues  par  la  combinaison  d'observations  directes  avec 
des  observations  sur  les  images  réfléchies  par  un  bain  de  mercure, 


THÉORIE  DES  INSTRUMENTS.  171 

sont  données  par  le  cercle  mural  de  la  même  manière,  qu'il  y  ait 
ou  non  collimation. 

L'inclinaison  de  l'axe  du  cercle  mural  influe  un  peu  sur  les 
hauteurs  mesurées,  car  en  appelant  h  une  hauteur  mesurée  et  t 
rinclinaison,  la  hauteur  vraie  K  est  donnée  par  l'équation  tang  A'= 
tang  h  cos  i  ;  mais  si  on  a  soin  de  rendre  i  très-petit ,  comme 
cos  i  est  égal  à  1  à  une  quantité  près  de  Tordre  i%  on  peut  faire 
A'z=  A  sans  erreur  sensible.  Il  en  est  de  même  de  Terreur  d'azimut 
du  même  cercle.  En  appelant  a  cette  erreur  d'azimut,  la  distance 
zénithale  vraie  ^  est  donnée  par  l'équation  tang  z'  =  tang  z  cos  a 
dans  laquelle  z  est  la  distance  observée  ;  mais  si  a  est  très-petit, 
on  peut,  à  une  quantité  près  de  Tordre  a}  et  tout  à  fait  négligeable, 
faire  cos  a  =  1,  et  alors  z'zzzz.W  suffit  donc  de  rectifier  avec  un 
peu  de  soin  le  cercle  mural  pour  n'avoir  aucune  correction  à 
appliquer  aux  observations  faites  à  la  condition  toutefois  de 
toujours  pointer  sous  la  croisée  des  fils.  En  outre,  comme  nous 
l'avons  déjà  vp ,  l'aberration  diurne  est  sans  influence  sur  les 
hauteurs  méridiennes. 

lOi.  — Quand  une  étoile  circompolaire  très-voisine  du  pôle  est 
dans  le  champ  du  cercle  mural,  elle  y  reste  assez  longtemps  pour 
qu'on  puisse  l'observer  plusieurs  fois,  à  la  condition  de  corriger  les 
observations  faites  hors  du  méridien  de  façon  à  les  ramener  à  ce 
qu'elles  seraient  au  méridien  même.  Il  y  a  à  cela  l'avantage  de 
pouvoir  profiter  du  passage  d'une  circompolaire  pour  avoir  plu- 
sieurs observations  au  lieu  d'une.  Or,  quand  on  pointe  l'étoile  hors 
du  méridien,  le  fil  horizontal  du  cercle,  qui  est  perpendiculaire  au 
méridien,  intercepte  sur  la  sphère  céleste  un  arc  de  grand  cercle. 
En  plaçant  l'étoile  sous  ce  fil,  c'est  donc  comme  si  on  visait  dans  le 
méridien  au  pied  de  l'arc  perpendiculaire  abaissé  de  Tétoile  sur  le 
méridien  lui-même.  La  correction  à  appliquer  à  l'observation  est 
donc  égale  à  la  différence  entre  la  distance  polaire  de  Tétoile  et  la 
distance  du  pied  de  cet  arc  de  cercle  au  pôle  ;  c'est-à-dire  entre  la 
distance  polaire  réelle  de  Tétoile  et  cette  distance  polaire  projetée 
sur  le  méridien.  Or  en  appelant  P  Tangle  horaire  de  Tétoile,  p  sa 
distance  réelle  et/?'  sa  distance  polaire  projetée,  la  correction  b  à 
appliquera  la  lecture  faite  sur  le  cercle  pour  avoir  celle  qu'on  au- 
rait eue  si  Tétoile  avait  été  au  méridien  est/) — /?',  de  sorte  que 
*  =;? — p'  d'où  :  p'  =/>  —  ô,  et  on  a  d'ailleurs 

tang  p'  =  tang;?  cos  P. 
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Remplaçant^  par  sa  valeur/)—  ô,  et  cos  P  par  1  — 2  sin*^P, 
il  vient 

tangp  —  tang6      ^  ^,  .  .,« 

OU  en  chassant  le  dénominateur  et  résolvant  par  rapport  à  iang  b 

- 2tangpsin^|P 

lûng    —  ^  ^  j^jjg,  ^  _  2  tang'p  sin*  ^  P' 

Remarquant  que  1  +tang';>=sec''/?= — j- et  multipliant  par 
cos*;?  les  deux  membres,  il  vient 

2sin;>cospsin'jP_     sin^psin'^P 
*    ""  1— 2sm«psin'iP  ~"  1 — 2sin»p sin' i F 

sinSDsin^P 
■"1  — 2cos*Dsin4P 
car;>  =  90*— D; 

en  développant  en  série  M  —  2  cos'D  sin*  J-/>  j        ,  il  vient 

tang6  =  sin2Dsin4P(l+2cos'Dsm4P+4cos*Dsîn*|P+ ) 

Pour  les  étoiles  voisines  du  pôle  cos*  D  est  petit,  et  P  est  d'ail* 
leurs  nécessairement  petit,  puisque  Tastre  est  dans  le  champ  de  la 
lunette:  cos^^D  sin^  A  P  est  donc  une  très-petite  quantité.  En  né- 
gligeant donc  les  termes  en  sin*  ^  P  et  remplaçant  dans  Té- 
quation  tang  b  par  b  sin  l'\  on  a 

^      sin2Dsin4P 
^  sinl" 

Telle  est  la  correction  à  faire  à  la  lecture  du  cercle  et  qui  doit  être 
appliquée  du  côté  opposé  au  pôle.  S'il  s'agit  d'un  passage  supérieur 
et  si  le  cercle  est  gradué  de  telle  sorte  que  les  divisions  croissent  en 
allant  du  pôle  de  l'hémisphère  de  la  station  vers  le  zénith,  la  cor- 
rection sera  positive  pour  le  passage  supérieur,  négative  pour  Tin- 
férieur.  Les  corrections  à  appliquer  à  la  lecture  seraient  de  signe 
contraire  si  la  graduation  du  cercle  était  en  sens  contraire.  L'angle  P 
est  d'ailleurs  connu  si  on  note  l'heure  du  pointé  et  si  on  coonatt 
celle  du  passage  au  méridien,  car  il  n'est  autre  que  la  différence 
de  ces  deux  instants  réduite  en  arc. 
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102. — ^Mais  pour  que  ce  mode  d'observation  soit  possible,  il  faut 
que  le  fil  de  la  lunette  soit  bien  horizontal.  Si  ce  fil  est  incliné,  il  y 
aura  une  autre  correction  à  faire  à  cause  de  cette  inclinaison.  Soit  i 
l'inclinaison  du  fil,  la  distance  9  de  Tétoile  au  méridien  est  donnée 
par  l'expression  sin9  =  sin  Psin;?,  comme  on  le  voit  dans  le 
triangle sphérique  rectangle,  pôle,  étoile  et  pied  de  Tare  perpen- 
diculaire abaissé  de  Tétoile  sur  le  méridien,  et  comme/?  =90  —  D, 
sin/)=cosD,  on  a  donc  sinç=sin  P  cos  D.  Or  sur  le  méridien 
la  distance  de  la  croisée  des  fils  au  pied  de  Tare  perpendiculaire 
abaissé  de  l'étoile  sur  le  méridien,  distance  que  nous  appellerons/, 
est  donnée  dans  le  triangle  sphérique  rectangle  formé  par  cet  arc, 
le  méridien  et  Tare  de  grand  cercle  passant  par  le  fil,  triangle  dans 
lequel  on  connaît  Tangle  i  de  ce  dernier  arc  et  de  celui  qui  est 
perpendiculaire  au  méridien,  et  le  côté  9.  On  a  donc  Téquation  : 

iangj  =  sin  ^  tang  i = sin  P  cos  D  tang  t 
OU,  en  remplaçant  les  tangentes  des  petits  arcs  i  et/  par  les  arcs 

/  =  tsinPcosD. 

Si  le  cercle  est  gradué  dans  le  sens  du  pôle  de  l'hémisphère  de 
la  station  vers  le  zénith,  et  si  nous  considérons  comme  d'usage  P 
conune  positif  à  l'ouest  du  méridien,  et  i  comme  positif  si  la  lu- 
nette étant  pointée  vers  l'horizon  nord  dans  l'hémisphère  nord,  sud 
dans  l'hémisphère  sud,  le  fil  incline  en  baissant  de  l'ouest  vers 
l'est,  négatif  dans  le  cas  contraire ,  la  correction  à  ajouter  à  la 
lecture  du  cercle  sera  du  signe  de/  :  on  a  donc  pour  la  correction 
totale  b  +j  que  nous  appellerons  A,  exprimée  en  secondes  d'arc 

L      '       T.  •    I.   .  sinSDsin'^aP 

A;=i  cos  D  sm  p  ± .    -,;       ? 

"^       sin  i 

le  signe  supérieur  se  rapportant  au  passage  supérieur,  l'inférieur 
au  passage  inférieur. 

A  l'aide  de  cette  formule,  on  voit  que  si  i  et  P  sont  connus,  une 
observation  extraméridienne  faite  au  cercle  mural  sera  ramenée  à 
une  observation  rigoureusement  méridienne,  et  comme  iet  P  sont 
petits,  il  suffit  pour  cela  que  D  soit  connu  seulement  d'une  ma- 
nière approximative. 

103. — Si  t  n'est  pas  connu,  on  peut  se  servir  de  cette  formule 
elle-même  pour  le  déterminer.  Dans  ce  cas  on  observe  une  circom- 
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polaire  voisine  du  pôle  dont  la  déclinaison  soit  bien  connue,  et 
pour  mieux  déterminer  t\  on  peut  observer  cette  étoile  jusqu'aux 
limites  mêmes  du  champ,  auquel  cas  il  convient  d'avoir  égard  au 
deuxième  terme  de  l'expression  de  b.  Alors  la  formule  à  employer  e^t 

,      .       ^  .   ^  .  sin2Dsin»iP_^2sin2Dcos»Dsm4P 

*=tcosD8inP± .    .,,        ± r—rr, ^— • 

"*-        smi'  sml 

Si  on  fait  en  effet  une  série  de  lectures  répondant  à  une  série  d'ob- 
servations d'une  même  polaire  dans  toute  l'étendue  du  champ,  en 
appelant  /„/,..../„  ces  lectures,  P,  P, ....  P»  les  angles  horaires 
correspondants,  les  lectures  méridiennes  seront 

,    .          T^  •   „    .  sin2Dsin*4P._^2sin2Dcos»Dsin'iP, - 
/,+tcosDsmP,±: .    wr       ± ^—77, ^— ^ 

*  '  smi'  sml 

^  .   „   .  sin2Dsin4P,_^2sin2Dcos'Dsin*lP 

/,  + 1  cos  D  sm  P,± .    .,;  ^     ±: r-^a ' — 

•  '-^        sml"  sml 


Ou  en  appelant  /'.,  Z',...  /„  les  lectures  corrigées  des  termes 

,    ,     .  ,    sin2Dsin*iP   .    2sin2Dcos*Dsin4P      . 

de  la  forme  dt  .    .»  ^     ±  ; — 777 ^—  qui  sont 

sml  sml'  ^ 

connus  dès  que  P  est  connu,  on  aura  la  série  des  lectures  : 

r,  4- 1  cos  D  sin  P„ 
l\  +  •  cos  D  sin  P 


»> 


^'«  +  «cosDsinP„, 

lectures  qui  devraient  être  toutes  égales,  puisque  chacune  d'elles 
répond  à  la  lecture  au  méridien.  En  en  faisant  la  somme  et  pre* 
nant  la  moyenne,  on  peut  donc  égaler  chacune  d'elles  à  la  moyenne, 
laquelle  moyenne  est  sensiblement  indépendante  de  t  à  cause  des 
signes  contraires  de  sin  P  des  deux  côtés  du  champ.  Les  équations 
étant  ainsi  formées,  après  avoir  mis  dans  le  premier  membre  tous 
les  termes  en  t ,  et  passé  dans  le  second  les  termes  indépendants, 
on  change  le  signe  des  deux  membres  des  équations  où  t  se  trou- 
vait négatif,  puis  on  fait  la  somme  de  ces  équations  et  on  a  une 
équation  finaJe,  dans  laquelle  le  coefficient  de  i  est  maximun, 
comme  étant  la  somme  des  coefficients  de  cette  même  inconnue 
rendus  tous  positifs  dans  toutes  les  équations,  et  de  cette  équation 
finale  on  tire  la  valeur  de  t. 
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Dans  le  cercle  mural  qui  ne  peut  se  déplacer  azimutalement, 
cette  manière  de  déterminer  llnclinaison  du  fil  horizontal  estpré- 
cieuse,  car  on  ne  peut  pas,  comme  ^vec  le  théodolite,  faire  qu'un 
même  point  fixe  choisi  sur  la  terre  semble  parcourir  la  longueur 
du  fil  lorsque  l'instrument  tourne  autour  de  Taxe  vertical.  Le  pro- 
cédé que  nous  venons  d'indiquer  est  au  reste  applicable  au  théo- 
dolite ou  à  l'alt-azimut  lui-même,  quand  on  emploie  ces  instru- 
ments à  la  mesure  des  hauteurs  méridiennes  de  la  môme  manière 
qu'un  cercle  mural. 

104.  —  L'inclinaison  obtenue  comme  nous  venons  de  le  dire 
est  la  projection,  sur  un  plan  perpendiculaire  à  l'axe  optique, 
de  l'angle  du  fil  et  de  la  perpendiculaire  au  méridien.  Mais 
la  projection  de  cet  angle  ne  reste  constante  pour  toutes  les 
hauteurs  que  si  l'axe  du  cercle  est  parfaitement  horizontal  ;  si  ce 
dernier  axe  est  incliné,  la  projection  en  question  se  compose  de  l'an- 
gle du  fil  et  de  l'axe  de  rotation  de  la  lunette,  plus  l'inclinaison 
de  ce  dernier  axe  projetée  sur  un  plan  perpendiculaire  à  l'axe 
optique.  La  première  partie  de  cette  inclinaison,  c'est-à-dire  l'an- 
gle que  nous  appellerons  i,  du  fil  et  de  l'axe  de  rotation,  est 
constante  par  construction;  mais  la  seconde  partie,  que  nous 
appellerons  û  est  variable  comme  se  composant  de  l'inclinaison  ^de 
Taxe  de  rotation  projetée  sur  un  plan  diversement  incliné  suivant 
la  hauteur.  L'angle  du  plan  vertical  perpendiculaire  au  méridien 
(dans  lequel  on  mesure  l'inclinaison  de  l'axe  de  rotation)  et  du 
plan  perpendiculaire  à  l'axe  optique  de  la  lunette  est  égal  à  A,  A 
étant  la  hauteur  au-dessus  de  l'horizon  à  laquelle  la  lunette  est 
pointée  ;  on  a  donc 

tang  t'a = tang  h  cos  h 

ou,  Yu  la  petitesse  des  angles  t,  et  t,, 

f,=^t,cosA; 
or  comme 

il  s'ensuit  que  Ton  a 

Lors  donc  qu'on  a  déterminé  i  par  les  observations  extraméri- 
diennes d'une  circompolaire,  comme  nous  venons  de  le  voir,  on 
en  déduit  i^en  en  retranchant  i,  cos  h  qui  est  connu,  si  on  a  déter- 
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miné  Tinclinaison  de  Taxe,  et  on  a  Tinclinaison  des  fils  pour  toute 
hauteur  A,  de  Tinstrument  en  joignant  à  t ,  ainsi  obtenu  l'angle 
i,  cos  A,. 

105.—  Si  t.  était  inconnu,  et  si  on  voulait  le  déduire  des  obser- 
vations, on  le  pourrait  en  déterminant  i  pour  deux  hauteurs  assez 
différentes  de  l'instrument,  par  exemple,  pour  un  passage  supé- 
rieur d'une  circompolaire  et  pour  un  passage  inférieur  delà  même 
étoile  ou  d'une  autre  circompolaire  pas  trop  voisine  du  pôle.  Soient 
alors  i'  la  première  inclinaison  obtenue  pour  l'astre  de  hauteur  Ai , 
i"  la  deuxième  pour  l'astre  de  hauteur  A,^  on  aura  les  deux  équa- 
tions 

r = î, + 1,  cos  A, 

«"  =  i,+t,cos^, 

et  de  ces  deux  équations  on  tirerait  2,  et  1..  On  voit  donc  qu'on  a 
par  les  observations  le  moyen  de  déterminer  l'inclinaison  de  l'aie 
d'un  cercle  mural  sans  recourir  au  niveau.  Ce  procédé  peut  servir 
à  juger  des  erreurs  données  parce  dernier  et  provenant  des  irré- 
gularités du  diamètre  de  l'axe  à  ses  deux  bouts.  La  même  mé- 
thode est  également  applicable  aux  théodolites  et  aux  alt-a2imuts, 
lorsqu'on  fixe  le  cercle  vertical  de  l'instrument  dans  le  plan  du 
méridien. 

Dans  chaque  détermination  des  inclinaisons  du  fil  horizontal 
par  les  observations  circumméridiennes  d'une  étoile,  il  importe 
que  les  lectures  soient  corrigées  de  l'effet  de  la  réfraction.  Cette 
précaution  serait  inutile  si  la  pression  barométrique  et  la  tempé- 
rature restaient  constantes  pendant  toute  la  durée  d'une  série  de 
pointés  sur  une  même  étoile,  car  les  hauteurs  étant  sensiblement 
les  mêmes  pour  tous  les  pointés,  la  réfraction  serait  sensiblement 
constante  pendant  toute  la  durée  de  l'opération.  Mais  si  le  baro- 
mètre et  le  thermomètre  varient  du  commencement  à  la  fin  de  la 
série,  il  en  résulte  des  différences  dans  les  lectures,  différences 
qui,  si  on  ne  corrigeait  pas  ces  dernières,  altéreraient  la  déter- 
mination de  l'inclinaison  du  fil. 

Théorie  de  l'équatoriaL 

106.  —  Nous  avons  déjà  dit  que  l'équatorial  n'est  autre  qu'un 
grand  théodolite  dont  l'axe  principal  AA  {fig.  26),  répondant  à 
l'axe  vertical  du  théodolite,  est  incliné  de  façon  à  se  trouver  parai» 
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Itlei l'axe  du  monde.  Pour  cela  cet  axe  doit  faire  avec  l'horizon 
un  angle  égal  à  la  latitude  du  lieu,  et  doit  être  situé  dans  le  plan 
méridien. 

L'équatorial  secomportedonc exactement  comme  un  théodolite 
qui  serait  placé  au  pâle.  Son  cercle  azimutal  devient  un  cercle 
d'ascension  droite  et  son  cercle  de  hauteur  un  cercle  de  déclinai- 
m.  De  même  que  les  théodolites,  les  équ.atoriaux  sont  les  uns  h 
lunette  centrée,  les  autres,  et  c'est  la  majorité,  à  lunette  excentri- 
que ;  et  ils  peuvent  prendre  les  deux  positions  que  nous  avons  ap- 
pelées directes  et  inverses. 

Four  placer  un  équatorial,  on  détermine  d'abord  le  méridien, 


Ha.  X. 

puisoD  établit  l'instrument  en  faisant  faire  à  son  axe  relativement 
à  l'horizon  un  angle  égal  à  la  latitude  du  lieu.  Mais  quelque  soin 
qu'on  apporte  à  la  pose  de  l'instrument,  on  ne  peut  le  placer  que 
d'une  manière  approximative.  Il  lui  arrive  d'ailleurs  de  dévier  avec 
le  temps.  0  faut  donc  que  l'instrument  fasse  lui-mfime  connaître 
l«s  déviations  de  son  axe  en  hauteur  et  en  azimut. 
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107.  —  Or  il  est  facile  de  déterminer  rinclinaison  de  Taxe  par 
rapport  à  Thorizon.  Amenons,  en  effet,  Taxe  du  cercle  de  déclinai- 
son à  l'horizontalité  et  visons  à  l'image  des  fils  de  la'lunette  réflé- 
chie par  un  bain  de  mercure;  calons  la  lunette  dans  cette  position, 
puis  effectuons  la  lecture  du  cercle  de  déclinaison.  Renversons  en- 
suite l'instrument  pour  lui  faire  prendre  la  position  inverse  :  l'angle 
de  la  lunette  et  de  Faxe  principal  reste  constant  dans  ce  renverse- 
ment, et  cet  angle  est  celui  de  cet  axe  principal  avec  la  verticale.  Dé- 
tachons alors  la  lunette  et  faisons  la  tourner  autour  de  l'axe  de  dé- 
clinaison que  nous  avons  rendu  horizontal,  pour  la  ramener  à  viser 
sur  l'image  de  ses  fils  réfléchie  par  le  bain  de  mercure.  La  lunette 
aura  dans  ce  cas  à  décrire  l'angle  double  de  celui  qu'elle  faisait 
avec  l'axe  principal,  et  qui  n'était  autre  que  l'angle  de  ce  dernier 
et  de  la  verticale.  En  lisant  alors  le  cei^le  de  déclinaison,  la  diffé- 
rence de  cette  lecture  avec  la  précédente  donne  l'angle  double  de 
celui  de  l'axe  principal  et  de  la  verticale,  angle  dont  le  complément 
est  celui  de  cet  axe  et  de  l'horizon. 

Sans  viser  au  bain  de  mercure,  la  même  opération  peut  se  faire 
avec  un  niveau  porté  par  la  lunette  perpendiculairement  à  peu 
près  à  son  axe  optique.  En  effet,  rendons  la  lunette  sensiblement 
verticale,  auquel  cas  le  niveau  est  horizontal,  et  amenons  la  bulle 
du  niveau  entre  deux  divisions  dont  on  fait  la  lecture  ;  faisons  aussi 
la  lecture  du  cercle  de  déclinaison.  Donnons  ensuite  à  l'instru- 
ment la  position  inverse.  La  ligne  perpendiculaire  à  celle  qui  passe 
par  les  deux  divisions  du  niveau  qui  limitaient  la  bulle,  continuera 
dans  ce  renversement  de  faire  le  même  angle  avec  l'axe  principal, 
puisquele  porte-niveau  est  invariablement  lié  àla  lunette  :  détachons 
alors  la  lunette  et  ramenons^la  à  peu  près  à  la  verticalité,  jus- 
qu'àcequelabulledu  niveau  occupe  les  deux  mêmes  divisions  qu'au- 
paravant, ou,  en  d'autres  termes  jusqu'à  ce  que  la  lecture  du  niveau 
soit  ce  qu'elle  était  dans  la  première  opération.  La  lunette  décrira 
pour  cela  l'angle  double  de  celui  de  l'axe  et  de  la  ligne  perpendi- 
culaire à  celle  qui  passe  par  les  deux  divisions  en  question,  c'est-à- 
dire  l'angle  double  de  la  verticale  et  de  l'axe,  et  la  lecture  de  l'ins- 
trument fera  connaître  cet  angle  double.  Il  est  évident  que  si  la 
bulle  s'est  allongée  pendant  l'opération,  elle  ne  se  placera  plus 
entre  les  deux  mêmes  divisions,  mais  entre  deux  autres  divisions 
également  distantes  des  premières  et  telles  que  la  moyenne  des  lec- 
tures répondant  à  ses  deux  extrémités  soit  la  même  dans  les  deux 
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opérations.  Si  d'ailleurs  on  n'a  pu  ramener  la  lecture  du  niveau 
à  être  identiquement  la  même  dans  les  deux  cas,  la  différence  indi- 
quera, si  la  valeur  des  parties  du  niveau  est  connue,  la  correction  à 
(aire  à  l'angle  donné  par  le  cercle  pour  avoir  l'angle  qui  aurait 
eu  lieu  si  la  deuxième  lecture  avait  été  parfaitement  ramenée  à 
l'égalité  avec  la  première. 

108.  —  Proposons-nous  maintenant  de  déterminer  la  déviation 
de  Taxe  principal  hors  du  méridien.  Supposons  d'abord,  pour 
fixer  les  idées,  que  l'axe  du  cercle  de  déclinaison  soit  rigoureuse- 
ment perpendiculaire  à  l'axe  principal  (1). 

Rendons  horizontal  dans  la  position  directe  l'axe  du  cercle  de 
déclinaison,  et  arrétons-le  dans  cette  situation;  il  doit  alors 
être  dans  le  méridien  si  Taxe  principal  y  e  t  lui-même.  C'est  ce 
que  nous  reconnaîtrons  e»  employant  la  lunette  de  l'instniment 
comme  lunette  méridienne.  Par  là,  nous  déterminons  à  la  fois  la 
oollimation  de  la  lunette,  si  on  ne  l'a  déterminée  d'avance  avec  les 
collimateurs,  et  la  déviation  de  l'axe  du  cercle  de  déclinaison  hors 
de  la  perpendiculaire  au  méridien,  ce  qui  est  en  même  temps  la 
déviation  azimutale  de  l'axe  principal  hors  du  méridien,  si  les 
deux  axes  sont  perpendiculaires. 

Mais  il  pourrait  se  faire  que  les  deux  axes  ne  fussent  pas  per- 
pendiculaires ;  c'est  ce  que  nous  saurons  en  renversant  l'instrument 
et  en  rendant  son  axe  de  déclinaison  horizontal  dans  la  position 
inverse,  car  alors  ce  dernier  axe  doit,  s'il  est  perpendiculaire  à 
l'axe  principal,  reprendre  une  position  parallèle  à  celle  qu'il  avait 
dans  la  position  directe.  Employant  alors  la  lunette  comme  lunette 
méridienne,  nous  devons,  dans  le  cas  de  la  perpendicularité  des 
axes,  retrouver  la  même  déviation  azimutale  que  lors  de  la  posi- 
tion directe. 

Si  nous  trouvons  une  déviation  différente,  c'est  que  les  deux  axes 
ne  sont  pas  perpendiculaires,  mais  alors  la  moyenne  des  deux  dé- 
viations, position  directe  et  position  inverse,  est  la  déviation  azi* 
mutale  de  l'axe  principal  de  l'instrument,  déviation  qui  se  trouve 

(t)  L'emploi^  dans  les  axes^  du  même  système  de  collimateurs  que  pour  les 
théodolites  ferait  savoir  si  cette  condition  existe.  Seulement  ici  le  collimateur 
<ians  l'axe  principal^  au  lieu  de  viser  à  Timage  de  ses  fils  réfléchis  par  un 
bain  de  mercure,  viserait  à  Timage  de  ces  mêmes  fils  réfléchis  par  un  miroir 
perpendiculaire  à  Taxe  du  monde,  ou  bien  viserait  à  un  autre  collimateur 
parallèle  à  ce  dernier  axe. 
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ainsi  connue  malgré  le  défaut  de  perpendicularité  des  axes.  La  dif- 
férence des  deux  déviations  trouvées  est  le  double  de  la  projection 
sur  l'horizon  de  la  différence  avec  90"*,  Tangle  formé  par  l'aie  du 
cercle  de  déclinaison  et  l'axe  principal.  En  appelant  d  la  déviation 
azimutale  dans  la  position  directe,  a"  la  déviation  azimutale  posi- 

tion  inverse  (la  déviation  étant  positive  à  Test) ,  90*  H ^ —  est 

l'angle  formé  par  le  plan  vertical  passant  par  l'axe  principal,  et 
le  plan  vertical  passant  par  Taxe  de  déclinaison  quand  ce  dernier 
est  dans  la  position  directe.  Cet  angle  est  compté  entre  le  côte 
nord  de  l'axe  principal  et  le  côté  ouest  de  l'autre  axe  dans  la  posi- 
tion directe.  C'est  donc  l'angle  de  l'axe  horizontal  du  cercle  de 
déclinaison,  côté  oueR%  avec  la  projection  sur  l'horizon  du  côté 
nord  de  Taxe  principal.  Cet  angle  forme  un  côté  d'un  triangle 
sphérique  rectangle  dont  l'élévation  de  l'axe  principal,  côté  nord, 
au-dessus  de  l'horizon,  angle  que  nous  appellerons  l  forme  l'autre 
côté,  et  dont  l'hypoténuse  x  est  l'angle  des  deux  axes.  On  a  donc 

cos  x=cos  /'cos  (  90  H 5 —  ) 

ou 

.     a  — a 
cos'/=cosrsin — ^—  • 

L'angle  ^  des  axes  se  trouve  donc  ainsi  connu;  il  est  plus  grand 
ou  plus  petit  que  90''  suivant  le  signe  de  a!'  —  a',  et  nous  avons 
défini  les  extrémités  des  axes  auxquelles  il  s'applique. 

109.      5 —  est  la  déviation  azimutale  de  l'axe  principal. 

Si  du  point  que  nous  appellerons  N,  où  cet  axe  prolongé  coupe  la 
sphère  céleste,  nous  abaissons  un  arc  de  grand  cercle  sur  le  mé- 
ridien, et  si  nous  appelons  M  le  pied  de  cet  arc  de  cercle,  le  zé- 
nith Z  et  les  point  N  et  M  sont  les  trois  sommets  d'un  triangle 
sphérique  rectangle  en  M,  dont  le  côté  Z  N  est  connu,  car  il  est 

égal  à  90  —  /',  et  dont  l'angle  N  Z  M  est  égal  à  ^  t"  ^  *  Le  côté 

M  N  est  l'angle  de  l'axe  et  du  méridien.  Or,  dans  le  triangle  Z  M  N, 
on  a 

sinMNrrsinZNsinNZM 
ou 
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sin  M  N  =  cos  /'  sin  — -^ — • 


Ou  encore,  en  remplaçant  les  sinus  par  les  arcs  à  cause  de  la 
petitesse  de  ces  derniers, 


a  -4-0 


MN  = — 5 —  cos  /'. 

Or  M  N  est  la  projection  de  Tangle  de  Taxe  principal  de  Tins- 
trument  et  de  Taxe  du  monde  sur  le  plan  perpendiculaire  au 
méridien  passant  par  ce  dernier  axe;  la  différence  entre  la  lati- 
tude /  et  l'inclinaison  t  de  Taxe  avec  Thorizon  fait  connaître  le 
même  angle  projeté  sur  le  méridien. 

110.  —  Comparant  maintenant  Téquatorial  à  un  théodolite  placé 
au  pAle,  M  N  représente  l'inclinaison  de  Taxe  vertical  de  ce  théo- 
dolite vers  l'ouest  par  rapport  au  méridien  de  la  station  de  l'équa- 
torial,  et  /' — /  représente  l'inclinaison  de  ce  même  axe  vertical, 
dans  le  méridien  de  cette  station  et  du  côté  de  cette  station.  On 
a  donc  l'inclinaison  de  l'axe  vertical  dans  deux  plans  rectangu- 
laires d'azimut  défini,  et  on  connaît  de  plus  l'angle  x  cl^s  deux 
axes  de  ce  théodolite.  On  peut  donc  calculer  l'inclinaison  de  Taxe 
horizontal  dans  tous  les  azimuts  par  rapport  au  méridien  de  la 
station  de  l'équatorial,  au  moyen  des  formules  que  nous  avons 
données  pour  le  théodolite  ;  et  on  en  déduira  par  les  formules  de 
ce  dernier  instrument  les  corrections  que  doivent  subir  les  lec- 
tures azimutales,  ainsi  que  celles  qui  résultent  de  la  coUimation. 
Or  ces  corrections  ne  sont  autres  que  les  corrections  à  appliquer 
aux  lectures  des  angles  horaires  données  par  notre  équatorial,  de 
même  que  les  corrections  des  hauteurs  deviennent  celles  des  dé- 
clinaisons. 

On  voit  donc  par  là  que  les  corrections  provenant  des  défauts 
de  l'instrument  et  qui  doivent  être  faites  aux  angles  mesurés  par 
Téquatorial  se  trouvent  complètement  ramenées  à  celles  du  théo- 
dolite, de  sorte  que  nous  n'avons  pas  à  nous  en  occuper  davan- 
tage, puisque  nous  avons  traité  avec  détail  de  celles  de  ce  dernier 
instrument. 

111.  —  A  l'équatorial,  le  zéro  du  cercle  horaire  doit  être  dans  le 
méridien.  On  détermine  facilement  son  erreur  en  rendant  l'axe  du 
cercle  de  déclinaison  sensiblement  horizontal  et  en  faisant  la 
lecture  du  cercle  horaire.  En  suivant  la  méthode  que  nous  venons 
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d'indiquer,  on  corrige  ensuite  cette  lecture  en  tenant  compte  des 
erreurs  introduites  par  les  axes  afin  de  la  ramener  à  ce  qu'elle 
serait  si  les  axes  étaient  rigoureusement  placés  et  si  Taxe  du  cer- 
cle de  déclinaison  était  rigoureusement  horizontal.  Si  cette  lec- 
ture ainsi  corrigée  n*est  pas  zéro,  la  différence  est  Terreur  de  po- 
sition du  zéro  du  cercle. 

Les  distances  polaires  des  étoiles  sont  données  par  la  demi-dif- 
férence des  lectures  correspondant  à  deux  pointés,  position  di- 
recte et  position  inverse  de  l'instrument,  mais  les  distances  qui 
sont  ainsi  obtenues  sont  celles  au  point  où  l'axe  principal  coupe 
la  sphère  céleste.  En  appliquant  aux  observations  les  corrections 
provenant  des  erreurs  d'axe,  on  a  les  distances  apparentes  au  pôle. 

Je  viens  de  dire  les  distances  apparentes  au  pôle,  parce  que  la 
réfraction  modifie  les  distances  réelles  comme  les  angles  horaires. 
Pour  corriger  de  la  réfraction,  il  faut,  avec  l'angle  horaire  appa- 
rent et  la  distance  apparente  au  pôle,  calculer  la  distance  apparente 
au  zénith,  et  l'azimut  apparent  ;  on  corrige  alors  de  l'effet  de  la 
réfraction  la  distance  zénithale  ainsi  obtenue  (on  corrige  en  même 
temps  la  hauteur  et  l'azimut  de  l'effet  de  l'aberration  diurne  par 
les  formules  que  nous  avons  données,  si  on  veut  une  très-grande 
précision).  Puis,  avec  les  hauteurs  et  les  azimuts  vrais,  on  calcule 
de  nouveau  les  distances  polaires  et  les  angles  horaires  vrais.  — 
Ce.  problème  se  réduit  à  des  solutions  du  triangle  sphérique,  pôle, 
zénith,  astre.  On  peut,  au  reste,  composer  des  formules  qui  donnent 
directement  pour  l'angle  horaire  actuel  et  la  distance  polaire  les  oor^ 
rections  de  réfraction  et  d'aberration  diurne  en  fonction  de  l'angle 
horaire  et  de  la  distance  polaire  apparente  et  de  la  latitude  du  lieu. 
Si  l'astre  a  une  parallaxe,  on  a  également  à  appliquer  les  correc- 
tions dues  aux  parallaxes  d'ascension  droite  et  de  déclinaison,  sur 
lesquelles  nous  reviendrons  plus  tard. 

112.  — Mais,  en  général,  avec  l'équatorial  on  n'a  pas  à  effectuer 
toutes  ces  corrections,  car  on  n'emploie  pas  cet  instrument  pour 
des  déterminations  absolues  ni  pour  des  positions  géographiques, 
mais  seulement  pour  des  déterminations  relatives  entre  des  astres 
voisins,  pour  lesquelles  les  corrections  d'axes  et  les  autres  correc- 
tions sont  sensiblement  les  mêmes,  de  sorte  qu'elles  n'agissent 
pas  sur  les  différences  d'ascension  droite  et  de  déclinaison. 

L'équatorial  sert  surtout,  en  astronomie,  pour  observer  les  co- 
mètes et  les  petites  planètes  dont  on  rapporte  les  positions  à  cel- 
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les  d'étoOes  voisines,  ou  pour  faire  des  cartes  du  ciel  en  rapportant 
les  positions  des  petites  étoiles  à  celles  d'autres  étoiles  connues  de 
leur  voisinage.  On  se  contente  donc,  en  général,  de  régler  les 
axes  le  mieux  possible  en  recourant  pour  déterminer  leurs  er-  ^ 
reurs  de  position  aux  moyens  que  nous  avons  indiqués  et  en  cor- 
rigeant ces  erreurs  de  position,  jusqu'à  ce  qu'on  soit  satisfait  de 
la  situation  de  instrument,  après  quoi  on  ne  s'occupe  plus  des 
erreurs  d'axes,  à  moins  que,  par  des  tassements  ou  toute  autre 
cause,  il  ne  survienne  des  déplacements  notables. 

Si  on  veut  observer  une  comète,  par  exemple,  on  la  pointe  avec 
la  lunette,  puis,  arrêtant  le  cercle  de  déclinaison,  on  fait  tourner 
l'instrument  d'une  petite  quantité  autour  de  son  axe  principal, 
et  on  choisit  une  étoile  bien  reconnaissable  parmi  celles  qu'on  ren- 
contre ainsi  dans  le  champ  de  l'instrument,  et  qui  diffèrent  le 
moins  possible  de  la  déclinaison  de  la  comète.  Cette  étoile  peut 
être  située  d'ailleurs  en  avant  ou  en  arrière  de  la  comète  dans  le  sens 
du  mouvement  diurne.  On  arrête  alors  la  lunette  dans  une  posi- 
tion fixe,  de  telle  sorte  que  le  premier  des  deux  astres,  que,  pour 
fixer  les  idées,  nous  supposerons  être  la  comète,  passe  dans  le 
champ.  On  note  les  instants  du  passage  derrière  des  fils  per- 
pendiculaires au  mouvement  diurne,  et  en  même  temps  on  pointe 
la  comète  avec  le  fil  du  micromètre  de  déclinaison.  On  attend 
ensuite  l'étoile  sans  déplacer  l'instrument,  on  note  de  même 
les  instants  de  son  passage,  et  on  la  pointe  en  déclinaison 
avec  le  micromètre.  La  différence  des  temps  des  passages  donne  la 
différence  des  ascensions  droites,  et  celle  des  pointés  micrométri- 
ques, la  différence  des  déclinaisons.  Il  est  évident  que  les  deux 
astres  ayant  passé  dans  le  même  champ  étaient  sensiblement 
déplacés  de  la  même  manière  par  la  réfraction  ;  celle-ci  n'agit 
donc  pas  sur  les  différences  d'ascension  droite  et  de  déclinaison. 
L'influence  serait  complètement  nulle  si  les  deux  astres  étaient 
exactement  de  même  déclinaison;  car  ils  passeraient  par  le 
même  point  ;  on  n'a  à  s'occuper  de  corrections  de  réfraction  que 
si  la  différence  de  déclinaison  est  un  peu  grande,  et  si  on  veut  une 
extrême  précision.  Ici  les  axes  n'interviennent  pas,  puisque  l'ins- 
tmment  ne  bouge  pas  pendant  l'observation.  Il  faut  seulement 
que  les  fils  de  déclinaison  soient  bien  parallèles  au  mouvement 
diurne,  et  le  parallélisme  se  reconnaît  aisément  en  ce  qu'un  astre 
suit  le  fil  de  déclinaison  dans  toute  l'étendue  du  champ. 
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Il  ne  reste  plus  ensuite  qu'à  reconnaître  Tétoile  employée.  Pour 
cela,  on  lit  son  angle  hof  aire  et  sa  déclinaison  sur  les  cercles  de 
rinstrument,  et  on  pointe  une  étoile  bien  connue  de  la  même  ré- 
^gion.  La  différence  du  temps  de  ce  pointé  et  de  celui  du  passage  de 
l'étoile  de  comparaison  de  la  comète,  ajoutée  à  la  différence  des 
angles  horaires  lus  sur  l'instrument,  différence  réduite  en  temps, 
donne  avec  grande  approximation  la  différence  d'ascension  droite 
de  l'étoile  connue  et  de  l'étoile  de  comparaison.  Cette  dernière 
différence  serait  rigoureuse  sans  les  erreurs  instrumentales,  qui 
sont  très-petites  ;  de  même  la  différence  des  lectures  sur  le  cercle 
de  déclinaison,  corrigée  des  différences  de  position  du  micro- 
mètre, donne  avec  approximation  la  différence  de  déclinaison  des 
deux  étoiles.  On  connaît  alors  la  position  très-approchée  de  l'étoile 
de  comparaison,  et  avec  cette  position  on  peut,  soit  la  reconnaître 
dans  les  catalogues,  si  elle  y  est  inscrite,  soit  l'observer  au  passage 
méridien  et  déterminer  sa  position  exacte,  si  elle  n'est  pas  dans  les 
catalogues  ;  tenant  compte  ensuite  des  différences  de  position  de 
cette  étoile  et  de  la  comète,  on  a  l'ascension  droite  et  la  déclinaison 
de  cette  dernière  à  l'instant  où  on  l'a  observée. 

La  même  méthode  est  employée  pour  les  observations  des  pla- 
nètes, ou,  lorsqu'on  veut  faire  des  catalogues  d'étoiles,  pour  rap- 
porter à  la  position  d'une  seule  d'entre  elles  les  positions  d'une 
série  d'étoiles  traversant  le  champ  de  la  lunette  arrêtée  fixement. 

113.  —  L'équatorial,  muni  d'un  micromètre  de  position,  peut 
être  employé  pour  obtenir  l'angle  que  forme  avec  le  cercle  de  dé- 
clinaison la  ligne  joignant  les  deux  composantes  d'une  étoile  double 
ou  l'axe  de  la  queue  d'une  comète.  Quand  un  mouvement  d'horlo- 
gerie conduit  à  la  fois  le  cercle  horaire  et  la  lunette,  le  même 
instrument  sert  aussi  à  pointer  un  astre,  qui  reste  alors  immobile 
en  apparence  dans  le  champ,  de  sorte  qu'avec  un  micromètre  on 
peut  mesurer  la  distance  des  deux  composantes  d'une  étoile  dou- 
ble. L'équatorial  est  d'ailleurs  un  instrument  très-commode,  en 
ce  qu'on  peut  avec  lui,  et  à  l'aide  de  la  graduation  de  ses  cercles, 
pointer  rapidement  un  astre  invisible  à  l'œil  nu  dès  qu'on  connaît 
approximativement  la  déclinaison  et  l'ascension  droite,  et,  par 
suite,  l'angle  horaire  de  cet  astre  à  un  instant  quelconque.  Sous 
ce  rapport,  l'équatorial  se  prête  spécialement  à  l'observation  des 
comètes  et  des  planètes  d'un  très-faible  éclat. 
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Détermination  du  méridien  par  les  azimuts  extrêmes  des 

circumpolaires . 


114.  —  Nous  avons  vu  le  moyen  de  déterminer  le  méridien  avec 
le  théodolite,  en  employant  cet  instrument  comme  lunette  méri- 
dienne, et  nous  avons  vu  le  parti  qu'on  peut  tirer  d'observations 
decegenrepour  la  détermination  de  la  collimation.  On  peut  ob- 
tenir les  mêmes  avantages  et  la  détermination  du  méridien  mieux 
encore  à  l'aide  d'observations  d'azimuts  extrêmes  d'une  même 
circompolaire. 

L'observation  d'une  circompolaire  à  ses  azimuts  extrêmes  est, 
en  effet,  une  opération  de  pointé,  et  non  une  observation  de  pas- 
sage. Cette  observation  est  donc  susceptible  d'une  très-grande 
précision.  L'astre  paraît  s'élever  ou  s'abaisser  suivant  la  verti- 
cale, et,  pendant  un  instant,  ne  change  pas  seni^iblement  d'azi- 
mut. Il  suit  donc  le  fil  vertical  de  la  lunette  et  le  pointé  se  fait 
avec  la  plus  grande  facilité. 

Si  l'instrument  était  parfaitement  réglé,  il  suffirait  donc  d'ob- 
server une  circompolaire  à  ses  deux  azimuts  extrêmes,  et  la 
moyenne  des  deux  lectures  azimutales  serait  la  lecture  correspon- 
dant au  méridien  astronomique.  Il  faudrait  toutefois  tenir  compte 
du  petit  changement  de  déclinaison  de  l'étoile  considérée  pendant . 
le  temps  nécessaire  pour  passer  de  l'un  de  ses  azimuts  extrêmes 
à  l'autre.  Ce  petit  changement  est  donné  par  les  tables,  et  est 
tellement  petit  qu'on  peut  le  regarder  comme  négligeable.  On 
l'éliminerait  d'ailleurs  en  observant  trois  azimuts  extrêmes  consé- 
cutifs et  en  prenant  la  moyenne  des  deux  lectures  faites  du  même 
côté  du  méridien  ;  alors  la  moyenne  de  cette  moyenne  et  de  la 
lecture  faite  de  l'autre  côté  du  méridien  serait  la  lecture  corres- 
pondant au  méridien  astronomique. 

115.  —  Mais  les  instruments  ne  sont  jamais  rigoureusement  ré- 
glés; d'un  autre  côté,  les  pointés  ne  sont  pas  toujours  faits  à  l'instant 
précis  de  l'azimut  extrême.  Nous  allons  donc  d'abord  déterminer 
l'influence  qu'une  erreur  sur  l'instant  supposé  de  l'azimut  ex- 
trême peut  exercer  sur  la  lecture  azimutale. 
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La  formule  générale  qui  donne  l'azimut  a  en  fonction  de  Tan- 
gle  horaire  f  est  (1), 

8in  /  cos  o  =  tang  D  cos  /  —  sin  9  cot  a 

en  appelant  /  la  latitude  et  D  la  déclinaison  de  l'astre. 

Supposons  que  l'angle  horaire  <p  devienne  <p+^?9  l'azimut  a  de- 
viendra a+la^  et  le  rapport  de  $a  à  $<p  se  déduira  delà  combinai- 
son de  l'équation  précédente  et  de  la  suivante  : 

sin/cos (f +  8f )  =  tangDcos/-^sm  (<p+S?)cot (a+^a), 

ou  en  développant 

sio  /  cos  sp  cos  8(p  —  sin  /  sin  9  sin  Sf 

/  .  \i tang  a  tang  i  A 

=  tangDcos/-(^smyco68y4-8ino>cosyJ^Pg^^^'^3^ 

Or,  si  on  néglige  les  puissances  de  ^  supérieures  à  la  qua- 
trième, on  peut  poser 

En  faisant  ces  substitutions,  réduisant^  et  ayant  égard  à  l'é- 
quation 

(1)  En  effet,  dans  le  triangle  PZA  {fig,  27)  formé  par  le  pôle,  le  zénith  et 
l'astre^  on  a 

CM  PA  =  CM  PXcoft  ZA  4- sin  PZ  lin  ZA  CM  PZA, 

mais  PZ=90«  — /,  PA=90«  — D  et  PZA  =  a  :  cette  formule  devient  donc 

do  D = siD  I  cos  ZA +€<»  '  ^n  ZA  00»  a. 

Pour  éliminer  cos  ZA  et  sin  Z A,  remarquons  qu'un  a 

cos  ZA  =  CM  PZ  cos  PA  +  sto  PZ  liD  PA  cos  ZPA 

OU  comme  ZPA  =»  ç, 

cos  ZA = siD  I  siD  D + ces  I  cos  D  cos  ?• 

1^  règle  des  sinus  donne  en  outre 

»    ..      -1    •».  ilnPA        .      cosD 

ri-  «V  lin  ZA=siQZPA  7— ==T  =  siaç-7^ 

Fig.  X7.  Ain  PZA  ^sin  a 

Substituant  ces  valeurs  de  sin  PA  et  de  cos  PA  dans  Téquation  précédente, 
il  vient 

sio  D  =  sio*  I  sin  D -f  sin  I  a»  i  cos  D  cos  9 -f  cos  I  sin  9  cos  D  cot  0. 

Remplaçant  sinD  —  sin*  <  sin  D  par  sin  D  cos'  /  et  divisant  les  deux  membn*> 
par  cos  l  cos  D,  on  a 

tang  U  cos  i = sin  I  ces  9  +  sin  9  cot  a, 
d'où,  par  transposition,  on  tire  l'équation  donnée  dans  le  texte. 
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sin /cos  9 = taDg  D  cos  /  ^-sîn  9  cot  a 

00 

«a/cosf  tanga=:tangDcos/taDga  — sin^, 

il  Tient 

(A)  !  sin  /  oos  7  —  taog  D  cos  /  —  sin  ^  tang  a 

— (sm/sinç+cos^tango)©^  —  ô[»n/coso— smcptâDgajdo* 

4*  g  (  sâo  /sÛKp  +  cos  7  taag  a  j  S^^ 
+  ST(sin/cosf — sÎDf  taog a]  Sf^l  tangua 
-(sin/sinftanga — cos9)5(p4-|r8in/co6f  tanga+siiKp  jd»* 
"^6  (  ^  ?  ~- sin  /  sîn  9  tang  a  )  ô»' —  5t(  sin  /  cos  <p  tanga+sin  9  w^ 

Or,  quand  Tazimut  est  maximum,  il  fout  que  l'on  ait 

Eo  différentiant,  par  rapport  à  a  et  <p,  l'équation 

sin/cosf^tangDcos/  — sinf  cota 
on  a 

da     (cos9 — sin/sin^tang  a)sinacosa 
df  SU19 

expression  qui  ne  peut  devenir  égale  à  zéro  que  si  le  numérateur 
Gst  égû  à  0.  On  a  donc  à  l'azimut  extrême 

COS9 — sin  /sin  cp  tang  az=o 

A  l'azimut  extrême,  les  coefficients  de  ^<p  et  de  V  du  2*  membre 
de  Téquation  (A)  disparaissent  donc^  et  on  voit  que  tang  oa  est 
du  second  ordre. 

La  série  qui  représente  l'arc  en  fonction  de  la  tangente  nous 

donne 

i 

aa  =  tangSa — ^tang'da+... 

Or,  tang  ^  étant  du  second  ordre  en  ^o,  on  peut,  aux  quantités 
prisdu  sixième  ordre  en  ^f ,  poser  aa=tang  ^a  dans  l'équation  (A). 
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En  négligeant  les  puissances  de  S<p  supérieures  à  la  quatrième, 
et  en  remarquant  que 

sin  /  cos  ^  tang  a  +  sin  cp  =  tang  D  cos  /  tang  a, 
et  que 

sin  9 

tang  a = sr 5 — ^  .   , ,? 

"        tang  D  cos  / — sm  /  cos  «p 

l'équation  (A)  devient  donc 

(B)        8a  =  tangDcos/sin<p[^5^*  — ^o«p4)  j  — (tangDcos/ 
—  sin  /  cos«p)*  —  sin*  <p — cos  / sin  <p  (tang  D  sin  /  +  cos  /  cos  <p)  0© 
—  -  [  tang  D  cos  /  sin  /  cos  ^ —  sin*  /  cos*  «p  —  sin'  ç  )  5  «p'  I 

Or,  de  réquation 

cos  f  —  sin  /  sin  ?  tang  a:=o 

qui  a  lieu  à  l'azimut  extrême,  on  tire,  en  mettant  pour  tang  a  sa 
valeur, 

sin  l  =  tang  D  cos  /  cos  f 

ou 

tang  { =  tang  D  cos  (p. 

Pour  réduire  l'équation  (B),  nous  aurons  égard  à  cette  équa- 
tion, et  nous  remarquerons  que 

—  (tangDcos  /  —  sin/cosç)*  —  sin*<p 
=  —  tang*  D  cos*  /  +  2  sin*  l  —  sin*  /  cos*  <p  —  sin*  f 

•   =  —  tang*  D  cos*  l  -h-  sin*  /  —  sin*  «p  cos*  / 
=  —  tg*  D  cos*  /  +  tang*  D  cos*  /  cos*  <p  —  sin*  9  cos*  / 

=  —  sin*  9  cos*  /  sec*  D  ; 
tang  D  sin  /  +  cos  /  cos  <p  =  tang*  D  cos  /  cos  ^  +  cos  /  cos  o 

=  cos  /  cos  (p  sec*  D; 
tangDcos  /  sin  /cos 9  —  sin*  /  cos*  <p  —  sin*  9  =  —  sin*  ç  cos*  /; 

d^où 

Sa  =  tangDcos / sin «pf  389*  — 2t5<p*  j  1  —  sin* 9 cos* / sec* D 

1  1  —  1 

—  cos*  /  sin  9  cos  ç  sec*  D  S9  4-  0  sin*  9  cos*  /S^*  1       » 

ou,  en  négligeant  les  puissances  de  oop  supérieures  à  la  quatrième 
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et  remplaçant  Ba  par  oa  sin  1"  et  Ô9  par  ^  sin  1",  pour  que  te  soit 
exprimé  en  secondes, 

IsinDcosDr     ^  .  .    .„         .%••,.„ 
(G)         Sfl  =  5 7-: —    —  §9»  sm  i"  -+-C0I  cpa*»  sinM" 

+  (  Â  "■  I  cos'  D  —  col*  cp)  S^^  sin'  1"]. 

Dans  cette  formule,  l'angle  ^  est  Tangle  horaire  correspondant 
à  l'azimut  extrême  ;  il  se  déduit  de  Téquation 

tang  /  =  tang  D  cos  cp. 

L'angle  <p  diffère  peu  de  Tangle  droit  pour  les  circompolaires 
voisines  du  pôle  (excepté  dans  les  latitudes  très  élevées,  près  du 
pôle  lui-même),  cot  9  est  donc  une  petite  fraction,  ainsi  que  cos  D. 
On  voit  par  conséquent  que  les  coefficients  des  puissances  de  5^ 
diminuent  rapidement  à  partir  de  la  seconde. 

Dans  les  latitudes  basses  et  moyennes,  le  coefficient  de  S<p*  est 
lui-même  une  petite  fraction  ;  une  erreur  sur  l'instant  de  l'obser- 
vation n'introduit  donc  qu'une  erreur  très-faible  sur  l'azimut, 
et  pourvu  que  l'on  ait  la  déclinaison  et  la  latitude  approchées,  on 
peut  répéter  les  observations  dans  le  voisinage  de  l'azimut  ex- 
trême et  les  ramener  à  ce  qu'elles  auraient  été  à  cet  azimut  par  la 
formule  de  correction  (G). 

116.  —  Pour  se  rendre  compte  des  erreurs  que  l'on  peut  com- 
mettre ainsi,  nous  allons  en  présenter  une  application  numérique 
au  cas  de  la  latitude  de  Paris  et  d'une  étoile,  telle  que  la  polaire, 
distante  de  un  degré  et  demi  du  pôle. 

Dans  le  cas  de  la  latitude  de  Paris  et  d'une  étoile  telle  que  la 
polaire  distante  d'un  degré  et  demi  du  pôle,  le  premier  terme,  ou 
terme  en  ô^*  de  l'équation  (G),  donnerait  pour  une  erreur  de  20  se- 
condes de  temps  sur  l'instant  de  l'azimut  extrême,  une  correction 
de0"0087,  ou  de  moins  d'un  centième  de  seconde  d'arc  sur  la  lec- 
ture azimutale  ;  les  termes  en  5f  '  et  ôcp*,  ne  donnent  pas  de  correc- 
tion appréciable.  Pour  1  minute  d'erreur  sur  le  temps,  la  cor- 
rection due  au  terme  en  5?' est  de  0",078.  Pour  10  minutes  d'er- 
reur, les  termes  supérieurs  ne  donnent  encore  presque  rien  : 
le  terme  en  ^*  fournit  une  correction  de  0",0i  ;  le  terme  en  5(p* 
de  0",001  ;  le  terme  en  5f*  donne  alors  7", 81  ;  de  sorte  que  la 
correction  totale,  pour  10  minutes  d'erreur  sur  l'instant  de 
l'azimut  extrême,  est  7",80. 
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Pour  une  étoile  à  lO""  du  pôle,  il  faudrait  encore  une  erreur  de 
plus  de  8  secondes  sur  l'instant  de  Tazimut  extrême  pour  faire 
une  eiTeur  de  0'\01  sur  Tazimut.  Une  erreur  de  1  minute  donne- 
rait une  correction  de  0",82  ;  les  termes  en  S^*  et  Sip*  ne  donnent 
encore  rien  d'appréciable.  Pour  10  minutes  d'erreur,  le  terme 
en  Sf*  ne  donnerait  encore  que  0",468,  et  le  terme  en  V  0",0026; 
le  terme  en  V  donnerait  alors  62",084. 

Pour  une  étoile  à  40®  du  pôle,  une  erreur  d'une  minute  donne- 
rait pour  le  terme  en  V  0",077,  et  pour  le  terme  en  a^*,0",0012; 
le  terme  en  ^  serait  6" ,227,  de  sorte  que  la  correction  totale 
deviendrait  en  ayant  égard  aux  signes  —  5",162. 

Les  erreurs  que  nous  venons  de  trouver  seraient  .encore  moin- 
dres dans  les  latitudes  inférieures  à  celle  de  Paris.  Dans  les  bas- 
ses et  moyennes  latitudes,  on  voit  donc  qu'il  est  inutile  de  s'oc- 
cuper du  terme  en  Vi  ^  moins  que  l'étoile  ne  soit  très-loin  du 
p61e  ou  que  l'observation  n'ait  eu  lieu  à  une  grande  distance  de 
l'azimut  extrême. 

En  se  limitant  à  des  étoiles  distantes  seulement  de  3  ou  4  degrés 
du  pôle,  et  en  faisant  les  observations  dans  des  limites  comprises 
entre  3  ou  4  minutes  avant  et  après  l'instant  de  l'azimut  extrême, 
on  peut,  à  un  centième  de  seconde  d'arc  près,  ramener  les  observa- 
tions à  l'instant  même  de  cet  azimut  extrême,  en  appliquant  une 
correction  inverse  de  l'erreur  Ui  et  donnée  par  l'expression 

1  sinDcosD  .    .„^ 
8  cos/siDf  ^ 

A  mesure  que  l'on  se  rapproche  du  pôle,  il  faut  prendre  des  cir- 
cumpolaires de  plus  en  plus  voisines  de  ce  point  pour  conserver 
à  la  formule  de  correction  le  même  degré  d'exactitude,  sans  em* 
ployer  les  termes  supérieurs. 

Dans  nos  latitudes  et  au  dessous,  on  peut  pour  la  polaire,  étoile 
observable  de  jour  et  de  nuit,  négliger  les  termes  contenant  les 
puissances  de  ^  supérieures  à  la  seconde,  pendant  10  minutes 
avant  et  après  l'instant  de  l'azimut  extrême. 

117.  <—  Dans  les  quelques  conclusions  qui  précèdent,  nous 
supposons  connu  l'instant  de  l'azimut  extrême,  de  sorte  que  la 
différence  ^  d'angle  horaire  (en  arc),  entre  cet  instant  et  celui  de 
Tobsenation,  est  exactement  connue.  Or  l'instant  de  l'azimut 
extrême  est  connu  exactement  si  on  connaît  la  déclinaison  de  l'a»- 
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tre,  la  latitude  et  Theure.  Dans  le  cas  contraire,  si  ces  éléments 
De  sont  eux-mêmes  qu'approximatifs,  on  ne  connaît  qu'approxi- 
mativement  l'instant  de  Tazimut  extrême  et  par  suite  ^f  ;  de  là 
une  cause  d'erreur  sur  la  correction  appliquée  pour  ramener  les 
observations  à  ce  qu'elles  auraient  été  à  l'instant  de  l'azimut 
extrême  exact. 

Or  la  déclinaison  de  l'astre,  la  latitude  |et  l'heure  sont  ou  au 
moins  peuvent  toujours  être  connues  assez  approximativement 
pour  que  l'erreur  sur  8<f  ne  dépasse  pas  quelques  secondes  de 
temps,  5  à  6  au  plus  dans  le  cas  oil  on  n'aurait  qu'une  mauvaise 
pendule. 

Il  résulte  de  ce  qui  précède  que,  si  les  observations  ont  été 
faites  à  l'instant  de  l'azimut  extrême,  à  cette  limite  d'erreur  près,- 
Terreur  correspondante  sur  l'azimut  observé  sera,  dans  les  latitudes 
basses  et  moyennes,  négligeable  pour  les  circompolaires  voisines 
de  plus  de  10^  du  pôle.  Pour  la  polaire,  une  erreur  de  20  secondes 
ne  donnerait  encore,  comme  nous  l'avons  déjà  vu,  aucune  erreur 
sensible  sur  l'azimut  observé. 

Ainsi  faites,  les  observations  des  azimuts  extrêmes  des  circom- 
polaires voisines  du  pôle  ne  seront  donc  entachées  que  des  erreurs 
de  pointé  et  des  erreurs  instrumentales.  Ces  dernières,  qui  sont 
les  erreurs  d'inclinaison  des  axes  et  l'erreur  de  collimation  à  la- 
quelle se  joint  l'aberration  diurne,  pourront,  d'ailleurs,  être  cor- 
rigées par  les  formules  que  nous  avons  données  précédemment. 
Il  ne  restera  donc  que  les  erreurs  de  pointé,  qui  sont  petites  com- 
parativement à  celles  que  l'on  commet  sur  un  passage. 

118.  —  Mais,  pour  diminuer  autant  que  possible  les  erreurs  de 
pointé,  on  peut  répéter  les  observations  dans  le  voisinage  de  l'azi- 
mut extrême  et  ramener  les  lectures  à  ce  qu'elles  auraient  été  à  cet 
azimut  même,  à  l'aide  de  la  formule  de  correction  que  nous  avons 
donnée,  formule  très-simple  et  qui  peut  être  très-rapidement  cal- 
culée. 

La  quantité  K  =  -^  ^a  à  joindre  à  Tazimut  pour  opérer  cette 
réduction  étant  donnée  par  la  formule' 

^      IsinDcosD  .    .,, .  , 

R  =  â 7-: —  sm  1"  Sa»» 

â  cos/smcp  ^ 

une  erreur  sur  9f  introduit  sur  K  une  erreur  proportionnelle 
à  $9  lui-même,  car  on  a 
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.„      sinDcosD  .   ^,,  ^    ^ ,. 
cos/sin<p  ^ 

En  négligeant  les  puissances  de  Terreur  sur  8f  supérieures  à  la 
première, 

Soit  AS®  =6»  =  90"    et    ô(pt=10»  =  9000" 

on  aura  à  Paris,  pour  une  étoile  située  à  1®  30'  du  pôle, 
AK  =  0",078,  erreur  encore  très-faible  et  inférieure  à  Terreur 
possible  sur  le  pointé.  Nous  avons  supposé  d'ailleurs  une  erreur 
très-forte  sur  J(p,  erreur  beaucoup  plus  grande  que  celle  que  Ton 
coraraet  en  général. 

On  \oit  donc  que  Ton  peut,  pendant  une  limite  de  temps  assez 
étendue,  répéter  les  pointés  dans  le  voisinage  de  Tazîmut  extrême, 
et  ramener  par  une  formule  très-simple  les  lectures  de  l'azimut  à 
ce  qu'elles  auraient  été  à  cet  azimut  extrême.  Alors  on  prend  une 
moyenne  entre  toutes  ces  lectures  réduites.  On  a  ainsi  une  détei*^ 
mination  de  Tazimut  extrême  dans  laquelle  les  erreurs  de  pointé 
ont  dû  s'aimuler  en  grande  partie. 

H 9.  —  II  résulte  de  ce  que  nous  avons  dit  précédemment  que 
Ton  a  un  moyen  très-commode  et  très-précis  pour  observer  Tazimut 
extrême  d'une  circompolaire  en  opérant  de  la  manière  suivante  : 

r  A  l'aide  de  la  déclinaison  et  de  la  latitude  approchées,  cal- 
culer Tinstant  approché  de  Tazimut  extrême  ; 

2°  Pointer  l'astre  dans  les  environs  de  cet  instant  en  notant 
Theure  approchée  du  pointé  ; 

S''  Ramener  l'observation  à  ce  qu'elle  aurait  été  à  Tazimut 
extrême  à  l'aide  des  formules  de  correction  que  nous  avons  don- 
nées ; 

4**  Corriger  de  l'effet  des  erreurs  instrumentales,  c'est-à-dire 
des  erreurs  introduites  par  les  inclinaisons  d'axes  et  la  coUima- 
lion,  à  Taide  de  la  hauteur  approchée  et  des  formules  que  nous 
avons  données  précédemment. 

Cette  méthode  offre  d'ailleurs  l'avantage  de  permettre  de  répéter 
les  pointés  un  grand  nombre  de  fois. 

4  20. —  Si  on  ne  voulait  faire  aucun  usage  de  la  pendule  dans  le^ 
opérations  de  pointé  de  Tazimut  extrême,  et  chercher  par  tâtonne- 
ments Tazimut  maximum,  on  aurait  un  procédé  beaucoup  moins 
pratique  que  le  précédent  et  qui  n'admettrait  qu'un  seul  pointe 
par  chaque  azimut  extrême  d'une  circompolaire.  Cette  méthode 
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doit  donc,  en  général,  être  rejetée.  Il  est  utile  de  remarquer  que, 
dans  ce  dernier  mode  de  pointé,  les  erreurs  de  coUiraation  et 
d'inclinaison  d'axe  de  l'instrument,  non  seulement  amènent  âe.^ 
erreurs  sur  les  lectures  azimutales  correspondant  à  un  pointé 
donné,  erreurs  qui  peuvent  être  corrigées  par  nos  formules  pré- 
cédentes, mais  encore  modifient  Tinstant  auquel  on  est  amené  à 
pointer,  de  sorte  que  cet  instant  n'est  plus  réellement  celui  de 
l'azimut  maximum.  Les  erreurs  qui  résultent  de  ce  dernier  effet 
sont  généralement  très-petites,  et  par  conséquent  les  corrections 
auxquelles  elles  donnent  lieu  peuvent  ordinairement  être  négli- 
gées. Il  est  bon  toutefois  de  les  connaître. 

Lorsque  Taxe  est  incliné^  la  situation  dans  laquelle  on  juge 
l'azimut  maximum  est  celle  pour  laquelle  le  plan  décrit  par  la 
lunette  intercepte  sur  la  sphère  céleste  un  arc  de  grand  cercle 
tangent  au  petit  cercle  décrit  par  la  circompolaire  observée.  La 
distance  du  point  de  tangence  au  point  que  l'astre  occupe  lors- 
que son  azimut  devient  réellement  maximum,  est  sur  le  petit 
cercle  de  l'astre  un  arc  égal  à  l'inclinaison  i  de  l'axe  de  l'instru- 
meut.  On  aura  donc  i=:^(p,  et  l'erreur  K  en  question  sera 
donnée  par  la  formule 

„      IsinDcosD  .    ^„^  ^       C    sin2D     .    ^„ 
â  cos  / sm  (p  ^        4  cos/ sm (p 

qui  ramène  une  observation  faite  dans  le  voisinage  de  l'azimut 
extrême  à  l'instant  même  de  cet  azimut.  L'observation  ainsi  ra- 
menée devra  être  ensuite  corrigée  de  l'erreur  i  tang  A,  due  à 
Imfluence  de  l'inclinaison  sur  la  lecture  azimutale. 

Pour  trouver  l'influence  de  la  collimation  sur  l'instant  où  l'on 
juge  l'azimut  maximum,  nous  rappellerons  que  la  collimation  c 
modifie  la  lecture  azimutale  d'une  quantité  représentée  par 
csec  A. 

Or,  dans  le  triangle  pôle,  zénith,  étoile,  on  a,  par  la  règle  des 
sinus  : 

sinus  distance  polaire  :  sinus  azimut  ::  sinus  distance  zénithale  : 

sinus  angle  horaire. 

D'où 

cosDsin  9 


cosA  = 

sma 


13 
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et  par  suite 

,  c  sin  a 

cos  D  sin  (p 

Gela  posé,  soit  A  l'azimut  extrême  de  la  circompolaire  consi- 
dérée, ?  Tangle  horaire  correspondant,  et  A  -h  ^  A  Tazimut  réel, 
pour  lequel  la  coUimation  fait  juger  Tazimut  maximum,  et  soit  de 
plus  Al  la  lecture  du  limbe  correspondant  à  Tazimut  j  ugé  extrême, 
on  a 

A.  — A-h6A     eosDsin(9+a(p) 

Or  jA  est  une  petite  quantité ,  ainsi  que  c  ;  en  développant^ 
remplaçant  SA.  par  sa  valeur  en  ^f ,  et  négligeant  les  termes  de 
Tordre  8<f^  et  c8<f%  si  on  pose 

IsinDcosD  .    ,,, 

5  ^^  ,  .  — Sin  1  '  =  M: 

g  sin  A  .      , 

-— "îT-ï-— cot  9  sin  1"  =  N, 
cos  D  sin  9       ^  ' 

il  vient 

(D)  A,  =  A  —  M59*  —  -^^^ — h  Na9. 

^  '  ^       cosDsin9  ^ 

Or,  pour  que  A,  soit  maximum,  il  faut  que  Njf  — Mjf *  soit 
maximum,  ce  qui  donne  l'équation 

N-2MS9=(i, 

d'où 

.  sin  A  cos  / 

^^r^inDcos'D^^^ 

A  l'azimut  extrême,  on  a  d'ailleurs 

.    .      cos  D 

sin  A  = 7> 

cos/ 

car,  dans  le  triangle  pôle,  zénith,  étoile,  la  règle  des  sinus  donne 
en  nommant  E  l'angle  à  l'étoile, 

cosD  . 

smA  =  — — sinE* 
cos/ 
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Or,  pour  que  A  soit  maximum,  il  faut  quesin  E  soit  maximum, 
ou  égal  à  1,  on  a  donc 

^^""^sinDcosD  —  ^^sinaD 

Substituant  pour  sin  Â  et  pour  è<f  ces  valeurs  dans  l'équation  (D), 
on  a  A  en  fonction  de  Tazimut  A|  observé,  et  les  corrections  dues 
à  rinfluence  de  la  coUimation  sur  l'observation  deTazimut  extrême 
sont  effectuées  ;  mais  comme  nous  l'avons  déjà  dit,  cette  manière 
d'observer  les  azimuts  extrêmes  sans  faire  emploi  de  la  pendule 
est  peu  pratique,  et  ne  permet  d'ailleurs  qu'un  seul  pointé.  Il  est 
donc  toujours  préférable  d'employer  la  première  méthode,  expo- 
sée dans  le  n"*  119. 

121.  —  La  méthode  du  n**  119  permet  de  répéter  les  observa- 
tions en  renversant  l'instrument,  ce  qui,  en  changeant  le  signe 
des  erreurs  instrumentales,  donne  le  moyen  de  les  déterminer. 

Au  lieu  de  renverser  entièrement  l'instrument,  on  peut  obser- 
ver une  circompolaîre  à  l'un  de  ses  azimuts  extrêmes  directement 
et  par  réflexion  sur  un  bain  de  mercure.  Les  observations  di- 
rectes et  réfléchies  ramenées  à  l'instant  du  maximum  par  la  for- 
mide (G)  ne  devront  pas  différer  si  l'inclinaison  est  nulle;  mais 
s'il  y  a  une  inclinaison,  les  lectures  azimutales  différeront  de 
i(tangA+tang  A'),  Aétant  la  hauteur  de  l'astre  à  l'instant  de  l'ob- 
senation  directe,  et  h'  la  hauteur  à  l'instant  de  l'observation  ré- 
fléchie. Ces  hauteurs  étant  approximativement  connues,  on  aura 
alors  t  sans  difficulté. 

122.  — La  moyenne  des  deux  lectures  correspondant  aux  deux 
azimuts  extrêmes  d'une  même  circompolaire  ferait  exactement  con- 
naître le  méridien,  si  la  déclinaison  de  l'étoile  ne  variait  pas  dans 
l'intervalle  des  observations  ;  mais  il  peut  y  avoir  dans  les  déclinai- 
sons des  changements  que  les  tables  font  connaître  :  dans  certaines 
saisons,  quoique  très-petits,  ces  changements  peuvent^  dans  l'inter- 
valle de  deux  azimuts  extrêmes,  atteindre  0",2  pour  Tétoile  po- 
laire, n  faut  donc  appliquer  à  l'un  des  azimuts  extrêmes  la  cor- 
rection provenant  de  la  variation  due  au  changement  jD  de  décli- 
naison, et  ensuite  prendre  la  moyenne. 

Pour  obtenir  cette  correction,  il  faut  remarquer  qu'à  l'azimut 
extrême  on  a,  comme  nous  l'avons  vu  (n""  120)^ 

cos  D 

smas= -.9 

eus/ 
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d'où,  en  négligeant  les  quantités  du  second  ordre, 

sinD     ^^ 
cos  /  cos  a 

Vu  la  petitesse  de  la  correction ,  il  suffit  de  connaître  approxi- 
mativement D,  /  et  a. 

123.  —  Les  observations  des  azimuts  extrêmes  des  circompo- 
laires  peuvent  être  employées  à  déterminer  Tinclinaison  du  fil 
vertical  de  la  lunette. 

Pour  le  faire  voir,  appelons  i  Tangle  des  fils  et  de  la  verticale, 
et  A,  la  hauteur  apparente  d'un  astre  auquel  on  vise  et  que  Ton 
place  sous  le  fil  vertical  de  l'instrument,  h^  étant  en  même  temps 
la  hauteur  actuelle  de  la  ligne  de  collimation  de  la  lunette,  c'est- 
à-dire  la  hauteur  répondant  à  la  croisée  des  fils,  et  nommons  en- 
fin a  la  différence  d'azimut  de  l'astre  et  de  la  croisée  des  fils.  Vu 
la  petitesse  de  l'inclinaison  des  fils  et  le  peu  d'étendue  du  champ 
de  la  lunette,  la  distance  de  l'astre  à  la  croisée  des  fils  sera  sensi- 
blement égale  à  *  ""  .'  ou  même  comme  cos  t  =  1  aux  quantités 
^^  cos  t  ^ 

près  du  second  ordre^  cette  distance  pourra  sans  erreur  sensible 
être  regardée  comme  égale  à  A,  —  A,.  Alors,  dans  le  triangle 
zénith,  astre,  croisée  des  fils ,  on  aura 

sin  (A,^A,)  :  sina  ::  cos  A,  :  sin  i, 

ou 

.  sin  (A,  —  A,) 

cos  A, 

Gela  posé,  supposons  qu'on  observe  une  circompolaire  à  l'un  de 
ses  azimuts  extrêmes  et  soit  Ai  la  hauteur  apparente  calculée  de  cette 
circompolaire  à  cet  azimut  extrême  (en  ayant  égard  à  la  réfraction), 
hauteur  à  laquelle  l'instrument  est  calé  d'une  manière  fixe  :  on 
pointe  alors  l'étoile  en  azimut  en  notant  l'heure  des  divers  pointés, 
et  on  voit  que,  par  suite  du  mouvement  de  cet  astre  en  hauteur,  les 
pointés  ont  lieu  sous  différents  points  du  fil  vertical.  Â  l'aide  des 
différences  $<p  de  l'angle  horaire  de  chaque  pointé  et  de  l'angle 
horaire  calculé  de  l'azimut  extrême,  on  calcule  par  les  formllle^ 
précédentes  les  corrections  ia  à  appliquer  aux  lectures  azimutales 
pour  les  ramener  à  ce  qu'elles  auraient  été  h  l'azimut  extrême,  et 
toutes  les  observations  doivent  donner  la  même  valeur  pour  cet 
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azimut  si  Tinclinaisoi)  du  Ql  est  nulle.  Dans  le  cas  contraire,  cha-* 
que  résultat  est  altéré  d'une  erreur  a  dont  nous  venons  de  donner 
Texpression  en  fonction  de  Tinclinaison  du  fil,  de  la  hauteur  de  la 
lunette  et  de  celle  de  l'astre  au  moment  du  pointé.  La  hauteur  de 
la  lunette  est  connue;  celle  de  Tastre  facile  à  obtenir  en  remar- 
quant que  l'on  a  dans  le  triangle  astre,  pôle,  zénith,  en  appelant  a, 
l'azimut  extrême  et  9^  Tangle  horaire  correspondant  à  cet  azi- 
mut, éléments  calculables  en  fonction  de  la  latitude  et  de  la  décli- 
naison de  l'astre  par  les  formules  que  nous  avons  données  précé- 
demment, et  en  nommant  h  la  hauteur  vraie  de  l'étoile, 

cosA  :  sin((p,  +  ^<?)  :•  cosD  :  sin(ai+$a). 

Dans  cette  proportion  tout  est  connu  sauf  cos  A,  puisqu'on  a  déjà 
calculé  ^a  en  fonction  de  âç,  comme  nous  venons  de  le  dire.  On 
obtient  donc  h  ou  la  hauteur  vraie  de  l'astre,  et  en  appliquant  les 
corrections  de  réfraction  on  a  A,  ou  la  hauteur  apparente,  de  sorte 

qu'on  peut  calculer  T  ^  quantité  que  nous  appellerons  n. 

En  ajoutant  alors  à  tous  les  azimuts  observés  et  ramenés  à  l'ins- 
tant de  l'azimut  extrême  à  l'aide  de  la  correction  $a,  une  quantité 
m,,  il  étant  l'inclinaison  inconnue  cherchée,  on  déterminera  t,  par 
la  condition  que  toutes  les  valeurs  de  l'azimut  extrême  deviennent 
égales  par  l'application  delà  correction  ni^. 

124.  —  L'angle  du  fil  et  de  la  verticale  est  plus  ou  moins  mo- 
difié suivant  la  hauteur  par  l'inclinaison  de  l'axe  horizontal  de 
l'instrument.  En  effet,  cet  angle  se  compose  de  celui  de  la  per- 
pendiculaire au  fil  et  de  l'axe  de  rotation  de  la  lunette,  plus  l'in- 
clinaison de  ce  dernier  axe  projetée  sur  un  plan  perpendiculaire 
à  Taxe  optique,  comme  pour  l'inclinaison  du  fil  horizontal  du 
cercle  mural.  La  première  partie,  c'est-à-dire  l'angle  t,  de  la 
perpendiculaire  au  fil  et  de  l'axe  de  rotation  est  constante  par 
construction,  mais  la  seconde  partie  U  est  variable  comme  pour 
le  cercle  mural,  parce  qu'elle  se  compose  d'une  quantité  cons- 
tante, l'inclinaison  1  de  l'axe  de  rotation,  projetée  sur  un  plan 
diversement  incliné  suivant  la  hauteur.  L'angle  du  plan  vertical 
dans  lequel  on  mesure  l'inclinaison  de  l'axe  de  rotation  et  du 
plan  perpendiculaire  à  l'axe  optique  de  la  lunette  est  égal  &h,\ 
on  a  donc 

tang  t,  =  tang  t  cos  h^, 
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OU,  VU  la  petitesse  des  angles  i  et  t,, 

f3  =  t'cosA.. 
Or  comme 

*  *      ■      * 

h  —  h  +  U, 

il  s'ensuit  que  Ton  a 

t,  =  t,-4-icosA,. 

Lors  donc  que  Ton  a  déterminé  f ,  par  les  azimuts  extrêmes  d'une 
circompolaire,  comme  nous  venons  de  le  voir,  on  en  déduit  t,  en 
en  retranchant  i  cos  A.  qui  est  connu,  et  on  a  l'inclinaison  des  fils 
pour  toute  hauteur  h  de  l'instrument  en  joignant  à  t,  ainsi  obtenu 
l'angle  i  cos  h. 

Cette  théorie  est,  on  le  voit,  en  tout  semblable  à  celle  de  l'incli- 
naison du  fil  horizontal  dans  le  cas  du  cercle  mural. 

Pour  les  observations  azimutales,  on  n'a  pas  à  s'occuper  de  l'in- 
clinaison du  fil  horizontal  de  la  lunette  ;  nous  rappellerons  toutefois 
qu'on  peut  aisément  déterminer  cette  inclinaison  en  fixant  l'ins- 
trument dans  le  méridien,  pointant  sous  les  diverses  parties  du  fil 
les  circompolaires  dans  le  voisinage  de  leurs  plus  grandes  ou  de 
leurs  plus  petites  hauteurs,  et  lisant  les  hauteurs  ainsi  obtenues. 
Les  formules  à  employer  dans  ce  cas  sont  celles  que  nous  avons 
données  pour  déterminer  l'inclinaison  des  fils  des  cercles  muraux 
(n*  102). 

125.  — Si  la  lunette  renferme  plusieurs  fils  verticaux,  on  peut 
déterminer  leur  intervalle  en  observant,  successivement  avec  cha- 
que fil,  une  circompolaire  dans  le  voisinage  de  l'azimut  extrême, 
et  on  ramène  chaque  observation  à  l'azimut  extrême  par  la  formule 
que  nous  avons  donnée  dans  ce  but.  Si  alors  on  appelle  c„  c„. ..  les 
coUimations  inconnues  répondant  à  chaque  fil  et  A^  A,,....  les 
hauteurs  de  la  lunette  pendant  les  observations  correspondan- 
tes, on  devra  joindre  à  l'azimut  extrême  trouvé  pour  le  pre- 
mier fil  c,  sec  A„  pour  le  second  fil  c,  sec  A,,  et  ainsi  de  suite, 
après  quoi  toutes  les  valeurs  des  azimuts  extrêmes  devront  être 
égales.  Cette  condition  déterminera  n — 1  équations  entre  les  ii 
quantités  c,  ,....c„,  et  si  l'une  de  ces  quantités,  c'est-à-dire  la  col- 
limation  correspondante  au  fil  milieu  est  connue  par  les  procédt'S 
ordinaires,  on  aura  toutes  les  autres.  Or  les  différences  de  ces  col- 
limations  entre  elles  sont  précisément  les  intervalles  cherchés  des 
fils.  Lorsque  les  coUimations  sont  grandes,  la  correction  8a  à  appli- 
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quer  à  l'azimut  extrême  ne  peut  plus  être  regardée  comme  égale 
à  c  sec  A  que  dans  une  première  approximation,  après  quoi  on 

emploie  la  formule  exacte  sin  ^a  =  sin  c  sec  A  dans  laquelle  on 

l 

remplace  sin  Sa  par  Ba  sin  1" ^  Sa'  sin'  1",  et  sin  cpar  c  sin  1" 

— T  c*  sin'  1",  et  on  met  pour  Sa' et  pour  c'  les  valeurs  déduites 

de  la  première  approximation.  La  seconde  approximation  donne 
alors  c  avec  une  exactitude  suffisante.  Il  importe  encore  de  re- 
marquer que  la  différence  des  observations ,  position  directe  et 
inverse,  donne  le  double  de  la  coUimation  répondant  à  chaque  fil. 

La  distance  des  fils  étant  ainsi  connue,  soit  E  la  distance  d'un  fil 
au  fil  milieu,  on  ramènera  une  observation  faite  à  ce  fil  à  celle  que 
Ton  aurait  faite  au  fil  milieu  par  la  formule  sin  Sa  =  sin  E  sec  A 
qui  se  réduira  le  plus  souvent  à  Sa  =  E  sec  h. 

Si  la  lunette  possèdeun  micromètre  à  fil  vertical,  ce  qui  est  très- 
utile  pour  la  détermination  des  coUimationç  par  pointé  sur  les 
collimateurs  opposés,  on  déterminera  la  valeur  en  arc  des  tours 
delà  vis  micrométique,  de  la  même  manière  que  l'on  détermine 
rintenalle  des  fils.  Il  suffit  pour  cela  de  pointer  sous  le  fil  mobile 
une  circompolaire  près  de  son  azimut  extrême  en  variant  les  lec- 
tures de  la  vis  micrométrique,  et  de  déterminer  en  arc  comme  ci- 
dessus  les  écarts  de  ces  diverses  positions  du  fil.  On  aura  alors 
tous  les  éléments  nécessaires  pour  étudier  le  pas  de  la  vis  et  con- 
naître la  valeur  de  chaque  tour.  L'avantage  qu'il  y  a  à  employer 
dans  ces  diverses  opérations  les  azimuts  extrêmes  des  circompo- 
laires  consiste  en  ce  que  les  observations  de  ces  azimuts  extrêmes 
soQt  des  opérations  de  pointé  et  non  des  estimations  de  passages. 

Le  pas  de  la  vis  micrométrique  étant  déterminé,  les  observa- 
tions pourront  être  ramenées  au  fil  milieu  sans  difficulté  comme 
pour  les  autres  fils  fixes.  Le  même  procédé  est  applicable  à  l'étude 
des  divisions  dans  le  cas  de  mon  système  de  micromètre  sans  vis 
micrométrique  et  à  microscopes  à  plaques  divisées. 

Sur  la  manière  de  pointer  les  astres.  Procédés  à  employer  pour 
substituer  le  pointé  à  l'estimation  des  passages.  Disparition  des 
équations  personnelles. 

126.  —  Nous  allons  maintenant  entrer  dans  quelques  détails  sur 
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la  manière  de  pointer  quand  on  veut  obtenir  une  précision  aussi 
grande  que  possible,  et  nous  allons  indiquer  des  moyens  de  subs- 
tituer des  opérations  de  pointé  aux  observations  de  passage  par  un 
azimut  ou  une  hauteur  fixe.  Afin  de  fixer  les  idées  nous  traiterons 
plus  particulièrement  des  azimuts ,  car  ce  que  nous  dirons  des 
azimuts  peut  s'appliquer  aux  hauteurs. 

Pour  bien  faire  comprendre  toute  l'importance  de  ce  sujet,  nous 
rappellerons  qu'une  observation  azimutale  d'un  astre  se  fait  ac- 
tuellement de  la  manière  suivante  : 

L'instrument  étant  calé  en  azimut,  soit  dans  le  méridien  (cas 
de  la  lunette  méridienne),  soit  dans  un  azimut  quelconque,  on 
attend  qu'un  astre  passe  derrière  le  fil  vertical  de  la  lunette,  et  on 
note  la  seconde  et  fraction  de  seconde  à  laquelle  on  estime  que  ce 
passage  a  eu  lieu. 

Il  résulte  d'expériences  faites  par  Arago  que,  dans  ce  système 
d'observations,  un  vingtième  de  seconde  est  la  dernière  limite 
d'exactitude  que  nos  sens  puissent  atteindre.  Or  un  vingtième  de 
seconde  correspond,  de  la  part  de  l'étoile  observée,  à  un  déplace- 
ment de  trois  quarts  de  seconde  d'arc.  Hâtons-nous  d'ailleurs  d'a- 
jouter que  cette  limite  d'exactitude  est  rarement  atteinte  et  ne  se 
trouve  que  dans  des  moyennes  ;  en  réalité,  les  observations  de 
passage  sont  très-fréquemment  entachées  d'erreurs  de  deux  à  trois 
dixièmes  de  seconde  de  temps,  ou  de  trois  à  cinq  secondes  d'arc, 
et  cela  de  la  part  des  astronomes  les  plus  exercés,  quel  que  soit 
d'ailleurs  le  grossissement  de  l'instrument  employé. 

Dans  une  opération  de  pointé,  au  contraire,  comme  celle  que 
Ton  fait  au  méridien  pour  déterminer  la  hauteur  des  astres,  la 
précision  du  pointé  augmente  avec  le  grossissement,  et  près  du 
zénith,  où  les  images  ne  sont  pas  altérées  par  la  dispersion,  on 
peut  dire  que  le  pointé  est  exact  à  un  quart  ou  même  un  cin- 
quième de  seconde  d'arc  pour  des  grossissements  de  100  à  150  fois. 

La  précision  ne  serait  pas  moindre,  quelle  que  fût  la  hauteur 
de  l'astre  sur  l'horizon  (la  dispersion  n'altérant  les  images  que 
dans  le  sens  vertical),  pour  des  pointés  dans  le  sens  azimutal  si  le 
mouvement  du  ciel  n'empêchait  de  pointer  dans  ce  sens,  sauf  le 
cas  de  l'azimut  extrême  des  circompolaires. 

On  voit  donc  déjà  l'intérêt  qui  s'attache  à  la  recherche  d'un  pro- 
cédé qui  permette  de  substituer  le  pointé  à  l'estime  des  passages; 
mais  ce  qui  précède  est  cependant  encore  loin  de  permettre  d'ap- 
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précier  toute  rimportance  du  sujet,  dont  on  jugera  beaucoup 
mieux  quand  nous  aurons  parlé  des  équations  personnelles  dans 
les  appréciations  des  passages. 

127.  —  Dans  le  cas  actuel,  les  équations  personnelles  consis- 
tent dans  le  fait  suivant  :  tandis  que  les  observations  d'une  même 
personne  exercée,  c'est-à-dire  d'une  personne  qui  a  pris  une  cer- 
taine habitude  constante  dans  sa  manière  d'estimer  le  temps,  s'ac- 
cordent entre  elles  avec  la  précision  de  un  à  trois  dixièmes  de  se- 
conde de  temps,  celles  de  deux  personnes  difiérentes  et  également 
exercées  présenteront  entre  elles  des  différences  pouvant  souvent 
dépasser  une  seconde  entière,  ce  qui  vient  des  habitudes  différen- 
tes prises  par  chacune  d'elles  dans  l'estbnation  du  temps.  Rien 
mieux  que  ce  fait  ne  prouve  que  l'appréciation  de  l'instant  d'un 
passage  est  une  simple  estimation  personnelle  que  chacun  fait  à 
sa  manière;  il  n'y  a  pas  là  la  précision  d'une  véritable  mesure. 
La  quantité  qu'il  faut  ajouter  aux  passages  observés  par  un  astro- 
nome B,  ou  qu'il  faut  retrancher  de  ces  mêmes  instants  pour  les 
réduire  aux  passages  déterminés  par  un  astronome  A,  est  ce  que 
Ton  a  appelé  VéquatUm  personnelle  de  l'astronome  B. 

Dans  un  mémoire  publié  dans  les  comptes  rendus  de  l'Aca- 
démie des  sciences  de  Paris  (février  1853),  Arago  a  cité  des  exem* 
pies  très-curieux  d'équations  personnelles.  Nous  croyons  devoir 
rappeler  ici  ces  citations  : 

Maskelyne  rapporte,  dans  les  observations  de  Greenwich  pour 

1795,  que  son  adjoint  Kinnebrook  avait  pris  peu  à  peu  l'habi- 
tude d'observer  les  passages  aux  fils  de  la  lunette  méridienne,  plus 
tard  qu'il  ne  le  faisait  lui-même.  Au  mois  d'août  1795,  la  diffé- 
rence entre  les  deux  observateurs  était  de  0*,5  ;  dans  le  cours  de 

1796,  cette  différence  s'accrut  jusqu'à  0*,8.  En  1794  et  au  com- 
mencement de  1795,  les  deux  observateurs  étaient  d'accord. 

En  1820,  Bessel  reconnut  que  Walbeck  observait  le  passage 
des  étoiles  sous  le  fil  de  la  lunette  méridienne  de  Kœnigsberg  une 
seconde  entière  plus  tard  que  lui-même. 

En  1823,  Bessel  constata  que  le  célèbre  astronome  Argelander 
observait  les  passages  r,2  après  lui. 

En  1821,  à  Dorpat,  Walbeck  observait  0*,24  plus  tard  que 
Struve. 

En  1823,  à  Dorpat,  M.  Argelander  observait  0',20  plu»  tard  que 
Struve. 
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De  ces  nombres,  Bessel  conclut  qu'en  1823  Struve  (on  voit, 
dit  Ârago,  quelles  autorités  scientifiques  étaient  en  jeu)  observait 
plus  tard  que  lui  d'une  seconde  tout  entière. 

Bessel  déduisit  de  diverses  considérations  la  conséquence  que 
les  différences  en  question  peuvent  être  très-variables.  U  trouve, 
en  effet  : 

Qu'en  1814,  Struve  observait  au  même  moment  que  lui; 

Qu'en  1821,  il  observait  0%8  plus  tard; 

Qu'en  1823  la  différence  s'était  élevée  à  une  seconde. 

Pour  les  observations  d'occultation,  et  non  pour  les  passages 
au  méridien,  Bessel  reconnut  que  Ârgelander  notait  la  disparition 
ou  la  réapparition  0',3  plus  tard  que  lui. 

<c  En  comparant,  dit  Ârago,  des  observations  faites  avec  une 
pendule  qui  battait  les  demi-secondes  avec  celles  dans  lesquelles 
on  s'était  servi  d'une  pendule  ordinaire,  Bessel  découvrit,  chose 
extraordinaire  (1),  qu'il  observait  les  passages  au  méridien  avec  le 
nouvel  instrument  0',49  plus  tard  qu'avec  la  pendule  battant  la 
seconde  entière. 

tt  Depuis  répoque  où  Bessel  publiait  les  résultats  si  singuliers 
de  ses  expériences,  les  astronomes  ne  se  sont  pas  suffisamment 
occupés  de  cet  objet,  quoiqu'il  soit  de  nature  à  répandre  sur  leurs 
observations  la  plus  pénible  incertitude.  » 

On  voit  par  cette  dernière  phrase  l'importance  qu 'Ârago  atta- 
chait à  la  recherche  des  procédés  destinés  à  faire  disparaître  l'é- 
quation personnelle. 

Que  font  les  astronomes  pour  se  débarrasser  de  cette  erreur? 
Us  se  contentent  de  chercher  dans  un  observatoire  quel  est  celui 
d'entre  eux  dont  l'observation  est  à  peu  près  la  moyenne  de 
celle  des  autres  ;  ils  supposent  nulle  l'équation  personnelle  de  cet 
astronome  et  prennent  la  différence  de  ses  observations  et  de  celles 
de  chacun  des  autres  observateurs  pour  corriger  les  nombres  trou- 
vés par  ces  derniers.  Mais,  outre  que  le  nombre  des  astronomes 
d'un  observatoire  n'est  pas  assez  grand  pour  fournir  une  bonne 


(i)  Je  cite  ici  l'expression  d' Arago,  car  le  fait  me  parait  assez  uatun*!. 
Dans  l'emploi  d'un  nouveau  fractionnement  du  temps,  il  y  avait  cban;rr- 
ment  dans  les  habitudes,  et  j'avoue  que  je  trouverais  plutôt  extraordinain' 
que  dans  les  deux  cas  Terreur  d'habitude,  appelée  par  les  astronomes  êqua- 
tion  personnelle,  se  fût  trouvée  la  même. 
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moyeaDe,  comment  prouver  qu'il  n'y  a  pas  une  prédisposition  gé- 
nérale à  observer  trop  tôt  ou  trop  tard,  auquel  oas  la  moyenne 
elle-même  serait  très-loin  d'ôtre  exacte ,  son  erreur  pouvant  peut- 
être  atteindre  jusqu'à  une  demi-seconde  et  même  au  delà  ? 

Si  les  équations  étaient  parfaitement  constantes,  au  moins  au- 
rions-nous les  différences  d'ascension  droite,  quoique  n'ayant  pas 
les  ascensions  droites  absolues.  Mais,  comme  nous  venons  de  le 
Yoir,  les  équations  personnelles  sont  variables  avec  le  temps,  et 
comme  toutes  les  étoiles  ne  sont  pas  observables  à  la  fois,  il  ré- 
suite de  là  des  erreurs  qui  peuvent  devenir  fort  graves. 

Outre  la  variation  avec  le  temps,  il  y  a  dans  les  équations  per« 
sonnelles  un  changement  avec  la  distance  au  pôle.  Il  est  évident 
qu'au  pôle,  l'observation  des  passages  se  réduit  à  un  pointé  azimu- 
tal  pour  lequel  il  n'y  a  pas  d'équation  personnelle.  En  approchant 
de  cette  limite  où  l'équation  personnelle  disparaît,  il  y  a  de  grandes 
variations  qui  ne  paraissent  pas  exactement  proportionnelles  au 
cosinus  de  la  distance  au  pôle.  Il  résulte  de  là  que  l'effet  des  équa- 
tions personnelles  sur  un  catalogue  correspond  à  une  torsion  du 
ciel,  pour  ainsi  dire,  les  étoiles  équatoriales  éprouvant  un  dépla- 
cement non  proportionnel  à  celui  des  autres.  Les  différences  d'as- 
cension droite  de  deux  étoiles  de  déclinaison  différente  sont  donc 
inconnues  avec  le  procédé  actuel  d'observation,  quand  bien  même 
on  supposerait  constantes  les  équations  personnelles. 

Lorsqu'on  a  fait  un  certain  nombre  de  séries  d'observations 
méridiennes  de  passages,  et  lorsqu'on  en  calcule  les  résultats,  on 
trouve  quelquefois  de  certaines  séries  qui  s'accordent  très-bien 
pourdonnerles  mêmes  correctionsde  la  pendule.  C'est  séduits  par 
cet  accord  que  la  plupart  des  astronomes  supposent  constantes  les 
équations  personnelles.  Quand  l'accord  est  moins  bon,  ce  qui  est  le 
cas  général,  on  s'en  prend  alors  à  l'atmosphère.  Cette  conclusion 
serait  légitime  si  les  étoiles  étaient  ondulantes  ;  mais  on  trouve  des 
séries  qui  s'accordent  et  d'autres  qui  ne  s'accordent  pas  par  tous 
les  étals  atmosphériques.  C'est  évidemment  de  l'observateur  sur- 
tout que  viennent  ces  différences  ;  leur  cause  est  dans  les  varia- 
tions de  l'équation  personnelle,  dont  l'hypothèse  de  constance  est 
purement  gratuite  (1). 


(1)  U  disposition  physique  et  morale  de  l'observateur  joue  un  grand  rôle 
sur  le  degré  d^attention  qu'il  apporte^  et  ce  degré  d'attention  a  une  immense 
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II  est  inexact  de  se  fonder  sur  l'accord  fréquent  de  séries  d'ob- 
servations entre  elles  pour  admettre  la  constance  de  Téquation 
personnelle.  Il  arrive,  en  effet,  quelquefois  qu'on  conserve  une 
manière  constante  d'observer  pendant  une  série  entière,  mais 
d'autres  fois  on  varie  d'un  instant  à  l'autre. 

L'estime  diffère  aussi  beaucoup  le  jour  et  la  nuit  par  suite  de  la 
différence  d'éclat  des  étoiles.  Les  ondulations  sont  encore  une  cause 
de  variation  considérable. 

On  voit,  par  ce  qui  précède,  combien,  dans  les  méthodes  d'ob- 
servation actuelles,  il  règne  d'incertitude  sur  les  résultats  ;  les 
erreurs  à  craindre  peuvent  dépasser  une  demi-seconde  de  temps, 
et,  par  conséquent,  atteindre  8  à  10  secondes  d'arc.  L'astronomie 
de  précision,  en  tant  que  l'on  désignerait  sous  ce  nom  une  déter- 
mination à  une  seconde  près  (avant  de  parler  des  centièmes  et  des 
dixièmes  de  seconde,  comme  le  font  certains  astronomes,  il  fau- 
drait tâcher  d'obtenir  la  seconde,  que  l'on  n'a  pas  encore),  est 
pour  ainsi  dire  à  créer,  et^  dans  ce  but,  il  faut  substituer  un  sys- 
tème de  pointés  à  l'estime  du  temps. 

128.  —  Arago  a  proposé  l'emploi  des  chronomètres  à  pointage 
pour  fairedisparattre  les  équations  personnelles.  On  appelle  ainsi  des 
chronomètres  qui  marquent  par  un  point  sur  leur  cadran  l'instant 
auquel  on  presse  une  détente.  La  proposition  d*Ârago  relative  à 
l'emploi  des  chronomètres  à  pointage  résulte  de  séries  d'expérien- 
ces qu'il  a  fait  faire  à  l'Observatoire  de  Paris  ;  ces  séries  semblent 
indiquer  que  l'équation  personnelle  diminue  lorsque  l'observateur 
signale  par  un  tope  ou  par  un  coup  sec  le  moment  oîi,  suivant  lui, 
l'étoile  passe  derrière  le  fil  du  réticule  de  la  lunette.  Une  diffé- 
rence de  0",  6  entre  les  observations  de  MM.  Mauvais  et  Goujon 
disparaissait  de  cette  manière. 

Vers  l'époque  où  Ârago  proposait  ce  procédé,  MM.  Bond,  en 
Amérique,  arrivaient  au  même  résultat  à  l'aide  d'un  chronograpbe 
électrique,  c'est-à-dire  à  l'aide  d'un  de  ces  appareils  dans  lesquels 
une  bande  de  papier  se  déroulant  sous  Taction  d'un  mouvement 
d'horlogerie  est  divisée  en  secondes  par  une  horloge  électrique 
qui  commande  le  jeu  d'une  pointe,  tandis  qu'une  autre  pointe, 

influence  aur  les  habitudes.  La  fatigue  doit  certainement,  dans  une  série. 
modifier  progressivement  réquation  personnelle,  de  telle  façon  que  Ton 
reporte  sur  la  pendule  ce  qui  tient  de  robservatcur. 
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obéissant  à  un  courant  fermé  à  volonté  par  Tobservateur,  peut 
marquer  sur  la  bande  ainsi  divisée  Tinstant  où  un  phénomène 
se  produit. 

a  Les  limites  des  erreurs  individuelles^  disaient  MM.  Bond  à 
l'époque  de  leurs  premiers  essais,  sont  beaucoup  plus  resserrées 
par  cette  méthode.  Autant  que  les  comparaisons  faites  jusqu'ici 
suffisent  à  le  prouver,  les  équations  ou  les  erreurs  personnelles  de 
divers  observateurs  sont,  sinon  tout  à  fait  insensibles,  du  moins 
réduites  à  un  petit  nombre  de  centièmes  de  seconde.  » 

Comme  on  le  voit,  dès  leurs  premiers  essais,  MM.  Bond  ne 
constatent  pas  une  disparition  complète  de  Téquation  personnelle. 
Hâtons-nous  d'ajouter  que  le  chronographe  électrique,  qui  n'est 
autre,  d'ailleurs,  qu'une  sorte  de  chronomètre  à  pointage,  a  été 
à  l'observatoire  de  Greenwich  appliqué  depuis  plusieurs  années, 
aux  observations  astronomiques  de  passage ,  sans  y  avoir  com- 
plètement justifié  l'espoir  que  l'on  avait  fondé  sur  lui.  Sans  doute, 
les  équations  personnelles  sont  diminuées,  mais  il  est  maintenant 
bien  établi  qu'elles  ne  disparaissent  pas  ;  elles  sont  seulement  ren- 
fermées dans  des  limites  environ  deux  fois  plus  petites. 

Si  on  se  sert  de  deux  lunettes  méridiennes  placées  dans  deux 
localités  différentes  ou  simplement  l'une  près  de  l'autre,  et  si  les  pas- 
sages observés  parles  deux  observateurs  sont  pointés  sur  un  môme 
chronographe  électrique,  au  lieu  que  chaque  étoile  observée  parles 
deux  instruments  donne  une  différence  de  longitude  constante 
après  correction  des  erreurs  instrumentales,  comme  cela  devrait 
avoir  lieu  si  l'équation  personnelle  était  constante  pour  chaque 
observateur  pendant  la  durée  de  la  série  d'observations,  on  trouve 
des  difTérences  qui  varient  de  quelques  dixièmes  de  seconde,  d'une 
manière  tout  à  fait  arbitraire.  Ce  fait  indique  que  l'équation  per- 
sonnelle est  essentiellement  variable  d'un  instant  à  un  autre , 
car,  dans  le  cas  présent,  les  positions  absolues  des  étoiles  n'inter- 
viennent pas,  et  on  ne  peut  attribuer  à  elles  le  désaccord  trouvé. 

Les  observations  au  chronographe,  loin  d'avoir  fait  entièrement 
disparaître  les  équations  personnelles,  nous  ont  donc  appris,  au 
contraire,  par  le  nouveau  mode  de  contrôle  qu'elles  ont  permis 
d'établir,  que  les  équations  personnelles  sont  essentiellement  va- 
riables. Seulement,  dans  le  cas  du  chronographe,  l'opération  à 
faire  par  l'esprit  étant  moins  compliquée,  les  limites  des  erreurs 
personnelles  sont  plus  restreintes,  mais  elles  correspondent  encore 
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à  plusieurs  secondes  d*arc,  et  il  importe  de  faire  entièrement  dis- 
paraître ces  erreurs  (1). 

129.  — Pour  cela,  il  est  évident  que  les  observations,  au  lieu  d'être 
instantanées j  pour  ainsi  dire,  devraient  être  prolongées,  c'estrà-dire 
que  l'observateur  devrait  avoir  le  temps  déjuger  de  la  valeur  de  son 
observation.  Il  faut  donc  que  l'instrument,  ou  au  moins  son  micro- 

(I)  Si  on  examine  les  propriétés  de  l'attention^  on  reconnaît  que  cette  fa- 
culté ne  peut  être  fixée  d'une  manière  complète  sur  deux  organes  à  la  fois. 
Quand  l*étoile  approche  du  fll^  l'attention  se  concentre  sur  la  vision,  et  le 
comptage  de  la  seconde  se  continue  par  TefTet  de  ce  sentiment  du  rbythmc 
qui  est  en  nous  et  de  Thabitude  du  comptage  ;  cela  est  d*autant  plus  vrai  que 
l'expérience  apprend  qu'on  continue  quelquefois  après  l'observation  du  phé- 
nomène, de  compter,  pour  ainsi  dire,  sans  s'en  douter  et  on  s'habitue  même 
assez  facilement  à  continuer  le  comptage  de  manière  à  observer  à  plusieurs 
fils  consécutifs,  sans  être  obligé  de  relire  la  seconde  sur  le  cadran,  quoi- 
que l'attention  se  porte  à  inscrire  les  observations  après  le  passage  à  chaque 
fil.  Or,  à  l'instant  du  passage,  l'attention  dévie  tout  à  coup  de  l'organe  de  la 
vue  sur  celui  de  l'ouïe,  en  se  représentant,  pour  ainsi  dire,  l'instant  de  ce  pas- 
sage comme  un  battement  dont  il  faut  estimer  la  position  entre  les  deux  bat- 
tements voisins  de  l'horloge  (ou  en  se  représentant  les  battements  de  l'hor- 
loge comme  des  passages  à  des  fils  imaginaires  à  droite  et  à  gauche  du  fîl 
réel  dont  la  position  entre  ces  fils  imaginaires  doit  être  estimée).  Cette  dé- 
viation de  l'attention  ne  pouvant  être  instantanée,  l'esprit  s'y  prépare  plus 
ou  moins  longtemps  d'avance  suivant  les  habitudes  prises  par  Tobservatcur 
et  il  se  forme  pour  labissection  de  l'astre  par  le  fil  la  sensation  d'un  retard 
plus  ou  moins  grand  par  rapport  à  l'instant  de  la  déviation  de  l'attention  ; 
c'estrà-dire  qu'on  entend  ce  qu'on  peut  appeler  le  battement  imaginaire  du 
passage  au  fil,  non  à  l'instant  où  l'œil  le  verrait  réellement  si  l'attention 
était  encore  sur  la  vision,  mais  à  celui  où,  quand  l'attention  était  encore 
concentrée  sur  le  regard,  on  a  estimé  qu'il  allait  avoir  lieu  ;  et  il  importe 
de  remarquer  que  si  l'attention  n'a  pas  dévié  avant  le  passage  même  pour 
se  porter  déjà  sur  le  battement  de  l'horloge,  l'observation  se  trouve  faite 
par  une  estime  rétrospective  sur  laquelle  l'habitude  a  encore  plus  d'in- 
fluence. On  voit  par  l'examen  de  ce  mécanisme  du  jeu  de  l'attention  qu'il 
n'est  guère  possible  que  deux  observateurs  fassent  une  estimation  semblable. 

Si  maintenant  on  emploie  un  chronomètre  à  pointage  ou  un  chrono- 
graphe  électrique^  il  faut  encore  une  déviation  de  l'attention  pour  pouvoir 
frapper  le  coup  pour  lequel  il  faut  être  préparé  d'avance.  Mais  cette  opéra- 
tion étant  plus  simple  que  l'estimation  du  temps  du  passage,  Tattention  reste 
concentrée  sur  l'organe  de  la  vue  beaucoup  plus  de  temps  près  du  passage 
que  dans  le  premier  cas,  et  de  plus  elle  dévie  moins  complètement  de  cet 
organe.  L'équatiun  personnelle  doit  donc  être  renfermée  entre  des  limiter 
plus  restreintes  nver  le  chronographe,  mais  elle  doit  cependant  encore  eun- 
tinuer  d'exister. 
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mètre,  se  meuve  à  l'aide  d'un  mécanisme  convenable  et  d'un 
mouvement  continu  d'horlogerie,  de  telle  sorte  que  la  lunette  ou 
son  fil  mobile  étant  pointés  sur  une  étoile  y  restent  pointés  un 
temps  suffisant  pour  que  l'observateur  puisse  apprécier  l'exacti- 
tude du  pointé.  Ceci  est  d'autant  plus  important  que  les  étoiles  sont 
souvent  ondulantes,  et  que,  par  conséquent,  on  doit  avoir  le  temps 
de  juger  si  l'étoile  ,  dans  ses  variations ,  s'écarte  également  à 
droite  et  à  gauche  du  fil.  L'observateur,  étant  content  de  son 
pointé,  devra  presser  sur  une  touche.  Cette  pression,  soit  par  un 
courant  électrique j  soit  par  tout  autre  moyen,  enregistrera  sur  un 
chronograpbe  d'une  part  F  instant  de  la  pression^  et,  d'autre  part, 
la  situation  de  finstrwnent  ou  la  lecture  du  micromètre  à  cet 
instant  précis.  Après  ce  coup  frappé  sur  la  touche,  l'observateur, 
continuant  de  regarder  l'astre  et  le  voyant  encore  exactement 
pointé  par  l'instrument  ou  par  le  fil  mobile  du  micromètre,  en 
conclura  qu'il  était  exactement  pointé  à  l'instant  où  il  a  frappé, 
c'est-à-dire  à  l'instant  où,  mécaniquement,  et  par  suite  avec  autant 
d'exactitude  que  l'on  voudra,  ont  été  enregistrées  à  la  fois  l'heure 
et  la  situation  de  l'instrument. 

De  cette  manière,  il  n'y  aura  rien  eu  de  précipité  ;  l'observateur 
aura  pu  juger  à  son  aise  de  son  pointé,  et  une  petite  différence 
dans  l'instant  auquel  il  aura  frappé  n'aura  introduit  aucune  erreur, 
puisque,  d'u  ne  part,  l'étoile  reste  pointée  assez  longtemps,  et ,  d'autre 
part,  l'heure  et  la  situation  de  l'instrument  sont  enregistrées  en- 
semble. Dans  le  sens  horizontal  surtout,  toute  équation  personnelle 
aura  alors  disparu,  car  la  symétrie  des  astres  dans  ce  sens  où  il  n'y  a 
pas  de  dispersion  due  à  l'atmosphère,  ne  donne  pas  lieu  à  une  in- 
fluence des  différences  personnelles  de  visibilité  qui  existent  pour 
les  diverses  couleurs  ;  l'astre  paraît  fixe  à  l'observateur  dans  la  lu- 
nette, ou  du  moins  paraît  fixement  attaché  à  son  fil  mobile,  et  il 
n'y  a  point  d'équation  personnelle  dans  la  bissection  d'un  point 
fixe  symétrique  sur  lequel  l'attention  est  librement  portée. 

D  reste  maintenant  à  réaliser  mécaniquement  la  condition  dont 
nous  venons  de  parler.  Avec  des  équatoriaux  munis  d'un  mouve- 
ment d'horlogerie,  cela  ne  présenterait  pas  de  difficulté  sérieuse, 
Q^ais  pour  obtenir  des  observations  précises,  il  faut  un  instrument 

tel  que  l'alt-azimut  réglé  sur  la  verticale. 
Dans  une  brochure  que  j'ai  publiée  en  18S8  et  intitulée  De 

emploi  des  observations  azimutales  pour  la  détermination  des 
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ascensions  droites  et  des  déclinaisons  des  étoiles,  j'ai  décrit  un 
procédé  que  j'ai  imaginé  pour  faire  suivre  à  la  lunette  de  l'alt- 
azimut  le  mouvement  d'une  étoile,  et  pour  enregistrer  la  position 
de  l'instrument  en  même  temps  que  l'instant  de  robservalion. 
Dans  le  même  travail ,  j 'indiquais  déjà  brièvement  le  parti  qu'on  peut 
tirer  des  micromètres  de  la  lunette  méridienne  en  enregistrant  leur 
situation  en  même  temps  que  l'instant  de  l'observation,  de  manière îi 
faire  disparaître  l'équation  personnelle.  Depuis  cette  époque,  j'ai 
beaucoup  simplifié  ces  procédés,  et  dans  un  mémoire  adressé  à 
l'Académie  des  sciences  en  1859,  je  suis  revenu  avec  plus  de  dé- 
tails sur  l'emploi  des  micromètres,  en  même  temps  que  je  décri- 
vais pour  le  théodolite  un  système  de  pointé  qui  n'exige  aucun 
appareil  spécial.  J'ai  encore,  depuis  cette  époque,  introduit  de 
nouvelles  simpliGcations  dans  cette  question  dont  personne  avant 
moi  ne  s'était  occupé.  Je  me  contenterai  donc  de  décrire  ici  les 
procédés  les  plus  simples  que  la  pratique  m'a  indiqués. 

130.  —  Comme  nous  l'avons  déjà  vu,  la  vitesse  avec  laquelle  une 
étoile  se  meut  dans  le  champ  de  la  lunette  méridienne  dépend  de 
la  déclinaison  de  cette  étoile  ;  si  donc  on  veut  que  le  fil  du  micro- 
mètre suive  l'étoile,  afin  que  celle-ci  reste  continuellement  bissec- 
tée,  il  faut  pouvoir  donner  à  la  vis  un  mouvement  de  rotation 
variable.  Gela  ne  présente  pas  mécaniquement  de  conditions  difB- 
elles  à  réaliser,  mais  toutefois  l'application  d'un  système  méca- 
nique pour  faire  suivre  l'étoile  par  le  fil  ne  laisse  pas  que  d'être 
une  complication  assez  grande.  Heureusement  on  peut  s'en  passer 
si  on  applique  à  la  vis  une  petite  manivelle  avec  laquelle  on  puisse 
donner  avec  la  main  un  mouvement  continu,  nu  lieu  du  mou- 
vement saccadé  auquel  oblige  l'absence  de  cette  manivelle.  Or, 
avec  un  peu  d'habitude,  il  est  très-facile  avec  la  main  de  mener  une 
manivelle  d'un  mouvement  continu  et  parfaitement  régulier  pen- 
dant quelques  secondes;  c'est  ce  dont  on  s'assure  facilement  en 
reconnaissant  qu'on  peut  maintenir  une  étoile  pointée  avec  le  fil 
d'un  micromètre  dont  la  vis  est  conduite  par  une  manivelle. 

Supposons  maintenant  que  dans  ce  mouvement  chaque  division 
du  tambour  de  la  vis,  en  passant  sous  une  pointe  qui  fait  repère, 
ferme  un  courant  électrique  (dans  ce  cas  le  tambour  de  la  vis  serait 
en  ivoire  pour  être  isolant,  et  les  divisions  seraient  formées  par  des 
pointes  de  môtal),  et  supposons  que  les  courants  fassent  tracer  sur 
une  bi)  nde  de  papier  qu  i  se  dé  roule  dans  u  n  chronographe  électrique, 


THÉOKIË  DES  INSTRUMENTS.  209 

à  côté  des  pointes  de  Thorloge  indiquant  la  seconde,  d'autres  traits 
dont  le  comptage  résulterait  des  points  marqués  par  une  troisième 
pointe  chaque  fois  que  la  division  zéro  du  tambour  reviendrait 
sous  le  repère,  car  cette  division  zéro  fermerait  deux  circuits  élec- 
triques au  lieu  d'un  ;  il  est  évident  qu'on  lirait  alors  sur  la  bande 
de  papier  du  chronographe  l'instant  où  chaque  division  du  micro- 
mètre a  passé  sous  le  repère.  Si  donc  l'observateur  tient  à  la  main 
libre  (l'autre  conduisant  la  manivelle)  une  touche  à  l'aide  de  la- 
quelle il  puisse  fermer  un  courant  électrique  traçant  sur  la  feuille 
de  papier  à  Taide  d'une  autre  pointe  spéciale,  quand  l'observateur 
est  satisfait  du  pointé,  il  est  clair  qu'en  lisant  sur  la  bande  de 
papier  quelle  est  à  la  fois  à  cet  instant  la  division  et  fraction  de 
division  du  tambour  qui  se  trouvait  sous  le  repère,  et  la  seconde 
et  fraction  de  seconde  correspondante,  on  aura  la  situation  du 
micromètre  répondant  à  un  instant  marqué  par  l'horloge,  où  l'é- 
toile était  et  restait  bien  bissectée  par  le  fil.  Or  ici  l'instant  où  on 
a  frappé  sur  la  touche  n'a  pas  d'importance  dans  l'observation, 
puisque  la  bissection  dure  longtemps;  qu'on  ait  frappé  un  peu 
plus  tôt  ou  un  peu  plus  tard,  cela  ne  fait  rien,  puisque  s'il  est  plus 
tard  à  l'horloge,  le  micromètre  est  aussi  plus  avancé  de  la  quantité 
correspondante.  De  plus,  l'attention  de  l'observateur  ne  se  dé- 
tourne pas  de  la  vérification  de  la  bissection  ;  il  sait  si  cette  bissec- 
tion se  maintenait  bien  quand  il  frappait,  puisque  le  jugement  de  la 
qualité  de  cette  bissection,  qui  se  continue,  a  été  le  signal  pour 
frapper  sur  la  touche.  D'un  autre  côté,  les  mouvements  automati- 
ques, tels  que  la  continuation  d'un  mouvement  régulier  ne  ces- 
sant pas  par  la  déviation  de  l'attention,  la  bissection  se  maintient 
pendant  le  coup  frappé  sur  la  touche,  et  après  ce  coup  on  peut 
encore  vérifier  que  cette  bissection  n'a  pas  cessé. 

Mais  l'emploi  d'un  chronographe  électrique  est  encore  une 
complication  assez  grande  ;  en  voyage ,  par  exemple,  on  ne  peut 
facilement  emporter  ce  genre  d'instrument,  et  son  emploi  trans- 
forme de  fait  une  observation  en  expérience,  chose  qu'il  faut  évi- 
ter autant  que  possible. 

131.  —  Je  me  suis  donc  appliqué  à  trouver  un  moyen  de 
simplifier  encore  davantage  le  système  de  pointé  que  je  viens 
de  décrire,  et  voici  comment  j'y  suis  parvenu. 

Le  sentiment  du  rhythme  est  imprimé  si  profondément  dans 
notre  organisation,  que  l'expérience  indique  qu'avec  le  moindre 
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peu  d'habitude,  on  arrive,  en  écoutant  le  battement  d'une  hor- 
loge, à  frapper  des  coups  en  coïncidence  parfaite  avec  les  batte- 
ments de  cette  horloge,  et  de  manière  à  n'entendre  qu'un  seul 
bruit.  Or  une  différence  d'un  centième  de  seconde  entre  deux 
coups  frappés  est  nettement  perçue  par  l'oreille  (1).  Ceci  nous  ap- 
prend donc  que  nous  pouvons,  à  moins  d'un  centième  de  seconde 
près,  frapper  un  coup  à  la  seconde  précise  de  l'horloge.  Pour 
parvenir  à  ce  résultat,  le  mouvement  de  la  main  doit  être  de- 
puis plusieurs  secondes  réglé,  à  l'aide  du  battement  de  la  me- 
sure, car  on  n'arrive  à  la  coïncidence  parfaite  des  battements  qu'a- 
près avoir  pris  la  mesure  en  battant  la  seconde  pendant  trois  ou 
quatre  secondes,  afin  de  bien  se  pénétrer  du  rhythme  ;  quand  le 
rhythme  est  bien  saisi,  on  le  maintient  ensuite  automatiquement 
d'une  manière  parfaite. 

D'un  autre  côté,  on  peut,  en  même  temps  qu'on  suit  d'une 
main  le  rhythme  de  l'horloge,  coimne  nous  venons  de  le  dire,  con- 
duire une  manivelle  avec  l'autre  main  d'un  mouvement  continu. 
C'est  une  chose  dont  l'habitude  est  facile  à  prendre,  comme  je 
m'en  suis  assuré  par  expérience,  et  coimne  tout  le  monde  peut  ai- 
sément le  vérifier. 

Partant  de  ces  deux  faits  expérimentaux,  on  évite,  par  le  pro- 
cédé suivant,  l'usage  du  chronographe  électrique  et  même  tout 
emploi  de  l'électricité. 

Le  tambour  du  micromètre  porte  une  aiguille  indicatrice,  sou- 
tenue par  un  canon  semblable  à  celui  d'une  aiguille  de  montre, 
lequel  entre  à  frottement  sur  l'axe  de  la  manivelle  de  la  vis.  Si 
cette  aiguille  était  libre  à  son  extrémité,  elle  serait  entraînée  dans 
le  mouvement  de  la  manivelle,  et  par  conséquent  dans  le  mouve- 
ment du  tambour  de  la  vis  ;  par  conséquent  elle  correspondrait 
toujours  à  la  même  division  de  la  circonférence  de  ce  tambour; 
mais  un  butoir  porté  par  le  repère  fixe  empêche  l'aiguille  de 
tourner,  de  sorte  qu'ainsi  arrêtée  elle  marque  dans  la  rotation  du 
tambour  la  même  division  que  le  repère  qui  l'arrête.  Alors  si  en 

(i)  On  reconnaît  facilement  ce  fait^  si  on  a  Tune  près  de  l'autre  deui 
horloges  dont  Tune  avance  par  rapport  à  Tautrc  d'une  seconde  en  cent 
secondes;  alors,  toutes  les  cent  secondes,  ou  n'entend  qu'un  seul  battemenl 
des  deux  horloges,  mais  à  la  seconde  précédente  et  à  la  suivante,  on  distin- 
gue les  deux  battements  l'un  de  l'autre  :  Fintervalle  de  ceux-ci  n'est  ce- 
pendant alors  que  d'un  centième  de  seconde. 
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(irappant  sur  une  touche,  le  butoir  qui  arrêtait  la  vis  s'écarte  ins- 
tantanément par  l'effet  d'une  détente,  l'aiguille  est  entraînée  dans 
le  mouvement  de  rotation  et  marque  définitivement  la  division 
du  tambour  qui  passait  devant  elle  au  moment  où  elle  a  été  ren- 
due libre  de  tourner. 

Cela  posé,  on  voit  qu'il  suffit,  en  conduisant  la  vis  par  la  ma- 
nivelle avec  la  main  gauche,  de  maintenir  un  astre  bissecté  par 
le  fil,  tandis  qu'on  bat  la  mesure  en  coïncidence  précise  avec  l'hor- 
de de  l'autre  main,  et  en  comptant  mentalement  le  numéro  de  la 
seconde,  opération  qui  se  &it  automatiquement,  pour  ainsi  dire, 
comme  le  battement  de  la  mesure.  Puis,  quand  on  est  satisfait 
du  pointé,  on  frappe  sur  la  touche  et  le  bruit  de  la  détente  se 
confondant  avec  le  battement  de  l'horloge  indique  si  on  a  bien 
frappé  en  coïncidence  avec  ce  battement.  Retenant  alors  le  nu- 
méro de  la  seconde,  on  n'a  plus  qu'à  lire  la  division  indiquée 
par  l'aiguille,  division  qui  ne  varie  plus  malgré  la  continua- 
tion du  mouTement  de  la  manivelle,  et  on  a  la  lecture  du  mi- 
cromètre répondant  à  la  seconde  précise  de  l'horloge  dont  on  a 
gardé  le  niunéro.  Comme  après  l'observation,  on  n'achève  pas  un 
tour  entier  de  la  manivelle,  de  même  qu'on  ne  laisse  pas  écouler 
une  minute  entière,  il  est  ensuite  facile  de  voir  à  quel  tour  entier 
du  micromètre  répond  la  fraction  lue  et  à  quelle  minute  répond 
la  seconde. 

La  lecture  du  micromètre  et  la  remise  de  l'aiguille  au  repère 
pouvant  être  effectuées  très-rapidement,  on  peut  faire  plusieurs 
observations  pendant  le  passage  d'une  étoile  dans  le  champ  de  la  lu- 
nette. Si  on  disposait  l'une  au-dessus  de  l'autre  plusieurs  aiguilles, 
dont  chacune  aurait  son  numéro  d'ordre  et  sa  détente  spéciale^  on 
pourrait  effectuer  très-rapidement  une  série  de  pointés  pendant  le 
passage  d'une  étoile  dans  le  champ,  surtout  en  plaçant  sur  le 
tambour  d'autres  aiguilles  semblables  munies  d'un  numéro  cor- 
respondant et  destinées  à  marquer  le  nombre  de  tours  ;  alors  cha- 
cune de  ces  aiguilles  serait  rendue  libre  en  même  temps  que  l'ai- 
guille du  numéro  correspondant  du  tambour  destinée  à  faire 
connsdtre  les  fractions  de  tour  de  la  vis. 

132. — La  méthode  que  nous  venons  d'indiquer,  et  qui  ne  trans- 
forme nullement  une  observation  en  une  expérience  compliquée,  est 
applicable  facilement  à  tous  les  instruments  munis  de  micromètres, 
^ussi  bien  aux  ait-azimuts  pour  les  pointés  des  azimuts  et  des 
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hauteurs  extra-méridiennes,  qu'aux  lunettes  méridiennes  pour  les 
passages  méridiens.  On  peut  facilement  la  rendre  applicable  à  mon 
système  particulier  de  micromètre  où  le  mouvement  de  la  plaque 
supportant  le  ûl  mobile,  mouvement  conduit  par  une  simple  vis  de 
rappel,  accuse  le  déplacement  de  ce  fil  mobile  par  les  divisions  que 
porte  la  plaque,  divisions  qu'on  observe  à  l'aide  d'un  microscope. 
Soit  en  effet,  MM  (fig.  28)  la  plaque  mobile,  qu'une  vis  de  rap- 
pel pousse  dans  ses  coulisses  GC;  cette  vis  est  munie  d'une  mani- 
velle avec  contre-poids  à  cette  manivelle,  afin  que  le  poids  de  cette 
dernière  ne  la  fasse  pas  tourner  seule.  Soit  a  un  repère  tracé  sur 
la  coulisse  G  et  devant  lequel  à  l'origine  du  mouvement  est  placé 
le  repère  d  de  la  plaque.  Gette  plaque  porte  dans  une  coulisse  une 
petite  tringle  u  sur  laquelle  est  un  repère  r  qu'on  place  devant  le 
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Fig.  28. 


zéro  de  la  plaque  à  l'aide  d'une  vis  de  rappel  K  qui  pousse  cette 
tringle  en  agissant  contre  elle  comme  un  butoir;  /  est  le  fil  porte 
par  la  plaque.  Le  support  N  de  la  vis  K  doit  être  retenu  en  place  par 
une  détente,  qu'on  fait  lâcher  en  frappant  sur  une  touche,  et  alors 
ce  support  recule,  et  la  vis  K  est,  par  un  ressort,  immédiatement 
et  rapidement  rappelée  en  arrière  en  même  temps  que  son  sup- 
port, dans  le  sens  marqué  par  la  flèche.  Cela  posé,  on  voit  que  dans 
le  mouvement  du  micromètre,  tant  que  la  détente  n'est  pas  l&chée, 
la  tringle  u  ne  peut  avancer,  la  vis  K  faisant  butoir  contre  elle. 
Gomme  la  tringle  a  été  poussée  par  la  vis  K,  la  pression  contre  le  bu- 
toir, qui  est  proportionnelle  au  frottement  de  tt  dans  sa  coulisse,  est 
égale  à  la  pression  que  cette  vis  a  exercée  pour  amener  cette  tringle 
ii  à  sa  place,  de  sorte  que  celle-ci  reste  bien  immobile  dans  le  mou- 
vement de  la  plaque;  par  conséquent  le  repère  r  reste  invariablement 
dans  la  position  où  il  a  été  amené,  position  qui,  par  l'intermédiaire 
du  trait  zéro  de  la  plaque,  est  en  relation  constante  avec  celle  du 
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repère  fixe  a.  Le  repère  r  de  la  tringle  ii  peut  donc  être  regardé 
comme  le  repère  de  la  lecture,  puisqu'on  peut  toujours,  à  Torigine 
de  chaque  observation ,  le  ramener  dans  sa  position  fixe  et  invariable, 
et  c'est  le  mouvement  de  la  graduation  de  la  plaque  M  devant  ce 
repère  qui  détermine  la  lecture.  Ainsi  donc,  si  à  une  seconde  pré- 
cise, on  touche  la  détente  qui  arrêtait  la  vis  butoir  K  en  place,  la 
tringle  ii  se  trouve  libre;  elle  est  entraînée  par  la  plaque,  et  la 
lecture  reste  ce  qu'elle  était  au  moment  où  on  a  touché  la  détente  ; 
on  effectue  alors  cette  lecture  à  Taide  du  microscope  micrométrique, 
soit  à  vis,  soit  à  plaque  divisée.  Les  choses  se  passent  identique- 
ment comme  dans  le  cas  où  la  rotation  de  la  vis  mesure  elle-même 
la  position  du  fil  mobile.  De  même  que  dans  ce  dernier  système, 
on  peut  employer  plusieurs  aiguilles,  de  même  ici  on  peut  mettre 
plusieurs  tringles  dans  des  coulisses  de  la  plaque  M,  coulisses 
portant  une  série  de  graduations  effectuées  sur  cette  plaque.  Les 
repères  de  ces  tringles  sont  alors  placés  devant  le  zéro  de  chaque 
graduation,  quand  le  repère  a'  de  la  plaque  est  devant  le  repère  a 
de  la  coulisse  G,  et  cela  suffit  pour  que  les  positions  de  ces  repères 
soient  déterminées. 

Dans  ce  système,  comme  dans  celui  de  la  vis  micrométrique, 
le  mouvement  de  la  plaque  M  M  peut  être  commandé  mécanique- 
ment d'un  mouvement  continu,  de  même  que  le  décliquetage 
peut  être  employé  pour  déterminer  un  courant  électrique  mar- 
quant, sur  la  bande  de  papier  d'un  chrorographe  électrique  divi- 
sée en  secondes  par  l'horloge,  l'instant  de  sa  fermeture.  Pour  des  ob- 
servateurs inexpérimentés,  ces  procédés  mécaniques  pourraient 
être  commodes,  mais  ils  sont  longs;  et  je  répète  que  l'expérience 
m'a  appris  que  le  décliquetage  peut  être  opéré  à  la  seconde  pré- 
cise, de  même  que  le  mouvement  continu  peut  être  obtenu  à  la 
main  avec  une  grande  perfection,  pourvu  qu'on  prenne  le  moin- 
dre peu  de  soin  et  qu'on  ait  pris  Thabitude  de  bien  saisir  rapi- 
dement le  rhythme  dé  l'horloge. 

133.  —  Avec  l'alt-azimut  et  le  théodolite,  on  peut,  sans  recourir 
à  remploi  des  micromètres,  faire  facilement  les  pointés  par  un 
procédé  aussi  simple  que  le  précédent,  pourvu  qu'on  fasse  mou- 
voir par  une  manivelle  une  roue  dont  l'axe  soit  situé  dans  le  pro- 
longement de  la  vis  de  rappel ,  et  qui  soit  liée  à  la  tête  de  cette 
vis  par  un  système  d'encliquetage  qu'une  détente  peut  faire  lâcher 
instantanément  en  frappant  sur  une  touche.  Alors  d'une  main 
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on  conduit  l'instrument  d'un  mouvement  continu  par  la  manivelle 
en  question  qui  agit  sur  la  vis  de  rappel,  et  on  peut  maintenir 
une  étoile  bissectée  ;  en  touchant  la  détente  au  battement  exact 
d'une  seconde,  l'instrument  s'arrôte,  la  vis  de  rappel  cessant  d'ê- 
tre conduite  à  l'instant  précis  où  la  détente  lâche,  malgré  la  con- 
tinuation du  mouvement  de  la  manivelle.  La  lenteur  extrême  du 
mouvement  de  l'instrument  fait  que  l'arrêt  est  instantané,  si 
surtout  un  frottement  suffisamment  fort  est  créé  par  les  vis  de 
pression  supplémentaires  des  vis  de  rappel,  vis  supplémentaires 
dont  nous  avons  parlé  dans  les  numéros  73  et  74.  Ici  encore 
l'instant  de  la  détente,  au  lieu  d'être  fait  à  la  seconde  exacte,  pour- 
rait être  enregistré  électriquement,  et  la  conduite  de  la  vis  de 
rappel  pourrait  avoir  lieu  mécaniquement  (1). 

134.  —  Enfin,  avec  un  théodolite  ordinaire,  en  l'absence  de  ma- 
nivelle et  d'appareil  de  détente  pour  les  vis  de  rappel,  on  peut  con- 
duire ces  dernières  par  un  mouvement  rhythmé  réglé  sur  la  se- 
conde, de  telle  sorte  que  le  pointé  ait  lieu  à  la  seconde  précise. 
Pendant  plusieurs  secondes,  on  prend  le  mouvement  rhythmé,  et 
on  arrive  bientôt  à  en  régler  l'amplitude,  de  façon  que  l'étoile  se 
trouve  pointée  à  la  fin  de  chaque  seconde  et  en  coïncidence  avec 
le  battement  de  l'horloge.  On  s'arrête  alors  sur  celui  des  pointés 
ainsi  obtenus,  qui  semble  le  meilleur,  et  on  retient  le  numéro  de 
la  seconde  correspondante.  J'ai  fait  à  ce  sujet  des  expériences 
qui  m'ont  donné  de  très-bons  résultats. 

DBS  INSTRUMENTS  DESTINÉS   A   OBSERVER  DANS   UN   PLAN  QUELCONQUE. 

Ces  instruments  se  composent  du  cercle  répétiteur  et  des  ins- 
truments de  réflexion. 

(4)  îl  est  intéressant  de  remarquer  que  par  ce  système  deux  obserrateuis 
munis  chacun  de  leurs  instruments  pourraient  faire  des  observations  ri- 
goureusement simultanées.  Chacun  d'eux  tiendrait  une  étoile  pointée,  et 
quand  l'un  d'eux  dirait  par  un  tope  qu'il  est  prêt,  l'autre,  s'il  était  égalcmout 
prêt,  établirait  un  (  ourant  électrique  qui  ferait  lâcher  les  détentes  simul- 
tanément.  U  est  encore  utile  de  reuumiuer  qu'en  conduisant  mécanique- 
ment soit  une  vis  de  rappel  de  l'in^itrument,  suit  un  micromètre  à  fd  ai«>- 
bile ,  il  faut  toujours  que  Tobservaleur  ait  à  sa  disposition  une  ris  tU 
rappel  de  correction  pour  maintenir  le  pointé  ;  cette  vis  de  rappel  agirait 
sur  la  position  relative  de  la  vis  micrométrique  et  de  Tappareil  conduc- 
teur. 
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Du  cercle  répétiteur. 

4  35.  —  Le  cercle  répétiteur  (fig.  29)  se  compose  d'un  support  ou 
pied  muni  de  3  vis  à  caler  et  dans  lequel  tourne  un  axe  vertical  ter- 
miné à  sa  partie  supérieure  par  une  fourchette  supportant  un  axe 
horizontal  que  traverse  un  2''  axe  perpendiculaire  à  lui,  et  tournant 
dans  une  douille  portée  en  son  milieu  par  Taxe  horizontal.  Ce 
deuxième  axe  se  termine  d'un  côté  par  un  cercle  gradué  dont  le 
plan  lui  est  perpendiculaire  et  qui  est  muni  de  deux  lunettes  entraî- 
nant des  alidades  ;  de  l'autre  côté,  il  se  termine  par  un  contre- 
poids, équilibrant  le  poids  du  cercle  et  des  lunettes. 

Par  cette  disposition,  on  voit  que  le  cercle  tourne  dans  son 

m 

plan  sur  son  axe,  qui  peut  être  amené  à  faire  tous  les  angles  pos- 
sibles avec  l'horizon  ;  en  même  temps,  l'instrument  tournant  sur 
son  axe  vertical,  l'axe  du  cercle  peut  être  dirigé  dans  tous  les 
azimuts  possibles.  De  cette  combinaison,  il  résulte  que  le  cercle 
peut  être  amené  dans  un  plan  quelconque. 

Des  deux  lunettes  du  cercle,  l'une,  dont  l'alidade  porte  4  ver- 
niers  opposés  2  à  2  et  situés  à  angle  droit,  est  placée  sur  la  face 
antérieure.  La  rotation  de  cette  lunette  par  rapport  au  cercle  se 
fait  autour  du  centre  de  ce  dernier  ;  l'autre  lunette  est  située  der- 
rière le  cercle,  et  est  placée  excentriquement,  l'axe  ne  permet- 
tant pas  qu'elle  tourne  autour  du  centre  de  ce  cercle  ;  mais  l'ex- 
centricité étant  très-petite,  il  n'en  résulte  pas  d'erreur  appréciable 
quand  il  s'agit  de  mesurer  des  angles  entre  deux  objets  éloignés. 
Chaque  lunette  est  d'ailleurs  munie  de  vis  de  pression  et  de 
rappel  ;  il  existe  aussi  une  vis  de  pression  permettant  d'arrêter 
rinstrument  dans  tous  les  azimuts. 

136.  —  Soient  maintenant  A  et  B  deux  points  très-éloignés 
dont  on  veut  mesurer  l'angle.  On  commence  par  placer  la  lu- 
nette supérieure  du  cercle  de  telle  sorte  que  le  zéro  de  celui  des 
verniers  de  son  alidade,  choisi  comme  index  principal,  coïncide 
avec  le  zéro  de  la  graduation,  et  on  la  fixe  au  cercle  dans  cette 
position  ;  puis  on  dirige  le  cercle  dans  le  plan  de  l'angle  des  deux 
points  A  et  B,  et  on  le  fait  tourner  dans  ce  plan  de  manière  à 
pointer  sur  A  avec  la  lunette  supérieure.  On  dirige  alors  la  lunette 
inférieure  vers  le  point  B,  et  par  tâtonnement  on  corrige  la  po- 
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sition  du  plan  du  cercle  s'il  est  nécessaire  jusqu'à  ce  que  les 
deux  points  A  et  B  soient  exactement  pointés  par  les  deux  lunet- 


tes dont  nous  supposons  qu'on  a  rendu  primitivement  la  collima- 
tion  égale  en  visant  avec  elles  un  même  poiat  et  faisant  en  sorte 
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que  ce  même  point  se  trouve  simultanément  sous  la  croisée  de 
leurs  fils.  Cela  posé,  on  arrête  très-fixement  le  plan  du  cercle 
dans  cette  position,  gui  ne  devra  plus  varier  pendant  la  mesure 
de  Tangle. 

Les  deux  lunettes  étant  ainsi  pointées  sur  les  deux  côtés  de 
l'angle  à  mesurer,  on  fait  tourner  le  système  du  cercle  et  des 
deux  lunettes  autour  de  Taxe  de  ce  cercle/ jusqu'à  ce  que  la  lu- 
nette inférieure  soit  pointée  sur  A.  On  arrête  le  cercle  dans  cette 
position,  on  détache  la  lunette  supérieure  et  on  Tarnène  à  pointer 
sur  B.  Dans  la  rotation  de  cette  lunette,  son  index  décrira  alors 
l'angle  double  de  celui  de  A  et  B,  et  on  pourra  lire  sur  le  cercle 
Tangle  ainsi  obtenu.  Mais  on  peut  continuer  de  répéter  l'angle; 
pour  cela,  on  fait  de  nouveau  tourner  le  système  entier  du  cercle 
et  des  lunettes  jusqu'à  ce  que  la  lunette  supérieure  soit  de  nou- 
veau dirigée  vers  A,  puis  on  détache  la  lunette  inférieure  qu'on 
dirige  sur  B,  où  on  la  fixe.  Faisant  tourner  de  nouveau  le  système 
entier  du  cercle  et  des  lunettes  jusqu'à  ce  que  cette  lunette  infé- 
rieure soit  pointée  sur  A,  il  suffit  de  détacher  la  lunette  supé- 
rieure et  de  la  pointer  sur  B  pour  avoir  l'angle  quadruple.  En  fai- 
sant de  nouveau  la  même  opération,  on  aura  l'angle  sextuple,  et 
ainsi  de  suite.  Dans  cette  manœuvre,  on  voit  que  chaque  fois 
qu'on  détache  une  des  lunettes  pour  la  faire  tourner  sans  déplacer 
le  limbe  entier,  l'autre  lunette  fixée  au  cercle  est  pointée  sur  un 
des  deux  objets  A  et  B.  La  moindre  déviation  qui  viendrait  à  se 
produire  dans  le  cercle  par  la  rotation  de  la  lunette  serait  alors 
accusée,  et  pourrait  être  corrigée  en  ramenant  au  pointé  par  la 
rotation  du  cercle  cette  lunette  fixée  sur  lui.  Mais  il  importe  de 
remarquer  aussi  que  rien  n'accuse  le  déplacement  que  les  lunet- 
tes pourraient  éprouver  par  rapport  au  cercle,  à  cause  de  leurs  vis 
de  rappel,  quand  ce  dernier  les  entraîne  toutes  les  deux.  Il  importe 
donc  que  les  vis  de  rappel  soient  très-serrées  et  dures  à  tourner, 
afin  que  leur  jeu  soit  annulé. 

137.  —  Quand  on  veut  employer  le  cercle  répétiteur  pour  la  me- 
sure des  distances  zénithales,  on  rend  vertical  le  plan  de  son  limbe 
à  l'aide  d'un  niveau  placé  sur  son  axe,  qui  devient  horizontal. 
La  lunette  inférieure  dans  ce  cas  ne  sert  plus  que  comme  support 
d'un  niveau.  L'instrument  s'emploie  alors  exactement  comme  lé 
théodolite  répétiteur  (voir  n**  5),  et  les  doubles  distances  au  zénith 
sont  données  par  la  série  des  observations  faites  avec  l'instrument. 
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position  directe  et  position  inverse,  [lest  bien  entendu  qpie  l'axe  ver- 
tical se  nivelle  par  les  mêmes  procédés  que  pour  le  théodolite.  Dans 
cette  situation  du  cercle  répétiteur,  on  voit  que  celui-ci  n'est  autre 
qu'un  théodolite  à  lunette  excentrique  dépourvu  de  son  cercle 
azimutal,  et  toute  la  théorie  des  corrections  de  niveau,  des  influen- 
ces des  erreurs  d*axe  et  de  collimation  est  alors  identique  à 
celle  du  théodolite  en  ce  qui  a  trait  aux  mesures  des  hauteurs. 
La  collimation  peut  être  déterminée  par  ceux  des  divers  procédés 
que  nous  avons  indiqués  pour  le  théodolite  excentrique,  et  dans  les- 
quels le  cercle  azimutal  ne  joue  aucun  rôle.  On  l'obtient  facilement 
en  employant  Tinstrument  dans  le  méridien  comme  lunette  méri- 
dienne, et  on  corrige  la  position  de  l'une  des  lunettes  jusqu  àceque 
la  collimation  soit  extrêmement  petite,  auquel  cas  elle  est  sans  in- 
fluence sur  les  distances  au  zénith,  sauf  tout  près  de  ce  point,  où  on 
n'observe  pas  avec  cet  instrument  Nous  avons  vu  (n*  136)  comment 
alors  l'autre  lunette  peut  être  rendue  parallèle  à  celle  dont  on  a 
détruit  la  collimation,  ce  qui  détruit  également  la  sienne.  Du  mo- 
ment où  la  collimation  des  deux  lunettes  est  la  même,  il  est  évident 
qu'une  petite  collimation  n'influe  pas  sur  les  angles  mesurés  entre 
deux  points  situés  dans  un  plan  quelconque.  En  cela  les  choses 
se  passent  comme  avec  le  cercle  mural. 

138.  —  Quand  on  veut  avec  le  cercle  répétiteur  obtenir  la  diffé- 
rence d'azimut  de  deux  points,  on  mesure  directement  l'angle  «  com- 
pris entre  ces  deux  points,  et  les  distances  zénithales  z  et  ^  de  cha- 
cun d'eux.  Alors,  dans  le  triangle  sphérique  formé  par  le  zénith 
et  les  deux  points  en  question  on  a,  en  appelant  a,  leur  différence 
d'azimut 

cos  a  =  cos  2  cos  ;;'  +  sln  z  sin  z'  cos  a,, 

ou  en  remplaçant  a]  par  1  — 2  sin  *  ^  a, 

cos  {z  —  s')  —  cos  a  =  2sin  js  sinz'  sin' {  a,. 

On  a  de  même  en  remplaçant  cos  a,  par  2  cos  *  ^  a,  —  1 
cos  a  —  cos  (z  +  «  )  =  2 sin  5  sin  s' cos*  {  a*. 

Divisant  membre  à  membre  ces  deux  équations,  il  vient 

cos  {z  —  s')  —  cos  a sin  .J  («  -h  5  —  «')  sin  1  (a  —  s  -4-  s" 

^^°8M«i— cos„_cos(3H-s')'"sin|(3-f.s'-ha)sm((s.^5'  — a) 
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ouenposanta  +  j5 -1-^=2;?, 

^  ^  '  sinpsin(p  —  «; 

L'angle  azimutal  ai  entre  deux  points  terrestres  est  ce  qu'on 
appelle  Tangle  de  ces  deux  points  réduit  à  l'horizon,  et  on  désigne 
sous  le  nom  de  réduction  à  l'horizon  le  calcul  de  cet  angle  a,. 

139.  —  Si  on  veut  avec  le  cercle  répétiteur  obtenir  l'azimut 
d  un  certain  point  A,  on  mesure  l'angle  entre  ce  point  et  un 
astre  dont  on  connaît  l'ascension  droite  et  la  déclinaison,  en  ayant 
soin  de  noter  l'heure  du  pointé.  Pour  effectuer  cette  mesure, 
lindex  de  la  lunette  supérieure  étant  amené  sur  le  zéro  du  limbe, 
on  pointe  A  avec  cette  lunette  en  plaçant  le  plan  du  cercle  dans 
une  direction  que  l'astre  (choisi  peu  élevé  sur  l'horizon)  va  in- 
cessamment couper  par  l'effet  de  son  mouvement  diurne.  On 
amène  alors  la  lunette  inférieure  à  pointer  sur  A  et  on  l'y  fixe. 
Puis  on  détache  la  lunette  supérieure  et  on  l'amène  vers  la  direc- 
tion de  l'astre  ;  on  pointe  ce  dernier  au  moment  où  il  traverse  le 
plan  dans  lequel  se  meut  cette  lunette  et  on  note  l'heure  du  pointé. 
On  répète,  si  on  veut,  l'opération  avec  la  nouvelle  position  de 
la  lunette  supérieure  comme  point  de  départ,  et  alors  on  a  soin 
de  faire  la  série  des  lectures  consécutives.  On  mesure  ensuite  la 
distance  zénithale  du  point  A.  Puis,  à  l'aide  de  Theure  des  pointés, 
dans  le  triangle  pôle,  zénith,  astre,  on  déduit  de  l'heure  de  chaque 
pointé  l'angle  horaire  de  l'astre,  si  l'état  de  l'horloge  est  connu  ; 
(nous  supposons  cet  état  de  l'horloge  déterminé  par  une  série  de 
distances  zénithales  de  l'astre  en  question  observées  d'abord  avec 
l'instrument,  et  calculées  par  les  méthodes  que  nous  exposerons 
plus  tard).  Il  est  en  effet  facile  d'avoir,  pour  une  heure  donnée, 
l'angle  horaire  d'un  astre  dont  l'ascension  droite  est  connue.  Cet 
angle  horaire  n'est  autre  que  l'angle  au  pôle  dans  le  triangle 
pôle,  zénith,  astre.  Nous  connaissons  les  deux  côtés  qui  le  renfer- 
ment, savoir  la  distance  de  l'astre  au  pôle,  complément  de  la  dé- 
clinaison ,  et  la  distance  du  zénith  au  pôle ,  complément  de  la 
latitude.  (La  latitude  a  dû  être  déterminée  avec  l'instrument  par 
des  distances  zénithales  circumméridiennes  d'un  astre  en  suivant 
les  méthodes  que  nous  exposerons  plus  tard.)  Connaissant  ainsi 
deux  côtés  et  l'angle  compris,  on  peut  calculer  le  troisième  côté, 
qui  n'est  autre  que  la  distance  de  l'astre  au  zénith,  et  en  appelant  z 
ce  3*  côté,  sa  valeur  est  donnée  par  la  formule  générale 
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cos  2  =  sin  /  sin  D  +  cos  /  cos  D  cos  P, 

formule  qu'on  rend,  si  on  veut,  logarithmique  par  les  procédés 
connus  et  dans  laquelle  /  est  la  latitude,  D  la  déclinaison  de  Tastre, 
et  P  l'angle  horaire  que  nous  ferons  positif  à  l'ouest,  négatif  à  Test. 
On  a  d'ailleurs  l'azimut  a  par  la  formule 

sin  /  cos  P  =  tang  D  cos  /  —  sin  P  cot  a, 

que  nous  avons  précédemment  démontrée  (note  du  n""  114),  et 
dans  laquelle  a  est  compris  entre  0  et  180®,  si  l'astre  est  à  l'ouest  ou 
s'abaisse,  et  entre  ISO""  et  360''  s'il  est  à  l'est  et  s'élève.  On  a 
aussi  a  par  la  règle  des  sinus  quand  on  a  déterminé  z.  On  diminue 
ensuite  z  de  la  valeur  de  la  réfraction  et  on  y  ajoute  la  parallaxe 
de  hauteur  pour  avoir  la  distance  apparente  au  zénith. 

Alors  pour  chacun  des  pointés,  on  connaît  la  distance  de  l'astre  au 
zénith,  ainsi  que  celle  du  point  A  et  l'angle  entre  l'astre  et  le  point  A 
est  donné  par  la  différence  des  lectures  consécutives.  On  calcule  donc 
parla  formule  du  n438  la  différence  a^  d'azimut  avec  A,  et  joignant 
à  l'azimut  calculé  de  l'astre  cet  angle  a^  ou  l'en  retranchant  suivant 
que  Tazimut  de  A  compté  du  nord  vers  l'ouest  était  plus  grand  ou  plus 
petit  que  celui  de  l'astre ,  on  a  par  la  série  des  pointés  une  série  de 
déterminations  de  l'azimut  de  A,  dont  on  prend  la  moyenne.  Dans 
cette  opération,  l'effet  de  la  répétition  pour  atténuer  les  erreurs  de 
graduation  est  le  même  que  si,  l'astre  étant  immobile,  on  avait 
ajouté  la  somme  des  arcs,  et  divisé  le  nombre  final  par  le  nombre 
de^  répétitions,  caj*  les  erreurs  sur  les  lectures  intermédiaires, 
quand  elles  augmentent  un  des  arcs,  diminuent  le  suivant  de  ma- 
nière à  faire  compensation. 

140.  —  On  voit  donc  par  là  que  le  cercle  répétiteur  peut  senir 
à  déterminer  les  azimuts  astronomiques;  mais  les  azimuts  ainsi 
déterminés  ne  sont  pas,  conune  avec  l'emploi  des  théodolites,  in- 
dépendants de  la  réfraction,  puisqu'à  cause  de  la  mesure  d'un 
angle  oblique,  il  a  fallu  introduire  dans  le  calcul  la  hauteur  appa- 
rente de  l'astre  qu'on  n'a  eue  qu'en  recourant  aux  tables  de  réfrac- 
tion pour  )a  calculer.  Cette  circonstance  rend  les  déterminations 
azimutales  au  cercle  répétiteur  inférieures  à  celles  du  théodolite, 
en  même  temps  que  les  calculs  sont  plus  longs.  Il  est  vrai  qu'on 
a  moins  d'erreurs  d'axes  à  corriger,  mais  l'influeDce  de  ces  der- 
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nières  lorsqu'on  observe  avec  le  théodolite  dans  les  deux  positions 
inverse  et  directe,  ou  lorsqu'on  se  sert  des  moyens  précis  de  rec- 
tiScation  que  nous  avons  indiqués,  est  tout  à  fait  négligeable  en 
présence  des  incertitudes  de  la  réfraction  atmosphérique.  Aussi 
aujourd'hui  on  n'emploie  plus  beaucoup  le  cercle  répétiteur,  dont 
toute  la  théorie  se  trouve  renfermée  dans  ce  qui  précède.  11  est  évi- 
denld'ailieurs  que  l'angle  incliné  compris  entre  deux  pointsdonnés 
peut  être  obtenu  avecle  théodolite  comme  avec  le  cercle  répétiteur, 
puisqu'on  peut  mesurer  la  distance  zénithale  apparente  de  ces  deux 
points  et  leur  différence  d'azimut  :  on  connaît  donc  dans  le  trian- 
gle qu'ils  forment  avec  le  zénith  deux  côtés  et  l'angle  compris 
et  an  peut  calculer  le  troisième  côté  par  la  formule  générale  de  la 
trigonométrie  sphérique,  ;  ce  troisième  côté  n'est  autre  que  l'angle 
qu'on  aurait  directement  mesuré  avec  le  cercle  répétiteur. 


Des  instruments  de  réflexion. 

Ul.  —  Comme  le  cercle  répétiteur,  les  instruments  de  réflexion 
sont  destinés  à  mesurer  des  angles  dans  un  plan  quelconque.  Tls 


n'ont  pasde  pied  ou  support,  et  ils  sont  tenus  &  la  main;  aussi  sont- 
Js  les  seuls  instruments  qu'on  puisse  employer  en  mer,  oii  les 
mouvements  des  navires  ne  permettr^ent  pas  de  niveler  des  axes. 
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Le  plus  usité  des  instniments  de  réflexion  est  le  sextant.  Il  se 
compose  d'un  arc  de  cercle  gradué  AA  (fig.  30)  d'environ  un  sixième 
de  circonférence,  et  c'est  de  là  qu'est  \enu  le  nom  de  sextant.  Sur 
cet  arc  gradué  se  meut  une  alidade  FF  mobile  autour  du  centre  U 
de  l'arc  et  portant  un  vemier.  Cette  alidade  est  d'ailleurs  munie 
d'une  vis  de  pression  permettant  de  l'arrêter  en  un  point  quelcon- 
que des  limbes,  et  une  vis  de  rappel  placée  par  rapport  à  la  vis  de 
pression,  comme  l'indique  la  figure,  permet  de  donner  à  cette  ali- 
dade des  mouvements  très-petits. 

L'alidade  FF  porte  en  son  point  de  rotation  en  B  un  miroir  qui 
est  perpendiculaire  au  plan  de  l'arc  gradué,  et  qu'on  appelle  grand 
miroir.  Ce  miroir  renvoie  sur  un  autre  miroir  G,  nommé  petit  mi- 
roir et  également  perpendiculaire  au  plan  de  l'arc  du  cercle  gradué, 
les  rayons  venant  d'un  des  objets  dont  on  veut  mesurer  la  distance 
à  un  autre  objet  ;  mais  ce  petit  miroir  G  est  fixe  et  étamé  seule- 
ment dans  la  moitié  de  sa  surface  (fig.  31).  Les  rayons  sont  ren- 
voyés par  le  miroir  G  dans  une  direction  DE  faisant  avec  le  plan  de 
ce  miroir  un  angle  égal  à  celui  que  font  les  rayons  réfléchis  par  B  et 

tombant  sur  G  :  suivant  cette  direction  DE  on  place 
une  lunette  ou  une  pinnule,  et  à  travers  cette  lunette 
ou  cette  pinnule  on  r^;arde  l'autre  objet  visible  à 
travers  la  partie  transparente  du  miroir  G.  La  ligne 
Hg.  31.  ^^  séparation  de  la  partie  étamée  et  non  étamée  du 
miroir  G  est  parallèle  au  plan  de  Tinstrument,  qui  est  complété  par 
une  poignée  H  destinée  à  le  tenir  à  la  main  et  par  deux  systèmes 
de  verres  colorés  L  et  K  tournant  autour  de  charnières  en  cet  b.  Les 
verres  colorés  L,  en  tournant  autour  de  la  charnière  c,  viennent 
se  placer  sur  le  trajet  des  rayons  allant  du  grand  miroir  B  au  petit 
miroir  G,  et  ser\ent  à  éteindre  l'image  réfléchie  de  celui  des  deux 
objets  auquel  on  ne  vise  pas  directement  pour  le  cas  où  la  lumière 
de  cet  objet  serait  trop  intense  pour  l'œil.  Les  verres  colorés  K, 
en  tournant  autour  de  6,  viennent  s'interposer  derrière  le  miroir 
G  et  atténuent  en  cas  de  besoin  Téclat  de  l'objet  auquel  on  vise  di- 
rectement. Ce^s  verres  colorés  sont  d'ailleurs  à  surfaces  parallèles 
pour  ne  pas  altérer  la  direction  des  rayons  lumineux  qui  les  traver- 
sent. Enfin  une  loupe  G  tournant  autour  du  point  a  se  place  au- 
dessus  du  vernîer  quand  on  en  fait  la  lecture. 

142.  —  PT\>]x^)ns-nous  maintenant  défaire  comprendre  com- 
ment cet  instrument  sert  à  la  mesure  de  Tangie  compris  entre  deux 
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objets.  Pour  cela,  supposons  d'abord  qu'on  vise  à  un  objet  très- 
éloigné  et  qu'on  fasse  tourner  l'alidade  jusqu'à  ce  que  le  miroir  B 
soit  parallèle  au  miroir  C  et  occupe  la  position  dd  (fig.  32).  L'éloi- 
gnement  de  l'objet  fait  alors  que  les  rayons  qui  traversent  la  lu- 
nette DE  et  ceux  RB  qui  tombent  sur  le  miroir  B  sont  parallèles. 
Mais  le  rayon  RB  est  réfléchi  suivant  BG,  et  NB  étant  la  normale 
àflW,  RBN=NBC  et  RBC  =  BCE, 
puisque  RB  et  CE  sont  parallèles,  et 
puisque  la  direction  G  E  a  été  choisie 
de  telle  sorte  que  BG  et  GE  fassent  un 
môme  angle  avec  le  miroir  G  ;  consé- 
quemment  RB,  parallèle  à  G  E,  et  B  G 
font  le  même  angle  avec  le  miroir  B 
parallèle  au  miroir  G,  et  conséquem- 
ment  avec  sa  normale,  et  les  rayons 
réfléchis  suivant  BG  étant  renvoyés 
par  le  miroir  G  suivant  DE,  on  voit 
donc  que  dans  ce  cas  les  rayons  directs 
vus  à  travers  la  partie  transparente  du  miroir  G  et  les  rayons  réflé- 
chis par  le  système  des  deux  miroirs  B  et  G  concourent  à  former 
une  seule  image  de  l'objet  auquel  on  vise. 

Supposons  maintenant  qu'au  lieu  d'avoir  la  direction  dd  paral- 
lèle au  miroir  G,  le  grand  miroir  prenne  la  position  dd;  alors  les 
rayons  tombant  suivant  RB  parallèle  à  DG  ne  seront  plus  renvoyés 
suivant  la  même  direction  B  G  qu'auparavant.  Les  rayons  renvoyés 
suivant  B  G  seront  ceux  qui  viendront  d'une  autre  direction  SB 
taisant  avec  la  normale  N'BàcTcTun  angle  SBN'  égal  àN'BG. 
Les  rayons  venant  du  point  S,  après  avoir  été  réfléchis  suivant  BG, 
seront  ensuite  comme  précédemment  renvoyés  suivant  D  E  par  le 
miroir  G  qui  n'a  pas  bougé.  L'image  du  point  S  se  montrera  donc 
suivant  la  direction  DE,  où  on  voit  toujours  le  même  objet  R  visé 
directement.  Or  l'angle  RBS  est  l'angle  des  deux  objets  R  et  S  et 
cet  angle  est  double  de  l'angle  N  B  N'.  On  a  en  effet, 


Fig.  S2. 


RBC  =  2xCBN    et    SBG  =  î2xCBN'. 


On  a  donc 


ou 


SBC  — RBG  =  2(CBN'-GBN) 


RBS=2xNBN'. 
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Mais  l'angle  NBN'des  normales  est  égal  à  l'angle  (f  Bc/des 
deux  positions  du  miroir  B,  lequel  angle  est  mesuré  par  le  dépla- 
cement de  l'alidade  pour  passer  de  l'une  à  l'autre  des  deux  posi- 
tions (/(/ et  (fef. 

On  voit  donc  que  si  on  a  réglé  les  positions  du  miroir  de  telle 
sorte  que  l'index  de  l'alidade  marquât  0^,  quand  les  deux  miroirs 
étaient  parallèles,  c'est-à-dire  quand  le  grand  miroir  avait  la  posi- 
tion dd  y  en  déplaçant  l'alidade  de  telle  sorte  qu'on  voie  l'image 
d'un  point  S  superposée  à  celle  d'un  point  R,  la  lecture  du 
cercle  gradué  divisé  comme  d'usage  en  degrés  donnerait  la  moitié 
de  l'angle  RB  S  compris  entre  les  deux  objets  R  et  S.  Mais  pour 
éviter  de  doubler  les  angles  lus  sur  le  limbe,  les  artistes  divisent 
l'arc  du  cercle  en  demi-degrés  et  numérotent  ces  demi-degrés 
comme  des  degrés.  De  cette  manière  la  lecture  faite  sur  le  limbe 
donne  directement  l'angle  des  deux  objets  dont  les  images  ont  été 
amenées  en  coïncidence. 

Avec  le  sextant,  la  mesure  de  l'angle  de  deux  points  se  réduit 
donc  à  viser  directement  l'un  d'eux  en  amenant  le  plan  de  l'instru- 
ment dans  le  plan  qui  passant  par  l'œil  renferme  ces  deux  objets  ; 
on  fait  ensuite  mouvoir  l'alidade  jusqu'à  ce  que  l'image  réfléchie 
du  deuxième  point  apparaisse  dans  le  champ,  après  quoi,  à  l'aide 
de  la  vis  de  rappel,  on  amène  les  deux  images  en  coïncidence  au 
milieu  du  champ  où  on  a  placé  l'objet  directement  visé.  Il  ne  reste 
plus  ensuite  qu'à  effectuer  la  lecture  sur  l'arc  gradué.  Mais  il  faut 
pour  cela  que  l'instrument  soit  bien  réglé,  c'est-à-dire  que  le  plan 
des  deux  miroirs  soit  bien  perpendiculaire  à  celui  du  limbe, 
et  que  l'alidade  marque  0""  quand  les  deux  miroirs  sont  paral- 
lèles. 

143.  —  Il  est  facile  de  reconnaître  si  la  surface  réfléchissante  du 
grand  miroir  est  bien  perpendiculaire  au  plan  du  limbe;  pour  cela 
on  place  l'œil  dans  le  voisinage  du  plan  de  l'instrument  et  de  manière 
à  voir  réfléchie  dans  le  grand  miroir  une  partie  du  limbe  ;  on  voit 
en  même  temps  directement  la  portion  de  ce  limbe  qui  se  réfléchit. 
Or  si  le  miroir  est  bien  perpendiculaire,  la  portion  vue  directement 
et  la  portion  réfléchie  du  limbe  doivent  paraître  exactement  dans  le 
prolongement  l'une  de  l'autre  ;  quand  le  grand  miroir  est  oblique 
au  limbe,  ces  deux  portions  ont  une  fracture  apparente  à  leur 
jonction.  Si  le  miroir  n'est  pas  bien  perpendiculaire,  on  corrige 
son  inclinaison  au  moyen  de  vis  de  rappel  adaptées  dans  ce  but  au 
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le  miroir,  vis  qui  font  basculer  ce  dernier  par 


î7^ 


?v«;r  s  nttjfcjtouu  de  la  perpendicularité  du  grand  miroir  on 
wine  JUS  fMifuctMs  deux  petites  lames  de  cuivre  exactement 
:ie  skîoe  janaecr  ei  qu*un  talon  permet  de  faire  tenir  debout  et 

le  limbe.  On  pose  alors  les  lames  en  question 
idioisîssant  leurposition  et  celle  du  grand  miroir. 
Tan  de  ces  viseurs  cache  àToBil  l'image  de  l'autre 
dans  le  miroir  :  les  arêtes  de  celui  des  viseurs 
'^  a  K4t  par  réflexion  doivent  paraître  exactement  dans  le  pro- 
•csneot  àes  arêtes  de  celui  qu'on  voit  directement. 
i^aoi  on  a  rmdu  le  grand  miroir  bien  perpendiculaire,  il  est 
:«i2e  et  rendre  paiement  le  petit  miroir  perpendiculaire  au 
-sîfie,  en  agissant  sur  les  vis  de  rappel  de  son  plateau  support, 
ir  il  perpoidicularité  se  manifeste  en  ce  que  dans  la  lunette 
"ï  paît  faire  coïncider  un  objet  avec  son  image  réfléchie  par  le 
:}^iat  des  deux  miroirs ,  tandis  que  si  avec  le  grand  miroir 
fttpeo&ulaire,  le  petit  est  oblique,  l'image  réfléchie  d'un  ob- 
jet ptsse  à  drmte  ou  à  gauche  de  cet  objet  dans  le  mouvement 
lie  TaGdade,  mais  ne  se  superpose  pas  ;  la  coïncidence  est  alors 


Llostrament  est  aussi  muni  d'une  vis  de  rappel  qui  fait  mou- 
loîr  le  petit  miroir  autour  d'un  axe  vertical,  afin  de  le  rendre  pa- 
rdlëe  au  grand  miroir  quand  l'alidade  est  sur  zéro  ;  ce  parallé- 
i^sme  se  reconnaît  en  ce  qu'un  objet  trës-éloigné  se  confond  avec 
9oa  image.  Je  dis  un  objet  très-éloigné,  parce  que  le  sextant  a 
Doe  parallaxe  sensible  pour  les  objets  rapprochés,  c'est-à-dire 
que,  pour  ces  derniers,  on  ne  peut  plus  regarder  comme  parallèle? 
les  rayoQS  qui  tombent  sur  le  grand  miroir  et  ceux  qui  entrent  di- 
rectement dans  la  lunette. 

Quand  les  deux  miroirs  ont  été  amenés  à  la  perpendicularité,  on 
complète  donc  le  réglage  de  l'instrument  en  conduisant  l'alidade 
eiactement  sur  zéro  et  en  faisant  mouvoir  le  petit  miroir  à  l'aide 
de  la  vis  de  rappel  dont  je  viens  de  parler,  jusqu'à  ce  que  l'image 
d  un  objet  très-éloigné  réfléchie  par  les  deux  miroirs  vienne  re- 
couvrir cet  objet  vu  directement  dans  la  lunette  ou  à  travers  la 
pinnule. 

Le  plus  souvent  on  se  dispense  de  faire  cette  dernière  rectifica- 
tion, et  on  se  contenle  de  lire  sur  le  limbe  l'arc  qu'on  obtient  en 

15 
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faisant  coïncider  un  objet  éloigné  avec  son  image.  Cet  arc  est 
alors  la  correction  à  retrancher  de  tous  les  angles  obtenus  pour 
avoir  les  angles  réels,  et  on  l'appelle  Verreur  de  collimation.  Il 
importe  de  remarquer  qu'ici  l'erreur  de  coUimation  n'a  pas  la 
même  signification  que  dans  les  autres  instruments  d'astronomie 
où  elle  s'applique  à  l'angle  des  lunettes  avec  la  perpendiculaire  à 
leur  axe.  Ce  qui  en  réalité,  dans  le  sextant,  répondrait  à  l'erreur  de 
coUimation  des  autres  instruments,  est  le  défaut  de  perpendicu- 
larité  des  miroirs.  Mais  dans  le  sextant  l'usage  a  ratifié  la  dénomi- 
nation d'erreur  de  coUimation  donnée  à  l'erreur  du  z^  de  l'ins- 
trument. Afin  de  pouvoir  mesurer  la  coUimation  quand  elle  est 
additive,  les  artistes  prolongent  un  peu  en  deçà  du  zéro  les  divi- 
sions de  l'arc  gradué. 

144. — J'ai  dit  que  souvent  dans  le  sextant,  comme  dans  les  autres 
instruments  de  réflexion,  on  remplace  la  lunette  par  une  pinnule. 
Dans  ce  cas,  on  fait  en  sorte  d'amener  sur  l'objet  vu  directement  et 
au  milieu  de  la  hauteur  de  ce  dernier  la  ligne  de  séparation  de  la 
partie  étamée  et  non  étamée  du  petit  miroir,  et  c'est  sur  cette 
ligne  qu'on  amène  la  coïncidence  des  images.  Mais  avec  la  pinnule 
on  a  la  moitié  du  champ  des  objets  vus  directement  interceptée  par 
la  partie  étamée  du  miroir,  et  la  moitié  du  champ  des  images  vues 
par  réflexion  cesse  d'être  perceptible  du  côté  où  on  voit  les  images 
directes.  Il  n'en  est  pas  de  même  avec  la  lunette,  où  les  rayons 
directs  des  objets  situés  derrière  la  partie  étamée  et  qui  ne  peuvent 
atteindre  directement  la  pinnule,  atteignent  cependant  la  moitié 
de  l'objectif  située  devant  la  partie  non  étamée  et  viennent  former 
leur  image  aussi  bien  que  si  ces  rayons  avaient  atteint  tout  l'ob- 
jectif. Ainsi  dans  la  lunette  on  voit  l'image  directe  des  objets  situés 
derrière  la  partie  étamée  du  miroir.  De  même  les  objets  qui  dans 
l'image  réfléchie  se  seraient  projetés  dans  la  direction  de  la  partie 
non  étamée,  se  voient  à  cause  de  ceux  de  leurs  rayons  qui  ont  at- 
teint une  portion  de  la  surface  de  l'objectif.  La  lunette  fait  donc 
voir  deux  champs  superposés  et  non  comme  la  pinnule  deux  por- 
tions de  champ  juxtaposées.  Il  en  résulte  donc  qu'en  outre  de  l'a- 
vantage qu'elle  possède  de  grossir  les  objets,  la  lunette  a  celui  de 
montrer  l'image  directe  comme  si  tout  le  miroir  était  transparent  et 
l'image  réfléchie  comme  si  tout  le  miroir  était  étamé,  ce  qui  rend 
les  superpositions  d'image  bien  plus  exactes*  Comme  c'est  au  mU 
lieu  du  champ  de  la  lunette  que  les  objets  doivent  être  amenés  en 
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coïncidence,  on  tend  dans  la  lunette,  pour  mieux  distinguer  ce 
milieu,  quatre  fils  formant  un  carré  au  milieu  du  champ. 

En  faisant  mouvoir  la  lunette  parallèlement  à  elle-même  de 
façon  à  la  rapprocher  ou  à  Técarter  du  limbe,  on  modifie  la  gran- 
deur des  surfaces  de  Tobjectif  situées  devant  la  partie  étamée  ou 
non  étamée  du  petit  miroir,  et  par  conséquent  on  peut  par  là  aug- 
menter l'intensité  des  images  réfléchies  et  diminuer  en  même 
temps  celle  des  images  directes,  de  façon  à  amener  à  la  même  in- 
tensité l'image  directe  et  l'image  réfléchie  d'un  même  objet.  Des 
vis  de  rappel  permettent  de  donner  à  la  lunette  ce  mouvement  pa- 
rallèle. 

145. — On  rend  aussi  exactement  qu'on  le  peut  la  lunette  paral- 
lèle au  plan  du  limbe.  Il  est  d'ailleurs  facile  'de  reconnaître  que 
pourvu  que  les  miroirs  soient  bien  perpendiculaires  au  plan  du 
limbef  un  très-petit  défaut  du  parallélisme  de  la  lunette  et  de  ce 
dernier  est  sans  influence  sur  les  mesures  des  angles  compris  entre 
deux  points.  Les  choses  se  passent  en  cela  exactement  comme  pour  la 
collimation  du  cercle  mural.  Ce  n'est  que  si  le  défaut  de  parallélisme 
était  très-notable  qu'il  pourrait  y  avoir  une  influence  appréciable, 
car  alors  les  arcs  de  grand  cercle  abaissés  des  objets  dont  on  mesure 
Tangle  perpendiculairement  au  plan  du  limbe  ne  pourraient  plus 
être  considérés  comme  de  petites  lignes  droites.  On  règle  donc  tou- 
jours facilement  et  à  vue  la  lunette  à  un  degré  de  parallélisme  suf- 
fisant pour  n'avoir  aucune  erreur  à  craindre  de  ce  côté. 

L'arc  de  cercle  du  sextant  étant  d'un  sixième  de  circonférence  ou 
de  60',  et  chaque  degré  en  valant  deux  sur  cet  instrument,  on  voit 
que  le  sextant  peut  mesurer  tous  les  arcs  depuis  0  jusqu'à  120'',  et 
même  un  peu  au  delà,  car  on  donne  généralement  à  l'instrument 
un  peu  plus  de  60^  On  a  fait  quelquefois  des  sextants  du  5'  de  la 
circonférence,  c'est-à-dire  de  72'',  et  conséquemment  mesurant  des 
arcs  de  (ii""  :  on  les  appelle  alors  quintants.  V octant  est  un  sextant 
d'un  8*  de  circonférence  ou  de  48*"  mesurant  conséquemment,  les 
arcs  jusqu'à  90"*.  Tout  ce  que  nous  avons  dit  du  sextant  est  appli- 
cable au  quintant  et  à  l'octant. 

146.  —  Le  sextant,  de  même  que  le  quintant  et  l'octant,  est  em- 
ployé en  mer  pour  mesurer  les  hauteurs  du  soleil  et  de  la  lune  au- 
dessus  de  l'horizon ,  ou  pour  mesurer  les  distances  de  la  lune  au 
soleil  ou  à  une  étoile.  Pour  ces  dernières  mesures,  on  amène  le  bord 
du  soleil  à  être  tangentiel  à  celui  de  la  lune,  et  pour  avoir  la  distance 
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apparente  des  centres  on  ajoute  à  l'arc  mesuré  ou  on  en  retranche, 
suivant  le  côté  où  on  a  effectué  la  tangence,  la  somme  des  demi- 
diamètres  des  deux  astres  donnée  par  les  éphémérides.  Pour  les 
distances  de  la  lune  à  une  étoile,  on  ajoute  ou  on  retranche,  pour 
avoir  la  distance  de  l'étoile  au  centre  de  la  lune,  le  demi-diamètre 
lunaire  donné  par  les  éphémérides. 

Pour  obtenir  les  hauteurs  du  soleil  ou  de  la  lune  au-dessus  de 
l'horizon,  on  mesure  directement  leurs  distances  à  l'horizon  de  la 
mer  (1).  Pour  cela,  tenant  l'instrument  sensiblement  vertical,  on 
amène  l'image  réfléchie  de  ces  astres  à  être  tangente  à  l'horizon 
de  la  mer  visé  directement.  Mais  il  y  a  ici  une  précaution  très-im- 
portante à  prendre  pour  s'assurer  que  la  distance  qu'on  mesure  est 
bien  réellement  la' plus  courte  distance  de  l'astre  à  l'horizon  de  la 
mer,  c'est-à-dire  la  distance  mesurée  réellement  dans  la  verticale  et 
non  dans  un  plan  oblique.  Pour  cela,  après  avoir  rendu  l'image  tan- 
gente à  l'horizon  de  la  mer  en  tenant  l'instrument  sensiblement  ver- 
tical, on  fait  mouvoir  la  lunette  de  manière  à  la  promener  sur  un 
petit  arc  de  l'horizon  en  même  temps  qu'on  incline  l'instrument  par 
un  léger  balancement  de  façon  à  conserver  toujours  l'image  solaire 
ou  lunûre  dans  le  champ.  Dans  ce  balancement  de  l'instrument, 
l'image  de  l'astre  décrit  un  arc  de  cercle  qui  ne  doit  pas  mordre 
sur  l'horizon  de  la  mer,  sans  quoi  on  aurait  pris  une  distance  obli- 
que ;  l'image  de  l'astre  doit  venir  toucher  exactement,  mais  seu- 
lement toucher  la  surface  de  la  mer  par  celui  de  ses  bords  infé- 
rieurs ou  supérieurs  pour  lequel  on  voulait  la  mesure.  Quand  on 
a  ainsi  amené  l'astre  à  toucher  l'horizon  de  la  mer,  on  avertit  par 
un  signal  de  la  voix  un  aide  qui  note  l'heure  du  chronomètre.  Si 
c'est  la  hauteur  méridienne  du  soleil  qu'on  veut  obtenir,  on  com- 
mence l'observation  un  peu  avant  midi  ;  tant  que  l'astre  monte, 
on  voir  son  image  s'écarter  de  la  surface  de  la  mer,  de  sorte  qu'on 
a  toujours  à  presser  la  vis  de  rappel  dans  le  môme  sens  pour  main- 
tenir la  tangence,  sans  cesse  vérifiée  par  le  très-petit  balancement 
en  question.  Dès  qu'on  s'aperçoit  qu'il  ne  faut  plus  pousser  la  vis, 

(1)  Dans  le  crépuscule  un  peut  quelquefois  obtenir  des  hauteurs  de  pla- 
nètes brillantes  de  la  môme  manière^  et  par  très  beau  clair  de  lune,  on 
peut  aussi^  quand  le  ciel  est  très-pur  et  l'horizon  de  la  mer  sans  brouillard, 
mesurer  des  hauteurs  d'étoiles  de  première  ou  de  deuxième  fondeur.  Mai^ 
il  est  rare  que  l'horizon  de  la  mer  se  voie  avec  assez  de  netteté  pour  que  l'ob- 
scrvation  soit  très-bonne. 
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mais  que  Timage  de  l'astre  tend,  au  contraire,  à  couper  la  surface 
de  la  mer,  on  a  la  preuve  qu'on  a  obtenu  sur  l'instrument  la  plus 
grande  hauteur  apparente  ou  la  hauteur  méridienne  apparente, 
dont  on  effectue  alors  la  lecture. 

147.  —  En  tenant  compte  du  demi-diamètre  donné  parles  éphé- 
mérides,  et  en  l'ajoutant  à  l'arc  obtenu  si  on  a  observé  le  bord  infé- 
rieur, ou  le  retranchant  si  on  a  observé  le  supérieur,  on  obtient  la 
hauteur  apparente  du  centre  de  l'astre.  Mais  il  y  a  encore  une  autre 
correction  à  faire.  Cette  correction  vient  de  ce  que  l'horizon  de  la 
mer  n'est  pas  exactement  l'horizon  astronomique  qui  est  le  plan 
horizontal  passant  par  l'œil  de  l'observateur.  L'horizon  de  la  mer 
se  voit  en  dessous  de  ce  plan  d'une  quantité  d'autant  plus  grande 
que  l'œil  de  l'observateur  est  plus  élevé  au-dessus  du  niveau  des 
eaux.  On  appelle  dépression  de  V horizon  l'arc  dont  l'horizon  de  la 
mer  est  vu  au-dessous  de  l'horizon  astronomique.  La  dépression 
de  l'horizon  doit  donc  être  retranchée  des  arcs  mesurés  pour  avoir 
les  hauteurs  au-dessus  de  Thorizon  astronomique. 

Cette  dépression  de  l'horizon  est  facile  à 
calculer.  En  effet,  soit  N  M  (fig.  33)  la  sur- 
&ce  de  la  mer,  OM=A  la  hauteur  de  l'œil 
de  l'observateur  au-dessus  de  la  surface  de  la 
mer,  NC=MC=R  le  rayon  moyen  ter- 
restre (la  terre  étant  ici  supposée  sphérique, 
car  son  défaut  de  sphéricité  n'introduit  pas 
d'erreur  sensible).  Menons  0  K  perpendicu- 
laire à  OC,  l'angle  KO  N  est  la  dépression  de 
rhorizon,  et  cet  angle  KO  N=N GO,  car  le 
triangle  N  G  0  est  rectangle  en  N,  et  par  con- 
séquent N  0  G  est  le  complément  de  N  G  0  ; 
donc  KON=NGM=C,  en  appelant  G 
l'angle  NOM-  ''*'•''• 

Cela  posé  dans  le  triangle  rectangle  0  G  N,  on  a 

ON'  =  OC*  — CN»  =  (R  +  A)>— R>, 

ou  en  négligeant  le  carré  de  h 

0N'=2RA. 
On  a  d'ailleurs 

ON  =  NCtangG  =  RtangC, 
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donc 

R»tang*C  =  2RA, 
d'où 

tengC«V/ -^, 

et  G  étant  un  très-petit  arc,  on  peut  remplacer  tang  G  par 
C  sin  1"  pour  avoir  G  en  secondes ,  et  il  vient  pour  h  valeur 
de  G,  qui  n'est  autre  que  KO  N  ou  la  dépression  de  l'horizon , 

P L.i/2^ 

^— sin4"V    -R" 

Mais  dans  ce  qui  précède,  nous  n'avons  pas  tenu  compte  de  la 
réfraction,  qui  fait  paraître  le  point  N  un  peu  plus  haut  en  N\  de 
sorte  que  la  dépression  apparente  de  l'horizon  K  0  N'  est  plus 
petite  du  petit  arc  NON'  que  la  dépression  réelle  K  0  N.  Or,  l'expé- 
rience a  appris  que  ce  petit  arc  N  0  N',  ou  la  réfraction  terrestre, 
est  égal  pour  l'état  atmosphérique  moyen  à  0,08  G.  La  dépression 
apparente  de  l'horizon  est  donc,  en  l'appelant  0, 

0  =  C  — 0,08C  =  0,920  =  -^V/^, 

'  '  SIQ  1    ^        K 

formule  dans  laquelle  R=6366  669",  et  h  est  la  hauteur  en 
mètres  de  l'œil  de  l'observateur  aundessus  du  niveau  de  la 
mer. 

Afin  d'abréger  le  calcul  pour  les  marins,  on  a  fait  des  tables 
qui  donnent  directement  les  valeurs  de  0  pour  les  divers  valeurs 
de  h.  La  formule  précédente  donne  le  moyen  de  construire  ces 
tables.  En  retranchant  le  petit  arc  0  des  hauteurs  apparentes  me* 
surées  au-dessus  de  l'horizon  de  la  mer,  on  a  les  hauteurs  appa- 
rentes au-dessus  de  l'horizon  astronomique.  Il  n'y  a  plus  alors 
qu'à  corriger  ces  hauteurs  de  l'effet  de  la  réfraction  astronomique 
pour  avoir  les  hauteurs  vraies. 

148.  — Lorsqu'on  veut  à  terre  employer  le  sextant  pour  mesurer 
la  hauteur  des  astres  au-dessus  de  Thorizon,  comme  on  n'a  plus 
alors  comme  en  mer  un  horizon  naturel  uniforme  et  en  relation 
connue  avec  Thorizon  astronomique,  on  emploie  ce  qu'on  appelle 
les  horizons  artificiels.  Ils  consistent  en  une  surface  horizontale 
réfléchissante  dans  laquelle  on  voit  l'image  de  l'astre  à  une  distance 
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au-dessous  de  l'horizon  astronomique  égale  à  celle  où  cet  astre  se 
montre  au-dessus  de  ce  plan.  Le  plus  simple  des  horizons  artifi- 
ciels est  un  bain  d'un  liquide  dont  la  surface  se  place  d'elle-même 
horizontalement.  Dans  ce  cas,  on  emploie  généralement  le  mercure, 
et  on  a  ce  qu'on  appelle  V horizon  artificiel  à  mercure.  Mais  la  grande 
mobilité  de  ce  corps  exposant  sa  surface  à  des  ondes  qui,  naissant  de 
la  moindre  agitation  de  l'air  ou  de  petites  trépidations  du  sol,  trou- 
blent les  images,  on  peut  avec  avantage  lui  substituer  un  bain  de 
goudron,  d'encre  ou  de  cirage,  dont  la  surface  noire  est  très-réflé- 
chissante. On  vise  alors  directement  à  l'image  réfléchie  par  le  bain, 
et  à  l'aide  des  miroirs  on  amène  l'image  de  l'astre  à  coïncider 
avec  cette  image  réfléchie.  L'angle  lu  sur  l'instrument  est  alors  le 
double  de  la  hauteur  apparente  de  l'astre  au-dessus  de  l'horizon 
astronomique. 

Quand  l'air  est  agité,  on  place  au-dessus  du  liquide  réfléchis- 
sant un  système  de  glaces  inclinées  de  4S°  et  à  faces  parallèles  ; 
ces  glaces  protègent  contre  le  vent  la  surface  de  ce  liquide  ;  mais  il 
faut  alors  que  les  surfaces  des  glaces  soient  bien  parallèles  pour 
qu'elles  ne  produisent  pas  l'efiet  d'un  prisme  qui  dévie  les  images. 
Toutefois,  en  faisant  deux  observations  consécutives  et  en  renver- 
sant pour  la  seconde  dans  leur  cbftssis  les  glaces  haut  pour  bas, 
Teffet  du  défaut  de  parallélisme  de  ces  demtères  disparaît  de  la 
moyenne  des  résultats,  car  il  est  évident  que,  dans  la  deuxième 
observation ,  la  déviation  des  glaces  est  de  sens  contraire  à  ce  qu'elle 
était  dans  la  première. 

On  emploie  aussi  des  horizons  artificiels  dits  d  glace.  Ceux-ci 
consistent  en  une  glace  noire  supportée  par  trois  vis  à  caler.  On 
dispose  horizontalement  cette  glace  à  l'aide  d'un  niveau  fixé  sur 
une  tablette  métallique  qu'on  dépose  sur  elle.  Le  nivellement  de 
la  glace  s'effectue  alors  comme  celui  du  théodolite  (n""  iO),  en  pla- 
çant le  niveau  parallèlement  à  deux  vis  et  le  retournant  ensuite 
bout  pour  bout  afin  de  trouver  la  position  moyenne  de  la  bulle  qui 
répond  au  nivellement,  après  quoi  on  nivelle  dans  le  sens  d'une 
des  premières  vis  et  de  la  troisième.  Les  horizons  artificiels  à 
glace  dont  le  nivellement,  quelque  approché  qu'on  le  fasse,  n'est 
pas  absolument  rigoureux,  sont  inférieurs  comme  précision  aux 
horizons  artificiels  à  mercure. 

149.  —  Le  sextant  ne  mesurant  que  des  angles  de  120'',  on  ne 
peut  obtenir  avec  l'horizon  artificiel  que  des  hauteurs  au-dessus 
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de  rhorizon  inférieures  à  60''.  Avec  le  quintant,  on  peut  aller  jus- 
qu'à 72^.  Dans  les  basses  latitudes,  on  ne  peut  donc  pas  sur  terre, 
avec  cet  instrument,  obtenir  la  latitude  par  des  hauteurs  méri- 
diennes du  soleil;  mais  conmie  on  peut,  avec  un  horizon  artifi- 
ciel, observer  facilement  les  étoiles  brillantes,  on  en  trouve  tou- 
jours quelques-unes  qui  passent  au  méridien  dans  les  limites  de 
hauteur  où  atteint  l'instrument.  Pour  des  observations  de  l'heure 
par  les  hauteurs,  on  n'a  jamais  besoin  d'observer  à  de  trôs-grandas 
hauteurs  au-dessus  de  l'horizon .  Enfin,  quant  aux  ascensions 
droites  de  la  lune  pour  les  longitudes,  on  peut  les  obtenir  par  des 
hauteurs  de  la  lune,  ou  mieux  encore  par  des  distances  de  la  lune 
au  soleil  ou  aux  étoiles.  Le  sextant  permet  donc  de  faire  les  di- 
verses opérations  astronomiques  nécessaires  aux  géographes.  On 
peut  aussi  avec  lui  obtenir  les  azimuts  d'objets  terrestres  par  la 
méthodeque  nous  avons  indiquée  pour  le  cercle  répétiteur  (n*  139), 
car  on  peut  mesurer  avec  l'horizon  artificiel  la  hauteur  des  objets 
terrestres  et  l'angle  de  ces  derniers  avec  un  astre  à  un  instant 
donné,  ce  qui  permet  de  calculer  la  hauteur  de  ce  dernier. 

On  voit  donc  qu'avec  un  sextant  on  peut  faire  toutes  les  opé- 
rations voulues  pour  le  levé  d'une  carte  géographique.  Toute- 
fois, à  terre,  on  doit  lui  préférer  le  théodolite,  qui  est  beau- 
coup plus  précis  :  l""  parce  que  les  lunettes  des  sextants  étant, 
pour  que  l'instrument  puisse  être  tenu  à  la  main,  d'un  gros- 
sissement six  à  huit  fois  plus  faible  que  celui  des  lunettes  des 
théodolites,  le  pointé  avec  le  sextant  est  six  à  huit  fois  moins 
précis  qu'avec  le  théodolite  ;  2^  parce  que  dans  le  sextant  la  préci- 
sion des  angles  mesurés  dépend  uniquement  des  soins  apportés 
par  l'artiste  à  la  construction  :  les  glaces  doivent  être  à  surfaces 
rigoureusement  parallèles,  sans  quoi  les  réfractions  altèrent  la 
direction  des  rayons  lumineux  ;  or  un  de  nos  plus  habiles  artistes, 
M.  Brunner,  convenait  lui-même  qu'une  glace  à  faces  rigoureu- 
sement parallèles  est  impossible  à  obtenir.  3^  La  totalité  de  la  sur- 
face de  l'objectif  de  la  lunette  ne  sert  pas  pour  l'image  directe  et 
l'image  réfléchie.  Ce  sont  des  parties  différentes  de  cette  surface 
qui  agissent  pour  les  deux  images,  nouvelle  cause  d'erreur.  4*  La 
même  étendue  de  la  surface  du  grand  miroir  ne  sert  pas  pour  tous 
les  angles  ;  or  il  en  est  des  surfaces  rigoureusement  planes  comme 
des  surfaces  rigoureusement  parallèles  :  les  artistes  ne  peuvent 
atteindre  qu'un  certain  degré  de  perfection  qui  n'est  pas  l'absolu. 
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S"  L'alidade  doit  être  exactement  centrée  sur  le  point  qui  est  le 
centre  de  Tare  gradué  du  limbe.  Il  n'y  a  pas  ici,  comme  dans  le 
théodolite,  la  lecture  de  deux  arcs  opposés  pour  corriger  le  défaut 
de  centrage.  Or  c'est  encore  là  un  point  pour  lequel  l'observateur 
est  obligé  de  se  rapporter  à  l'artiste.  G""  On  n'a  pas  les  moyens  de 
déterminer  les  erreurs  de  graduation  ou  d'en  anéantir  sensible- 
ment les  effets  par  la  répétition  comme  avec  les  théodolites. 

En  revanche,  le  sextant  a  sur  le  théodolite  l'avantage  d'être  beau- 
coup plus  léger  et  plus  transportable.  Mais  toutes  les  fois  que  la 
difficulté  des  transports  n'est  pas  de  nature  à  constituer  une  im- 
possibilité, on  ne  doit  pas  pour  cette  raison  lui  donner  la  préfé- 
rence. Les  inconvénients  du  sextant  sont  trop  nombreux,  pour  les 
longitudes  surtout,  où  il  faut  une  très-grande  précision  dans  les 
observations  pour  avoir  un  résultat  seulement  passable.  A  terre, 
en  effet,  on  ne  peut,  conmie  en  mer,  compter  sur  le  transport 
des  chronomètres  pour  obtenir  les  différences  des  longitudes  des 
points  voisins,  vu  que  ces  instruments  souffrent  beaucoup  du  cahot 
dans  le  voyage  ;  on  est  donc  obligé  nécessairement  de  recourir  sou- 
vent aux  déterminations  de  l'ascension  droite  de  la  lune,  et,  dans 
ce  cas,  l'instrument  f&t-il  même  parfait,  ce  qui  n'a  jamais  lieu,  la 
^blesse  optique  de  la  lunette  suffit  pour  que  les  résultats  soient 
eotachés  de  fortes  erreurs. 

150.  —  Dans  un  autre  instrument  (fig.  34),  nommé  cercle  de 
réflexion,  et  que  nous  allons  maintenant  décrire,  le  sixième  des 
inconvénients  du  sextant  dont  nous  venons  de  parler  disparaît, 
car  le  cercle  de  réflexion  est  répétiteur  comme  le  théodolite.  Mais 
les  cinq  autres  inconvénients  y  existent  comme  dans  le  sextant. 
Bien  que  préférable  au  sextant,  le  cercle  de  réflexion  est  inférieur 
au  théodolite  dans  [les  travaux  k  terre.  Autant  que  possible,  ce 
n'est  donc  qu'en  mer  que  les  instruments  de  réflexion  doivent 
être  employés.  Là  leur  emploi  est  de  rigueur. 

Le  cercle  de  réflexion  repose  entièrement  sur  le  même  prin- 
cipe que  le  sextant,  il  n'en  diffère  qu'en  ce  que  le  cercle  est  en- 
tier et  divisé  en  720  degrés,  et  en  ce  que  le  système  de  la  lunette 
et  du  petit  miroir  est  porté  par  une  règle,  tournant  autour  du 
centre  du  cercle  comme  l'alidade  qui  porte  le  grand  miroir. 

Avec  cet  instrument  on  opère  alors  de  la  manière  suivante  :  On 
fixe  l'alidade  CE  portant  le  grand  miroir  G,  et  qui  porte  aussi  le 
vernier  comme  dans  le  sextant,  sur  le  zéro  du  limbe,  puis  on  fait 
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tourner  la  règle  A  B  portant  le  système  de  la  lunette  et  du  petit 
miroir  jusqu'à  ce  que  le  petit  miroir  soit  sensiblement  parall^e  au 
grand,  et  on  arrête  cette  règle  par  la  vis  de  pression  ;  ensuite,  avec 
la  vis  de  rappel,  on  rend  le  parallélisme  rigoureux,  ce  dont  on  s'as- 
sure en  reconnaissant  qu'on  voit  en  coïncidence  les  deux  images 
d'un  même  objet  éloigné.  Alors,  sans  déplacer  larè^le,  on  détache 
l'alidade  C  E  portant  le  grand  miroir  et  le  vernier,  et  on  la  fait  mou- 
voir jusqu'à  ce  que  l'image  de  celui  des  objets  qu'on  veut  voir  par 
réflexion  se  montre  en  coïncidence  avec  l'autre  objet  vu  directe- 
ment dans  la  lunette.  Dans  cette  position  de  l'alidade,  on  peut, 


Fig.M. 


comme  avec  le  sextant,  lire,  à  l'aide  du  vernier,  l'angle  des  deux 
objets.  Mais  si  on  veut  répéter  l'opération,  laissant  l'alidade  dans 
sa  nouvelle  position,  on  détache  en  lâchant  la  vis  de  pression  la 
règle  AB  portant  la  lunette  et  le  petit  miroir  D,  et  on  la  fait  tou^ 
ner  jusqu'à  ce  que  le  petit  miroir  soit  de  nouveau  parallèle  an 
grand.  Partant  de  cette  nouvelle  position,  on  lâche  de  nouveau 
l'alidade,  qu'on  déplace  jusqu'à  ce  que  l'image  de  l'objet  qu'on 
observe  par  réflexion  revienne  en  coïncidence  avec  celui  qu'on 
observe  directement.  Dans  ce  nouveau  mouvement,  Talidade  dé- 
crit le  même  angle  que  la  première  fois  ;  mais  comme,  au  lieu  de 
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partir  du  zéro,  elle  part  de  l'angle  donné  par  la  première  obser- 
Talion,  la  lecture  de  son  vernier  donne  l'angle  double.  On  ramène 
de  nouveau,  par  le  déplacement  de  la  règle,  le  petit  miroir  au 
parallélisme  avec  le  grand,  et  en  faisant  de  nouveau  mouvoir  Tali- 
dade,  on  a  l'angle  triple,  et  ainsi  de  suite. 

On  voit  donc  qu'avec  le  cercle  de  réflexion  on  peut  répéter  les 
angles  comme  avec  le  théodolite.  De  plus,  on  peut,  en  fixant 
la  règle  dans  une  position  quelconque,  mesurer  un  angle  en- 
tre deux  objets  en  partant  d'une  division  quelconque  de  l'ins- 
trument; on  voit  donc  qu'on  a  le  moyen,  en  effectuant  ces  me- 
sures avec  les  diverses  parties  du  limbe,  de  s'assurer  si  la  gra- 
duation est  bonne,  et  même  de  déterminer  les  erreurs  de  cette 
graduation,  erreurs  avec  lesquelles  se  confond  en  partie  l'erreur 
de  centrage  de  l'alidade.  Le  cercle  de  réflexion  est  donc  supérieur 
comme  précision  au  sextant,  indépendamment  de  l'avantage  de  la 
répétition,  car  il  permet  des  vérifications  et  des  corrections  im- 
possibles avec  ce  dernier  instrument. 

151.  —  Avec  les  instruments  de  réflexion,  il  est  assez  difficile 
d'amener  dans  le  champ  l'image  directe  d'un  objet  et  l'image  ré- 
fléchie d'un  autre  objet,  sauf  toutefois  si  l'angle  est  à  peu  près  connu 
d'avance,  auquel  cas  on  met  directement  l'alidade  sur  la  lecture 
supposée,  et  il  suffit  ensuite,  pour  amener  en  coïncidence  l'image 
du  second  objet,  d'imprimer  à  cette  alidade  un  petit  mouvement  en 
même  temps  qu'on  vise  l'objet  direct.  Lorsque  la  distance  angu- 
laire est  totalement  inconnue,  on  met  d'abord  l'alidade  sur  le  zéro 
et  on  vise  l'un  des  objets,  dont  on  voit  alors  à  la  fois  l'image  directe 
et  l'image  réfléchie  ;  on  tourne  ensuite  peu  à  peu  l'alidade  en  diri- 
geant la  vision  directe  à  tous  les  objets  situés  dans  la  direction 
du  deuxième  objet ,  et  en  ayant  soin  de  conserver  toujours  la 
vision  du  premier  objet  par  réflexion.  Cette  image  réfléchie  semble 
alors  se  transporter  successivement  sur  tous  les  objets  intermé- 
diaires qui  sont  sur  son  passage,  objets  qu'on  voit  directement  à 
travers  la  partie  non  étamée  du  petit  miroir;  on  continue  ce  mou- 
vement jusqu'à  ce  qu'on  atteigne  le  deuxième  objet  par  la  vision 
directe.  Il  est  commode,  quand  on  cherche  ainsi  l'angle  entre  deux 
objets,  d'enlever  la  lunette  et  de  lui  substituer  la  piunule  de  re- 
change pour  observer  à  l'œil  nu  :  on  arrive  ainsi  à  trouver  plus 
facilement  l'angle  approché,  après  quoi  on  replace  la  lunette. 
Il  est  évident  que  s'il  s'agit  de  hauteurs  au-dessus  de  l'ho- 
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rizon  de  la  mer  ,  il  est  très-facile  d'amener  en  coïncidence 
l'image  de  l'astre  et  cet  horizon;  en  tenant  le  limbe  sensiblement 
\ertical  dans  la  direction  de  l'astre,  on  cherche  à  voir  l'image  ré- 
fléchie, puis,  faisant  mouvoir  l'alidade  en  conservant  la  vision  de 
cette  image  réfléchie,  on  ne  tarde  pas  à  rencontrer  avec  la  vision 
directe  l'horizon  de  la  mer. 

Avec  le  cercle  répétiteur,  la  recherche  de  l'angle  n'a  lieu  que 
pour  la  première  observation  ;  on  fait  ensuite  les  multiples  de  cet 
arc  et  on  y  conduit  directement  l'alidade,  dont  on  n'a  plus  alors 
qu'à  corriger  la  position  à  l'aide  de  la  vis  de  rappel.  Au  reste,  on 
ajoute  généralement  à  l'instrument  un  appareil  très-simple  qui 
facilite  cette  opération.  On  fixe  à  la  règle  portant  la  lunette  et  le 
petit  miroir  une  portion  d'anneau  mince  et  concentrique  au  limbe, 
munie  de  deux  petits  curseurs  qui  se  fixent  à  volonté  sur  l'anneau 
par  une  vis  de  pression.  Ces  curseurs  sont  l'un  du  cAté  de  l'ali- 
dade, l'autre  du  cAté  opposé.  Lors  de  la  première  observation,  on 
arrête  un  de  ces  curseurs  dans  une  position  telle  queTalidade  bute 
contre  lui  dans  le  parallélisme  des  deux  miroirs,  et  l'autre  est  fixé 
de  telle  sorte  qu'elle  bute  contre  lui  dans  le  cas  de  coïncidence 
des  deux  objets.  Ces  positions  étant  trouvées  lors  de  la  première 
observation,  et  servant  pour  toutes  les  opérations  ultérieures,  on 
n'a  alors  qu'à  placer  l'alidade  contre  les  butoirs,  et  on  a  l'angle 
approché  qu'on  corrige  à  l'aide  de  la  vis  de  rappel. 

Le  cercle  de  réflexion  ne  peut  pas  mesurer  des  angles  quelcon- 
ques, mais  seulement  des  angles  d'environ  150°.  Il  est  facile  de 
voir  qu'au-delà  de  cette  grandeur  le  grand  miroir  ne  pourrait 
plus  renvoyer  les  rayons  en  quantité  suffisante  sur  le  petit. 


De  r héliomètre,  des  micromètres  à  double  image,  et  des  réticules 
employés  pour  la  formation  des  catalogues  d étoiles. 


152.  —  Pour  compléter  la  longue  théorie  des  instruments  astro- 
nomiques que  nous  venons  d'exposer,  il  nous  reste  à  dire  quelques 
mots  de  divers  instruments  employés  pour  la  mesure  des  petits 
angles. 

En  premier  lieu,  nous  devons  citer  l'héliomètre  imaginé  par 
Bouguer  pour  la  mesure  du  diamètre  du  soleil  (de  là  le  nom  d*hé- 
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liomëtre  )  et  qui  se  composait  primitivement  de  deux  objectifs 
placés  Tun  à  côté  de  Tautre.  Depuis  on  a  eu  Tidée  de  n'employer 
qu'un  seul  objectif  (fig.  3S)  coupé  en  deux  moitiés  égales,  qu'une 
\\s  micrométrique  fait  mouvoir  l'une  par  rapport  à 
Fautre.  Chaque  demi-objectif  donne  une  image.  Les 
deux  images  sont  superposées  et  n'en  font  qu'une 
quand  les  deux  moitiés  de  la  lentille  sont  accolées 
lune  contre  l'autre  de  façon  à  former  un  objectif 
ordinaire.  Les  images  se  séparent  au  contraire  quand 
on  fait  mouvoir  avec  la  vis  micrométrique  l'une  des 
moitiés  de  l'objectif  par  rapport  à  l'autre,  et  la  sépa- 
ration des  deux  images  est  égale  à  l'écartement  des 
centres  optiques  des  deux  objectifs.  En  juxtaposant        "^^B'  ^• 
ainsi  deux  images  du  soleil  (fig.  36) ,  on  voit  donc  que  si  la  valeur 
angulaire  des  parties  de  la  vis  est  connue,  on  a  un 
instrument  propre  à  déterminer  le  diamètre  solaire. 
En  mesurant  directement  la  longueur  focale  de  l'ob- 
jectif et  le  déplacement  de  l'une  des  moitiés  de  l'ob- 
jectif par  rapport  à  l'autre  pour  un  nombre  connu  de 
tours  de  la  vis,  le  rapport  de  ce  dernier  déplacement 
à  la  longueur  focale  est  la  tangente  de  l'angle  re- 
présenté par  ce  nombre  de  tours.  Comme  il  s'agit 
d'arcs  très-petits,  on  peut  remplacer  la  tangente  par       ^***  ^' 
Tare,  et,  en  divisant  par  le  nombre  connu  de  tours  de  la  vis,  on  a 
la  valeur  d'un  tour  de  cette  dernière.  On  peut  encore  déterminer 
la  valeur  des  parties  de  la  vis  par  une  observation  sur  un  objet 
sous-tendant  un  angle  connu  et  dont  on  juxtapose  les  deux 
images. 

La  valeur  des  parties  de  la  vis  varie  avec  la  température,  à  cause 
de  la  dilatation  du  métal  qui  la  compose,  tandis  que  le  verre  con- 
servant le  même  pouvoir  réfringent  (ou  même  ce  pouvoir  augmen- 
tant avec  la  température),  la  longueur  focale  reste  constante,  et 
même  diminuerait  plutôt  que  d'augmenter.  On  a  égard  à  cette  va- 
riation due  à  la  température  ;  c'est  une  chose  facile  du  moment  où 
on  connaît  le  coefficient  de  dilatation  du  métal  de  la  vis,  coefficient 
qu'on  peut  même  déterminer  directement  sur  cette  dernière  (1). 

(i)  Dans  les  micromètres  à  fil  appliqués  aux  lunettes,  micromètres  dont 
noDs  avons  antérieurement  parle,  la  température  fait  bien  aussi  varier  la 
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L'héliomètre  sert  à  mesurer  les  distances  de  deux  étoiles  rap- 
prochées ou  les  diamètres  du  soleil  et  des  planètes.  Gomme  les 
deux  images  qu*il  donne  se  déplacent  ensemble  dans  le  champ  de 
l'instrument  par  Teffét  du  mouvement  du  ciel,  on  a  l'avantage  de 
pouvoir  effectuer  les  mesures  comme  si  les  astres  étaient  fixes.  On 
dispose  généralement  l'héliomètre  sur  une  monture  parallactique. 
La  lunette  roule  sur  elle-même  afin  que  la  direction  de  sépa- 
ration des  images  puisse  faire  tous  les  angles  possibles  avec  le 
mouvement  diurne,  et  cette  rotation  est  mesurée  par  un  cercle,  de 
telle  sort«  que  l'instrument  serve  de  micromètre  de  position  en 
même  temps  que  de  micromètre  de  mesure. 

Le  défaut  principal  de  l'héliomètre  consiste  en  ce  que  les  deux 
images  sont  données  par  des  demi-objectifs  différents  et  dont  les 
distances  focales  ne  sont  pas  rigoureusement  égales. 

153.  —  Cet  inconvénient  n'existe  pas  dans  la  lunette  à  double 
image  de  Rochon,  ainsi  appelée  du  nom  de  son  inventeur.  Cer- 
tains cristaux,  tels  que  le  quartz,  ont  la  propriété  de  doubler  les 
images  des  objets  dont  les  rayons  les  traversent.  La  partie  princi- 
pale de  la  lunette  de  Rochon  se  compose  de  deux  prismes  de  quartz 
(cristal  de  roche)  collés  l'un  sur  l'autre,  de  telle  sorte  que  leur  en- 
semble ÂBCD  (fîg.  37),  présente  deux  faces  parallèles. 
Dans  l'un  de  ces  prismes  ABC,  celui  qu'on  dirige  vers 
l'objectif,  la  face  ÂB  tournée  de  ce  côté  est  perpendi- 
culaire à  l'axe  de  double  réfraction.  Dans  l'autre 
prisme,  uniquement  destiné  à  achromatiser  le  premier, 
les  faces  et  les  arêtes  sont  parallèles  à  cet  axe,  de  sorte 
que  ce  second  prisme  ne  double  pas  les  images.  Il  suit 
de  cette  disposition  qu'un  rayon  de  lumière  a  b,  tom« 
bant  normalement  sur  la  face  A  B,  traverse  le  premier 
prisme  sans  se  diviser,  à  cause  de  l'incidence  normale 
à  AB  ;  mais  arrivé  en  i,  à  la  face  de  sortie  du  premier 

longueur  de  la  vis,  mais  elle  augmente  eu  même  temps  ^  à  cause  de  la 
dilatation  du  tube  de  la  lunette,  la  distance  des  fils  à  robjectif,  de  sorte  que 
si  le  métal  constituant  la  vis  est  le  même  que  celui  du  tube,  les  rapport 
de  longueur  ne  sont  pas  changés  et  la  valeur  des  parties  du  micromètre 
reste  constante.  En  général  toutefois,  la  vis  et  le  tube  ne  sont  pas  du  mi^mt' 
inétal,  la  température  agit  donc  un  peu  sur  la  valeur  des  parties  des  mien»- 
mètres,  mais  elle  n'agit  que  parla  dilTéreuce  des  dilatations.  L'efTet  est  donc 
moindre  que  sur  l'héliomètre  qui  n*a  pas  de  flls. 
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prisme,  il  se  divise  en  deux  autres  rayons  i  m  et  i  l,  la  réfraction 
ordinaire  s'opérant  suivant  im,  prolongement  de  a  6,  et  la  réfrac- 
tion extraordinaire  suivant  t  /.  En  arrivant  à  la  face  G  D,  le  premier 
rayon  continue  sa  marche  rectiligne,  puisque  étant  normal  il  n'é- 
prouve pas  de  réfraction  en  entrant  dans  l'atmosphère,  le  second 
rayon  t7  s'infléchit  de  nouveau  suivant  Ik.  Les  deux  rayons  ij  et 
/A  font  entre  eux  un  angle  constant  dont  la  grandeur  dépend  de 
Tangle  du  prisme  ABC. 

On  appelle  prisme  biréfringent  l'appareil  que  je  viens  de  décrire. 
Dans  la  lunette  de  Rochon,  un  tel  prisme  est  interposé  entre  l'ob- 
jectif et  le  foyer  principal,  et  la  distance  de  ce  prisme  à  l'objectif 
peut  varier.  Pour  cela,  le  prisme  est  placé  sur  une  monture  qu'on 
arrête  en  un  point  quelconque  de  la  longueur  du  tube  de  la  lunette 
à  Taide  d'une  vis  de  pression  traversant  une  rainure  longitudinale 
&ite  dans  ce  tube. 

Gela  posé,  la  séparation  des  images  se  faisant  suivant  un  angle 
constant,  on  voit  que  les  images  d*un  même  point  formées  au  foyer 
de  Tobjectif  seront  d'autant  plus  écartées  que  le  prisme  biréfrin- 
gent sera  plus  près  de  celui-ci  ;  leur  écart  variera  proportionnel- 
lement à  la  distance  du  prisme  et  du  foyer  principal  de  l'objectif, 
et  quand  le  prisme  est  à  ce  foyer  principal,  il  n'y  a  plus  qu'une 
image.  On  dispose  donc  sur  le  tube  de  la  lunette  le  long  de 
la  rainure,  une  graduation  en  parties  égales  afin  de  mesurer 
Técartement  du  prisme  et  du  foyer  principal,  et,  d'après  l'angle 
du  prisme,  l'artiste  r^le  cette  graduation  de  telle  sorte  qu'elle  re- 
présente des  parties  angulaires.  Avec  cet  instrument,  les  petits  an- 
gles se  mesurent  donc  par  juxtaposition  des  images  comme  avec 
lliéliomètre.  On  peut  d'ailleurs  vérifier  la  graduation  de  l'instru- 
ment et  tenir  compte  de  ses  erreurs,  s'il  y  a  lieu,  en  juxtaposant  les 
images  d'un  objet  sous-tendant  un  angle  connu. 

La  lunette  de  Rochon  est  employée  surtout  pour  mesurer  la  dis- 
tance d'un  objet  de  grandeur  connue.  On  mesure  dans  ce  cas  avec 
cette  lunette  l'angle  sous-tendu  par  l'obj  et  en  question ,  et  la  distance 
de  celui-ci  est  égale  à  sa  demi-longueur  divisée  par  la  tangente  de 
la  moitié  de  l'angle  sous-tendu.  Soient  en  effet  AB  (fig.  38)  la  Ion* 
gueur  d'un  objet,  etAOB=(Ji  l'angle  qu'il  sous-tend  en  0;  menons 
la  perpendiculaire  0  M  à  A  B.  L'angle  M  0  B  =  i  (a,  et  on  a 

MB  =  iAB  =  MOtangMOB»MOtang^{x, 
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d'où 

tangifii 

Gomme  nous  le  verrons  plus  tard,  la  lunette  de  Rochon  est  d'un 
^        emploi  commode  pour  certaines  opérations  topogra- 
phiques  à  effectuer  pour  la  levée  des  cartes  dans  les 
pays  inconnus. 

En  astronomie,  elle  a  un  inconvénient  grave,  prove- 
nant de  ce  que  l'achromatisme  n'est  pas  parfait,  car 
au  moins  l'une  des  deux  images,  quelle  que  soit  l'in- 
clinaison qu'on  donne  à  la  face  de  sortie  du  prisme,  sort 
inclinée  par  rapport  à  cette  face,  de  sorte  qu'il  y  a  dis- 
persion de  la  lumière  ;  par  conséquent  on  ne  peut  pas 
employer  de  très-forts  grossissements  pour  la  mesure  des  diamètres 
des  planètes  et  la  distance  des  étoiles  doubles,  opérations  qui  né- 
cessiteraient ces  forts  grossissements. 

154. — Ârago  a  modifié  le  micromètre  à  double  image  de  Rochon 
en  employant  au  lieu  d'un  seul  prisme  biréfringent  des  séries  de 
prismes  de  petit  angle  croissant  chacun  de  quelques  secondes  par 
rapport  au  précédent,  prismes  dont  les  angles  sont  mesurés  avec 
soin.  Ces  prismes  sont  placés  entre  l'œil  et  l'oculaire,  de  sorte  que 
leur  défaut  d'achromatisme  n'est  pas  grossi  par  l'instrument.  On 
cherche  alors  quels  sont  les  deux  prismes  de  la  série  entre  lesquels 
aurait  lieu  la  juxtaposition  exacte  des  images,  et  on  jugea  vue, 
d'après  la  manière  dont  agissent  ces  deux  prismes,  à  quelle 
fraction  de  leur  intervalle  (estimée  en  dixièmes)  aurait  lieu  la  juxta- 
position exacte.  Connaissant  alors  l'angle  de  ces  prismes,  on  en  dé- 
duit l'angle  qu'on  voulait  mesurer. 

iSS.  —  J'ai  imaginé  un  système  de  micromètre  que  j'appelle 
à  quatre  images,  et  qui  se  compose  d'un  objectif  d'héîiomètre 
doublant  une  première  fois  les  images  sans  les  polariser.  Avec  cet 
objectif  on  obtient  deux  images  égales.  Un  prisme  biréfringent 
interposé  entre  l'œil  et  Toculaire  donne  deux  nouvelles  images 
pour  chacune  des  premières,  ce  qui  fait  quatre  images  en  tout 
et  d'égale  intensité  (puisque  les  deux  images  de  l'héliomètrc 
sont  égales  et  ne  sont  pas  polarisées,  de  sorte  que  le  prisme 
les  dédouble  en  images  égales).  Cela  posé,  on  fait  varier  la  dis- 
tance des  deux  moitiés  de  l'objectif  jusqu'à  ce  que  Técartement 
des  deux  images  de  Théliomètre  soit  égal  à  celui  que  le  prisme 
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donne  entre  les  images  qu'il  dédouble.  On  obtient  ce  résultat  en 
rendant  parallèle  à  la  ligne  de  séparation  des  deux  moitiés  de  l'ob- 
jectif, la  section  principale  du  prisme  dans  laquelle  se  fait  le  dé- 
doublement, et  en  réglant  Técartement  des  deux  parties  de  l'ob- 
jectif de  telle  sorte  que  les  deux  images  intermédiaires  se  confondent, 
auquel  cas  les  images  se  réduisent  à  trois.  Cela  fait,  on  fait  varier 
l'angle  du  prisme  jusqu'à  ce  que  les  deux  images  qui  étaient  super- 
posées au  centre  se  juxtaposent.  0  .  A 
AB  (fig.  39)  est  alors  la  direc- 
tion dans  laquelle  l'héliomètre 
dédouble,  CD  celle  dans  laquelle 
le  prisme  dédouble.  En  menant 
la  ligne  MK  parle  point  de  tan- 
gence  des  deux  images  et  en 
appelant  <p  le  demi-diamètre  de 
lune  d'elles,  on  a  dans  le 
triangle  ainsi  formé 

*=MNsinKMN=MNsiniBMD  p,^  3^^ 


Hn 


OrMN  est  l'angle  dont  le  prisme  écarte  les  images,  BMD  est  l'an- 
gle dont  le  prisme  a  été  dévié  depuis  la  position  où  on  n'avait  que 
trois  inaages ,  et  cet  angle  est  mesuré  par  un  cercle  gradué.  Si 
donc  on  a  déterminé  MN,  ou  l'angle  du  prisme,  angle  qu'on  choi- 
sit très-grand  par  rapport  aux  diamètres  dont  il  s'agit  d'avoir  la 
mesure,  on  voit  qu'on  a  la  valeur  de  (p.  Ici  l'inconvénient  de  l'hé- 
liomètre n'existe  pas  puisqu'il  n'y  a  plus  de  vis  micrométrique; 
d'un  autre  côté,  comme  le  prisme  est  entre  l'œil  et  l'oculaire,  l'in- 
convénient du  défaut  d'achronaatisme  cesse  aussi  d'exister.  Quant 
^  l'angle  BMD,  on  l'obtient  avec  beaucoup  de  précision  en  efTeo- 
tuant  une  lecture  dans  la  position  n^  1  de  la  figure  39,  après  quoi 
on  tourne  le  prisme  de  façon  que  les  images  soient  ensuite  pla- 
cées comme  dans  la  position  n"*  2  de  la  même  figure,  et  on  fait 
de  nouveau  la  lecture.  Il  est  évident  qu'alors  la  quantité  dont,  pour 
P^ser  de  l'un  des  cas  à  l'autre,  la  rotation  du  prisme  diffère  de  i  80*, 
est  le  double  de  l'angle  BMD.  En  appelant  K  cette  différence,  on  a 

<P  =  MNsinJR. 

Dans  la  formule,  l'erreur  sur  l'angle  K  est  donc  divisée  par  4, 
ci  l'erreur  sur  <p  qu'une  erreur  sur  MN  peut  introduire,  est  multi- 

te 
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pliée  par  la  petite  fraction  sin  {  K.  On  voit  donc  que  les  erreurs 
que  Ton  peut  commettre  sur  ^  sont  petites,  puisqu'elles  se  com- 
posent des  erreurs  qu'on  a  commises  sur  des  quantités  plus 
grandes,  erreurs  qui  se  trouvent  multipliées  par  des  fractions. 

Le  seul  inconvénient  de  ce  procédé  vient  de  ce  que  tous  les  dia- 
mètres des  planètes  ne  sont  pas  égaux,  mais  on  dirige  la  ligne  AB 
successivement  suivant  le  grand  et  suivant  le  petit  diamètre;  si  MN 
est  grand  par  rapport  aux  diamètres  à  mesurer,  on  a  les  valeurs  très- 
approchées  des  deux  diamètres  et  par  conséquent  on  en  tire  la 
mesure  approximative  de  Tellipticité.  A  l'aide  de  cette  valeur  de 
l'ellipticité,  on  tient  compte  du  rapport  existant  entre  le  diamètre 
KN ,  dont  on  peut  calculer  l'angle  par  rapport  aux  axes  de  l'el- 
lipse, et  celui  des  axes  dont  ce  diamètre  est  le  plus  rapproché; 
on  a  alors  la  valeur  très-exacte  de  ce  dernier  axe.  On  fait  cette  opé- 
ration pour  les  deux  axes,  et  on  obtient  l'ellipticité  exacte. 

Ce  moyen  est  celui  quej'ai  employé  pour  la  mesure  du  diamètre 
de  Mars  lors  de  son  opposition  de  1860. 

S'il  s'agit  de  la  distance  d'étoiles  doubles,  on  règle  l'écartement 
des  deux  moitiés  de  l'objectif  de  telle  sorte  que  les  images  se 

placent  comme  l'indique  la  figure  40.  Les  deux  étoiles 
donnant  quatre  images  chacune,  on  devrait  avoir  huit 
étoiles  en  tout  ;  mais  on  n'en  a  que  sept,  car  deux 
coïncident  en  N.  AB  et  CD  étant  toujours  les  direc- 
tions du  dédoublement;  on  a  dans  le  triangle  MNN' 

NN'=MNsinBMD. 

L'angle  BMD  étant  connu  ainsi  que  MN,  on  a  la 
valeur  de  N  N'  ou  de  l'écartement  des  deux  compo- 
santes. Ici  aussi  le  double  de  Tangle  BMD  peut  être 
obtenu  de  la  même  manière  que  pour  les  diamètres, 
par  la  différence  entre  180''  et  la  rotation  nécessaire 
pour  que  le  prisme,  au  lieu  de  dédoubler  les  images 
par  en  bas,  les  dédouble  par  en  haut  de  façon  à  produire  en  sens 
contraire  la  même  figure  de  sept  étoiles. 

Au  lieu  de  superposer  deux  étoiles  afin  de  réduire  les  huit 
images  à  sept,  on  peut^  comme  l'indique  la  figure  41,  disposer 
quatre  des  images  de  telle  sorte  que  leurs  intervalles  soient  égaux. 
Cette  manière  de  procéder  est  plus  exacte  encore  que  la  super- 
position, car  avec  de  petits  intervalles  on  juge  mieux  de  l'égalité 
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Fig.  ftl. 


des  écarts  que  de  l'exactitude  de  la  superposition.  Il  est  en  effet 
difficile,  comme  l'a  fait  remarquer  Bessel,  déjuger  si,  dans  la  su- 
perposition ,  ce  sont  bien  les  deux  centres  des 
images  qui  sont  superposés.  Dans  le  cas  dont 
nous  venons  de  parler,  l'équation  est  la  même 
que  précédemment,  sauf  que  NN'  représente  le 
dou  le  de  l'écart  des  deux  étoiles. 

Ce  système  de  micromètre  à  quatre  images  est 
plus  précis  à  la  fois  que  l'héliomètre  et  que  la  lu- 
nette de  Rochon,  et  il  n'en  a  pas  les  inconvénients, 
n  est  aussi  plus  précis  et  moins  compliqué  que  le 
système  micrométrique  d'Arago, 

156.  —  Il  me  reste  maintenant  à  compléter  ce 
que  j'ai  précédemment  dit  sur  les  réticules,  en 
ajoutant  quelques  détails  sur  les  systèmes  réticu- 
laires  qui  ont  été  par  divers  observateurs  appliqués  à  Téquatorial 
pour  la  formation  des  catalogues  d'étoiles.  Si  dans  un  réticule  on 
place  des  fils  inclinés  en  outre  des  fils  perpendiculaires  au  mouve* 
ment  diurne,  et  si  on  arrête  fixement  la  lunette,  tandis  que  les 
différences  des  temps  des  passages  des  diverses  étoiles  aux  fils  per- 
pendiculaires font  connaître  les  différences  d'ascension  droite,  les 
temps  employés  à  passer  d'un  fil  perpendiculaire  à  un  fil  incliné  font 
connaître  les  différences  des  distances  au  sommet  de  l'angle  formé 
par  les  fils.  On  peut  donc  par  là  obtenir  sans  micromètre  les  diffé- 
rences de  déclinaison  des  étoiles  qui  passent  dans  le  champ  de 
l'instrument.  On  calcule  ces  différences  de  déclinaison  en  suppo- 
sant d'abord  que  toutes  les  étoiles  ont  marché  dans  le  champ  avec 
la  même  vitesse  ;  puis  avec  ces  premières  différences  on  fait  une 
petite  correction  provenant  de  ce  que  la  vitesse  apparente  est  pro- 
portionnelle au  cosinus  de  la  déclinaison.  Par  cette  correction,  on 
ramène  les  temps  employés  à  passer  du  fil  perpendiculaire  au  fil 
incliné  à  ce  qu'ils  auraient  été  si  toutes  les  étoiles  observées  dans 
le  même  champ  s'étaient  mues  avec  la  même  vitesse  qu'une  étoile 
de  déclinaison  connue  à  laquelle  on  les  compare  ;  après  quoi  un 
nouveau  calcul  donne  les  différences  exactes  de  déclinaison. 

11  est  évident  d'ailleurs  qu'on  peut  modifier  de  diverses  ma- 
nières les  dispositions  relatives  des  fils  du  réticule.  L'observation 
de  deux  étoiles  connues  de  déclinaison  différente  fait  connaî- 
tre l'inclinaison  des  fils,  élément  qui  entre  dans  le  calcul.  Ce  que 
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nous  venons  de  dire  suffit  pour  faire  comprendre  le  procédé,  elles 
calculs  sont  trop  faciles  pour  que  nous  nous  y  arrêtions  plus  long- 
temps. 

157.  —  On  a  aussi  imaginé  de  placer  au  foyer  principal  de  l'ob- 
jectif d'une  lunette  une  lame  de  verre  sur  laquelle  sont  tracés  un 
ou  plusieurs  cercles  concentriques.  La  lunette  étant  fixe,  si  on  note 
les  heures  auxquelles  les  étoiles  qui  traversent  son  champ  rencon- 
trent les  deux  côtés  d'un  même  cercle,  la  moyenne  est  l'heure  à 
laquelle  ces  astres  auraient  passé  à  un  fil  perpendiculaire  au  mou- 
vement diurne,  et  conséquemment  la  différence  de  ces  moyennes 
pour  diverses  étoiles  fait  connaître  les  différences  d'ascension 
droite.  Si  on  observe  le  temps  employé  par  une  étoile  de  déclinai- 
son connue  pour  parcourir  le  diamètre  du  cercle,  on  en  peut  dé- 
duire le  diamètre  de  ce  cercle  de  la  même  manière  qu'on  obtient 
l'intervalle  des  fils  de  la  lunette  méridienne  (n^  33).  Le  diamètre 
étant  connu,  on  peut,  d'après  le  temps  qu'une  étoile  emploie  pour 
décrire  une  corde,  calculer  la  longueur  de  cette  corde ,  et  le  rap- 
port de  cette  longueur  au  diamètre  fait  connaître  le  sinus  de  l'arc 
sous-tendu ,  arc  dont  le  cosinus  est  alors  la  différence  de  décli- 
naison de  rétoile  et  du  parallèle  sur  lequel  est  dirigé  Taxe  optique 
de  la  lunette.  Si  une  étoile  connue  passe  dans  le  champ,  on  pourra 
donc  calculer  la  déclinaison  de  ce  dernier  parallèle ,  et  on  en  dé- 
duira la  déclinaison  de  toutes  les  autres  étoiles  qui  traverseront  le 
champ,  pourvu  qu'on  note  les  instants  de  leurs  passages  parles  cir- 
conférences des  cercles.  Ici,  comme  dans  le  cas  des  fils  inclinés,  on 
suppose  d'abord  que  les  étoiles  traversant  le  champ  ont  toutes  la 
même  vitesse,  ce  qui  donne  les  déclinaisons  approchées  ;  à  l'aide 
de  ces  dernières  on  réduit  les  temps  employés  à  décrire  les  cordes 
à  ce  qu'ils  auraient  été  dans  le  cas  de  vitesses  égales  à  la  vitesse 
d'une  étoile  qui  aurait  eu  la  déclinaison  voulue  pour  parcourir  le 
diamètre,  et  par  un  second  calcul  on  a  les  déclinaisons  exactes. 

Le  système  de  réticule  que  je  viens  de  décrire  porte  le  nom  de 
micromètre  circulaire.  Pour  la  détermination  des  différences  d'as- 
cension droite  et  de  déclinaison,  une  lunette  qui  en  est  munie 
remplit,  quelle  que  soit  sa  monture,  le  même  rôle  qu'une  lunette 
montée  parallactiquement.  Si  on  veut  appliquer  cette  lunette  à 
l'observation  d'une  comète  par  la  méthode  du  n*  1(2,  il  faut,  i 
l'aide  du  mouvement  diurne  de  cette  dernière  en  ascension  droite, 
mouvement  déduit  de  deux  observations  à  des  jours  différents,  ra- 
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mener  les  temps  employés  à  parcourir  la  corde  à  ce  qu'ils  auraient 
été  si  la  comète  n'avait  pas  eu  de  mouvement  propre.  Puis  on  cal- 
cule les  déclinaisons  approchées  qui  avaient  lieu  en  ces  deux  jours 
différents.  Leur  différence  fait  connaître  le  mouvement  approché 
en  déclinaison.  On  en  déduit  l'angle  du  mouvement  apparent  de 
la  comète  avec  le  mouvement  diurne,  et  il  est  facile  de  trouver 
la  petite  correction  qui  en  résulte  pour  la  longueur  de  la  corde , 
longueur  qu'on  ramène  à  ce  qu'elle  aurait  été  si  l'astre  n'a- 
vait pas  eu  de  mouvement  propre  ;  après  quoi  on  peut  calculer  les 
déclinaisons  exactes.  Dans  ce  cas,  il  est  important  de  reconnaître  les 
étoiles  de  comparaison  à  l'aide  d'une  bonne  carte  du  ciel  ;  pour  cela 
on  s'aide  des  configurations  que  les  étoiles  forment  entre  elles. 

Je  ne  m'étendrai  pas  davantage  sur  remploi  du  micromètre 
circulaire,  je  me  contente  de  l'indiquer  ici,  parce  qu'au  besoin 
l'ouverture  du  champ  peut  tenir  lieu  de  ce  .micromètre,  et  il  est 
bon  que  ce  fait  soit  connu  des  observateurs. 

158.  —  La  lunette  zénithale  dont  il  nous  reste  encore  à  par- 
ler, est  une  lunette  qu'on  assujettit  fixement  de  telle  sorte  que 
son  axe  optique  soit  rigoureusement  vertical.  Elle  est  destinée  à 
observer  dans  le  voisinage  du  zénith.  Le  procédé  ancien  pour 
rendre  vertical  l'axe  d'une  lunette  visant  au  zénith  consiste  à 
employer  une  lunette  auxiliaire  située  au-dessus  de  la  première. 
On  rend  vertical  l'axe  optique  de  cette  lunette  auxiliaire  à  l'aide 
d'un  pointé  au  nadir  sur  l'image  de  ses  fils  réfléchie  par  un  bain  de 
mercure,  en  suivant  pour  cela  la  méthode  du  numéro  SO.  On  pointe 
ensuite  la  lunette  zénithale  sur  la  lunette  auxiliaire  qui  remplit 
pour  elle  le  rôle  de  collimateur,  après  quoi  on  enlève  cette  seconde 
lunette  et  la  lunette  zénithale  à  son  axe  optique  vertical  en  même 
temps  que  son  objectif  est  dirigé  en  haut.  Le  nouveau  procédé,  qui 
est  dû  à  M.  Porro,  est  bien  préférable  ;  il  consiste  dans  l'emploi 
du  bain  d'eau  dont  nous  avons  parlé  dans  le  n*^  S7 ,  bain  qu'il 
suiBt  de  placer  au-dessus  de  la  lunette  zénithale,  et  la  seconde  lu- 
nette devient  inutile.  Dans  ce  cas,  les  observations  ont  lieu  à  tra- 
vers le  bain  d'eau  lui-même,  et  cette  circonstance  fait  que,  pourvu 
que  les  fils  de  la  lunette  se  réfléchissent  sur  eux-mêmes,  le  défaut 
de  parallélisme  des  deux  faces  de  la  glace  formant  le  fond  du  bain 
est  sans  importance,  car  la  réfraction  par  cette  glace  est  la  même 
pour  les  rayons  lumineux  verticaux  venant  des  astres  et  pour 
les  rayons  verticaux  émanés  des  fils  et  réfléchis  sur  eux-mêmes 
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par  la  surface  de  Teau.  Le  renversement  de  la  glace  dont  nous 
avons  parlé  dans  le  n""  57  devient  donc  inutile  dans  ce  cas. 

Le  but  de  la  lunette  zénithale  est  d'observer  les  plus  courtes 
distances  zénithales  des  étoiles  passant  dans  le  voisinage  du 
zénith,  afin  d*en  déduire  les  latitudes  lorsqu'on  connaît  les  décli- 
naisons des  astres  observés.  Dans  ce  but^  la  lunette  zénithale  est 
munie  d'un  micromètre.  Cette  lunette  peut  aussi  donner  l'heure 
si  on  la  munit  de  fils  perpendiculaires  au  mouvement  diurne,  et 
elle  n'a  pas  à  craindre  les  erreurs  d'axes  des  autres  instruments. 
Elle  est  toutefois  peu  employée.  Elle  pourrait  cependant  servir  avec 
avantage  à  l'étude  des  pardlaxes  de  quelques  étoiles,  à  la  condi- 
tion  de  choisir  des  stations  où  ces  étoiles  passent  au  zénith.  La 
lunette  zénithale  permettrait  encore  de  faire  certaines  observations 
sur  la  constance  des  latitudes ,  et  sur  les  variations  qu'éprouve 
avec  la  saison  la  réfraction  zénithale  due  au  défaut  d'horizontalité 
des  couches  d'air  de  l'atmosphère. 

DES    INSTRUMENTS   DESTINÉS   A  LA  MESURE  DU   TEMPS. 

159.  —  Les  instruments  employés  en  astronomie  pour  la  me- 
sure du  temps  sont  de  deux  sortes  :  les  uns  non  portatifs ,  les  au- 
tres portatifs;  les  premiers  sont  les  horloges  dont  la  marche,  réglée 
par  les  oscillations  d'un  pendule^  est  entretenue  par  la  chute  d'un 
poids  ;  les  seconds  sont  les  chronomètres  dont  le  mouvement  est 
réglé  par  les  oscillations  d'un  balancier  circulaire  rendu  oscillant  à 
l'aide  d'un  ressort  spiral  remplissant  pour  ce  balancier  les  foncticos 
de  la  pesanteur  pour  le  pendule.  Le  mouvement  est  d'ailleurs 
entretenu  par  le  débandement  d'un  ressort. 

Il  n'entre  pas  dans  le  plan  de  cet  ouvrage  de  donner  la  descrip- 
tion des  horloges  et  des  chronomètres,  description  qui  appartient 
à  la  mécanique.  Nous  n'avons  en  vue  que  ce  qui  regarde  l'obser- 
vateur, c'est-à-dire  la  connaissance  des  précautions  relatives  à 
l'emploi  de  ces  instruments  et  à  leur  comparaison. 

160.  —  Gomme  nous  l'avons  vu,  les  horloges  astronomiques 
jouent  un  grand  rôle  dans  les  obsenations,  notamment  dans  les 
observations  à  la  lunette  méridienne,  où  elles  servent  à  la  déter- 
mination des  difierences  d'ascension  droite.  Malheureusement, 
malgré  le  degré  de  perfectionnement  auquel  les  artistes  sont  par- 
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venus  dans  la  construction  des  horloges,  celles-ci  laissent  encore 
beaucoup  à  désirer,  et  parmi  leurs  défauts,  il  y  en  a  auxquels  la 
mécanique  ne  peut  remédier.  Ainsi  on  a  bien,  en  profitant  de  la 
propriété  des  métaux  de  se  dilater  inégalement,  trouvé  le  moyen 
de  compenser  l'allongement  que  la  température  tend  à  produire 
sur  le  pendule,  en  recourant  à  remploi  de  tiges  inverses  qui  relè- 
vent parleur  dilatation  le  centre  de  gravité  de  ce  pendule  à  mesure 
que  rallongement  de  la  tige  tend  à  l'abaisser  ;  par  cette  disposi- 
tion, la  distance  entre  le  point  de  suspension  et  le  centre  de  gra- 
vité semble  devoir  rester  constante  ;  mais  pour  que  cette  constance 
exist&t,  il  faudrait  que  la  température  des  deux  métaux  employés 
vari&t  avec  la  même  vitesse  lors  des  changements  de  température 
auxquels  le  système  est  soumis,  et  c'est  ce  qui  n'a  pas  lieu.  Pour 
parer  à  cet  inconvénient,  M.  Laugier  a  eu  l'ingénieuse  idée  de 
donner  aux  tiges  des  deux  métaux  un  diamètre  inégal,  par  exem- 
ple, d'employer  des  tringles  plus  grosses  pour  celui  des  deux 
corps  qui  s'échauffe  le  plus  vite.  Toutefois  cela  ne  suffit  pas  encore 
à  cause  de  la  propriété  des  métaux  en  vertu  de  laquelle  ils  ne  se 
dilatent  pas  d'une  manière  continue  sous  l'influence  d'un  accrois- 
sement continu  de  température,  mais  s'allongent  par  sauts  brus- 
ques successifs.  Il  résulte  de  cette  propriété  que  la  marche  d'une 
horloge  présente  toujours  des  anomalies ,  car  la  compensation 
iv'est  produite  que  comme  résultat  moyen  au  bout  d^un  certain 
temps,  et  n'a  pas  lieu  d'une  manière  incessante  à  chaque  moment. 
En  outre  la  marche  des  horloges  astronomiques  est  influencée  par 
la  variation  des  frottements  avec  la  température  et  l'humidité, 
surtout  à  cause  du  changement  de  fluidité  des  huiles.  Elle  est  éga- 
lement modifiée  par  la  variation  de  la  pression  atmosphérique, 
et,  malgré  tous  les  soins  apportés  à  la  construction ,  par  certaines 
inégalités  d'action  du  moteur  lui-môme.  Il  n'est  pas  jusqu'au 
magnétisme  terrestre  qui  n'exerce  une  petite  influence.  On  sait  en 
effet  qu'un  corps  en  mouvement  éprouve  une  résistance  en  pré- 
sence d'un  corps  magnétique.  La  terre  constitue  un  corps  de  cette 
nature,  et  les  variations  périodiques  de  l'intensité  magnétique  du 
globe  et  surtout  les  grandes  perturbations  magnétiques  ne  sont  pas 
sans  action. 

Parmi  ces  diverses  causes  de  variation  des  horloges,  causes 
qu  on  ne  peut  toutes  éliminer,  même  en  plaçant  ces  instruments 
dans  une  enceinte  de  température  invariable,  il  y  en  a  de  pério- 


368  THÊOHIE  DES  INSTRUMENTS. 

diques  et  qui  ont  la  durée  du  jour  pour  période.  De  là ,  des  ano» 
malles  périodiques  qu'on  reporte  sur  le  ciel  lorsqu'on  suit  la 
méthode  de  la  lunette  méridienne.  Gomme,  aux  diverses  époques 
de  Tannée,  les  mêmes  astres  passent  au  méridien  à  des  heures 
différentes  de  la  période  diurne,  il  est  bien  vrai  que  ces  effets 
s'affaiblissent  dans  les  moyennes ,  mais  la  grandeur  des  périodes 
n^étantpas  la  môme  dans  toutes  les  saisons,  les  erreurs  ne  s'anéan- 
tissent pas. 

Ces  quelques  considérations  montrent  que  la  mesure  du  temps 
est,  comme  précision,  beaucoup  inférieure  à  celle  des  arcs,  pour 
lesquels  nous  avons  vu  que  toutes  les  erreurs  instrumentales  peu- 
vent être  éliminées.  Autant  que  possible,  il  faut  donc  dans  les  ob- 
servations précises  destinées  à  fixer  la  position  des  astres,  choisir 
les  procédés  dans  lesquels  la  marche  des  horloges  intervient  le 
moins. 

161 .  —  Au  point  de  vue  de  la  précision,  les  chronomètres  sont 
encore  inférieurs  aux  horloges.  La  compensation  de  leurs  balan- 
ciers contre  les  variations  de  température  offre  tous  les  mêmes  in- 
convénients que  celle  des  pendules  des  horloges,  et  en  plus  il  y  a 
la  variation  d'élasticité  du  ressort  spiral,  tandis  que  la  pesanteur 
est  constante.  Tout  ce  que  nous  avons  dit  à  propos  des  pendules 
relativement  à  l'action  de  la  pression  barométrique,  à  celle  des 
variations  magnétiques  et  des  changements  de  fluidité  des  huiles, 
enfin  à  la  variation  des  frottements  par  la  température  et  l'humidité 
est  également  applicable  aux  chronomètres.  Mais  les  inégalités 
d'action  du  moteur  sont  dans  ces  derniers  instruments  beaucoup 
plus  grandes  encore  que  dans  les  horloges,  car  le  ressort  ne  donne 
pas  une  force  constante  comme  la  pesanteur ,  et  les  changements 
de  sa  puissance  avec  la  quantité  dont  il  est  bandé,  interviennent 
toujours  un  peu  malgré  l'emploi  de  l'appareil  nommé /W^,  appa- 
reil qu'on  adjoint  au  ressort  pour  maintenir  l'action  aussi  cons- 
tante que  possible.  Aussi  quand  un  chronomètre  doit  conserver 
une  marche  diurne  constante,  comme  dans  le  cas  où,  pour  obte- 
nir des  déterminations  de  longitudes,  on  se  propose  de  transpor- 
ter avec  lui  l'heure  d'un  lieu  dans  un  autre ,  il  est  important  de 
le  remonter  chaque  jour  à  la  même  heure ,  afin  que  le  débande- 
ment  du  ressort  soit  quotidiennement  le  même.  Mais  si  cette  con- 
dition tend  à  conserver  constante  la  marche  diurne ,  abstraction 
faite  de  l'effet  des  autres  causes  de  variation,  il  reste  toutefois  une 
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période  diurne  dans  la  marche  de  l'instrument,  période  qui  n'est 
pas  annulée. 

162. — A  bord  des  navires,  les  chronomètres  sont  supportés  par 
un  système  de  suspension  à  deux  axes,  nommé  suspension  Car- 
dan  et  destiné  à  leur  permettre  de  rester  horizontaux  malgré  les 
mouvements  du  navire.  Cette  condition  et  l'absence  de  cahot 
brusque  dans  le  transport  sur  mer  font  que  la  marche  des  chro- 
nomètres à  bord  des  navires  en  mouvement  se  conserve  assez 
régulière.  Toutefois,  cette  marche  est  généralement  un  peu  diffé- 
rente de  ce  qu'elle  est  à  terre  ou  sur  le  navire  en  repos  dans  une 
bonne  rade  ou  un  bon  port.  Il  en  résulte  que  pour  avoir ,  par  le 
transport  des  chronomètres  en  mer ,  la  différence  des  longitudes 
de  deux  points,  il  est  utile  d'effectuer  le  double  voyage  d'aller  et 
de  retour.  Pour  le  faire  comprendre ,  supposons  que  le  chrono- 
mètre marche  plus  vite  à  bord  qu'à  terre ,  et  admettons  que  le 
navire  parte  de  la  station  qui  est  à  l'est,  station  dans  laquelle  on 
a  déterminé  de  combien  le  chronomètre  avance  par  jour  ;  quand 
on  arrive  à  la  seconde  station  à  l'ouest,  on  détermine  de  nouveau 
l'avance  qui  a  lieu  par  jour ,  et  on  suppose  que  la  moyenne  des 
avances  diurnes  observées  dans  les  deux  stations  est  celle  qui  a  eu 
lieu  dans  le  trajet.  Or,  par  cette  supposition  on  a  compté  sur  une 
avance  diurne  trop  faible ,  de  sorte  qu'en  corrigeant  avec  cette 
avance  la  marche  du  chronomètre  pendant  la  route,  on  retranche 
une  quantité  trop  faible  ;  par  conséquent  on  considère  l^eure 
de  la  première  station  donnée  par  le  chronomètre  comme  plus 
grande  qu^elle  n^est  réellement.  Le  second  point  étant  à  l'ouest , 
rheure  y  est  moins  avancée  que  dans  le  premier.  Après  donc  avoir 
déterminé  l'heure  locale  de  cette  seconde  station  par  des  observa- 
tions astronomiques ,  la  différence  avec  Theure  de  la  première 
station  donnée  par  le  chronomètre  est  trop  grande  :  on  obtient 
conséquemment  pour  la  longitude  de  la  seconde  station  une  quan- 
tité trop  grande. 

Supposons  maintenant  qu'on  effectue  le  voyage  de  retour,  le 
chronomètre  étant  alors  destiné  à  rapporter  dans  la  première 
station  l'heure  de  la  seconde.  En  prenant  pour  son  mouvement 
moyen  d'avance  pendant  la  route  la  moyenne  des  valeurs  de  ce 
mouvement  déterminées  au  départ  et  à  l'arrivée  lors  de  ce  voyage 
de  retour ,  on  prend  de  même  une  quantité  trop  petite.  L^heure 
de  la  seconde  station  donnée  à  la  première  par  le  chronomètre 


250  THÉORIE  DES  INSTRUMENTS. 

est,  si  on  a  mis  le  même  temps  à  revenir  qu'à  aller ,  trop  grande 
d'une  quantité  égale  à  celle  dont  était  trop  grande  à  la  deuxième 
station  Theure  de  la  première  transportée  dans  le  voyage  d'aller. 
Mais  l'heure  de  la  seconde  station  est  plus  petite  que  celle  de  la 
première,  puisque  cette  seconde  station  est  à  l'ouest  :  la  différence 
des  deux  heures  sera  donc  maintenant  trop  petite,  et  par  consé- 
quent, dans  le  voyage  de  retour,  on  obtiendra  une  longitude  trop 
faible  d'une  quantité  égale  à  celle  dont  on  a  obtenu  cette  longi- 
tude trop  grande  dans  le  voyage  d'aller.  La  moyenne  des  deux 
résultats  sera  donc  la  longitude  exacte. 

Mais  il  ne  faut  pas  perdre  de  vue  que  cette  conclusion  nécessite 
que  les  voyages  d'aller  et  de  retour  soient  de  même  durée,  car 
dans  chaque  cas  les  différences  sont  proportionnelles  au  nombre 
de  jours  de  marche.  Toutefois,  si  les  deux  voyages  ne  sont  pas 
égaux  en  durée,  on  peut  encore  obtenir  la  vraie  longitude  :  seu- 
lement elle  n'est  plus  la  moyenne  des  deux  résultats.  Pour  le  faire 
voir,  soit  «  l'excès  d'avance  quotidienne  du  chronomètre  pendant 
la  marche  par  rapport  à  son  avance  quotidienne  au  repos,  et  soient 
/  le  nombre  de  jours  du  voyage  d'aller,  et  t  le  nombre  de  jours 
du  voyage  opposé.  Le  premier  voyage  a  donné  une  longitude  qui, . 
exprimée  en  temps,  est  trop  grande  de  «/ ,  le  second  voyage  a 
donné  cette  longitude  trop  petite  de  a^.  En  appelant  donc  X  la 
différence  des  deux  valeurs  obtenues  pour  la  longitude  de  la  sta- 
tion de  l'ouest  par  rapport  à  celle  de  l'est,  différence  qui  est  con- 
nue, on  aura  X=:a/-+-  o^,  d'où  on  tire 


i'\'i' 


La  longitude  dans  le  voyage  de  l'est  à  l'ouest  diminuée  alors  de 

a  qui  devient  ainsi  -- — -^  est  la  longitude  de  la  station  de  l'ouest 

par  rapport  à  celle  de  l'est,  c'est-à-dire^  en  d'autres  termes,la  dif- 
férence de  longitude  des  d^ux  stations.  Telle  est  la  manière  dont 
doivent  être  calculées  les  différences  de  longitudes  données  par  le 
transport  des  chronomètres. 

Au  moyen  des  navires  à  vapeur,  les  voyages  entre  des  lieux 
éloignés  s^effectuent  rapidement.  Mais  c'est  précisément  sur  les 
navires  à  vapeur,  où  les  trépidations  de  la  membrure  dues  à  la 
machine  se  font  sentir  dans  tout  le  bâtiment,  que  le  mouvement 
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des  chronomètres  est  le  plus  altéré  par  la  marche  du  navire.  De 
plus,  quand,  avec  les  navires  à  vapeur,  les  voyages  d'aller  et  de 
retour  présentent  une  différence  notable  dans  la  durée,  cela  vient 
des  vents  contraires  dans  un  des  deux  voyages  ou  du  mauvais  état 
de  la  mer  dans  l'une  des  traversées.  Or  les  mouvements  du  navire 
a'étant  pas  les  mômes  par  vent  favorable  ou  par  vent  contraire , 
par  mer  calme  ou  par  mer  agitée ,  on  n'est  plus  en  droit  de  sup- 
poser que  a  conserve  la  même  valeur  dans  les  deux  voyages  ;  con- 
séquemment  la  vraie  longitude  reste  indéterminée  entre  les  limi- 
tes de  la  différence  trouvée  dans  les  deux  traversées ,  différence 
toujours  d'autant  plus  grande  que  les  deux  points  sont  plus  éloi- 
gnés, et  par  conséquent  d'autant  plus  grande  que  le  voyage  est 
plus  long.  Conune  les  mouvements  généraux  des  vents  à  la  surface 
de  la  terre  rendent  en  général  différents  en  longueur  les  voyages 
dans  le  sens  de  l'est  à  l'ouest  et  dans  celui  de  l'ouest  à  l'est,  on 
voit  donc  qu'on  ne  doit  compter  sur  les  transports  des  chrono* 
mètres  pour  la  détermination  des  différences  de  longitudes  que 
pour  des  points  voisins  et  pour  des  traversées  de  deux  ou  trois 
jours  au  plus. 

163.  —  Cette  conclusion,  à  laquelle  nous  venons  d'arriver  sans 
tenir  compte  des  variations  tout  à  fait  anormales  de  la  marche  des 
chronomètres,  variations  qui  se  produisent  même  à  terre  pendant 
une  durée  un  peu  longue,  devient  bien  plus  justifiée  encore  si  on 
iait  entrer  ces  dernières  anomalies  en  ligne  de  compte.  Toutefois^ 
pour  atténuer  l'effet  de  celles-ci  autant  que  possible,  on  peut  em- 
porter un  grand  nombre  de  chronomètres  et  prendre  la  moyenne 
des  résultats  donnés  par  leur  ensemble;  on  peut  même  tenir 
compte  d'un  grand  nombre  de  voyages  d'aller  et  retour  faits  avec 
plusieurs  chronomètres.  Il  est  certain  que,  dans  ce  cas,  les  ano- 
malies purement  accidentelles  disparaissent  sensiblement  dans  la 
moyenne;  mais  on  ne  peut  annuler  les  influences  constantes  résuU 
tant  des  différences  entre  les  moyennes  durées  des  voyages  d'aller 
et  de  retour,  ni  beaucoup  d'autres  influences  constantes  qui  se  pro- 
duisent surtout  quand  les  stations  diffèrent  beaucoup  en  latitude, 
car,  dans  ce  dernier  cas,  il  y  a  entre  elles  de  grandes  différences 
dans  la  température  moyenne,  dans  la  pression  moyenne  baro- 
métrique, dans  l'intensité  du  magnétisme  ou  de  la  gravité,  laquelle 
agit  sur  la  grandeur  des  frottements,  etc.  Pour  l'une  des  traver- 
sées, la  grandeur  des  mesures  de  ces  divers  éléments  climatologi- 
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ques  va  en  croissant  ;  dans  le  voyage  opposé  elle  décroît,  et  par 
conséquent  les  influences  qui  viennent  de  l'état  de  variation  dans 
ces  éléments  cessent  d'être  identiques  ;  et  il  faut  bien  remarquer 
que  ce  n'est  pas  seulement  par  leur  grandeur  même  que  les  élé- 
ments cUmatologiques  agissent  sur  la  marche  moyenne,  mais  en- 
core par  la  loi  et  le  sens  de  leur  variation.  Or  le  nombre  des  chro- 
nomètres ne  peut  annuler  les  effets  des  causes  constantes  qui 
influent  sur  eux  tous. 

En  ce  qui  concerne  la  température,  on  cherche  bien  à  tenir 
compte  de  son  effet,  quand  on  veut  obtenir  la  plus  grande  préci- 
sion possible  ;  pour  cela  on  étudie  la  marche  des  chronomètres 
dans  des  enceintes  de  diverses  températures,  et  on  construit  des 
tables  qui  donnent  la  différence  du  mouvement  diurne  pour 
chaque  degré  de  l'échelle  thermométrique  et  du  mouvement 
diurne  existant  à  un  certain  degré  fixe,  de  façon  à  t&cher  de  tenir 
compte  des  défauts  de  compensation.  Alors ,  en  ayant  égard  à 
la  température  de  l'instrument,  température  connue  à  l'aide  d'un 
thermomètre  renfermé  dans  la  botte,  on  peut  à  chaque  instant  tenir 
compte  des  excès  du  mouvement  diurne  par  rapport  à  la  marche 
déterminée  au  départ  sous  une  température  connue.  Mais  les  tables 
de  correction  ainsi  construites,  quoique  diminuant  par  leur  emploi 
l'étendue  des  erreurs,  ne  peuvent  pas  anéantir  entièrement  ces 
dernières,  parce  que  les  tables  en  question  se  rapportent  à  des 
températures  fixes,  et  non  à  des  températures  variables  dans  un 
état  d'accroissement  ou  de  décroissement  continu.  De  plus, 
quoiqu'on  tienne  compte  des  variations  de  température,  l'influence 
des  autres  causes  de  variation  de  marche  n'en  persiste  pas  moins 
et  altère  le  résultat  final. 

Ces  considérations  confirment  encore  notre  conclusion  d'après 
laquelle  on  ne  peut  guère  employer  les  chronomètres  avec  profit 
à  la  détermination  des  différences  de  longitude,  sauf  quand  il 
s'agit  de  points  voisins. 

Lorsque  le  transport  des  chronomètres  doit  se  faire  par  terre, 
et  surtout  dans  les  pays  inconnus  ou  peu  connus,  pays  où  les 
transports  sont  difficiles  et  les  voyages  très-longs,  on  ne  peut 
plus,  pour  déterminer  les  différences  de  longitude  même  de  points 
voisins ,  compter  sur  la  marche  de  ces  instruments  qui  sont 
exposés  à  trop  d'accidents. 

164.  —  Ce  que  nous  avons  dit  des  inconvénients  des  chronomè- 
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très  pour  déterminer  au  moyen  de  leur  transport  les  différences 
des  longitudes  de  points  éloignés ,  ne  s'applique  toutefois  qu'à  la 
fixation  des  positions  qu'on  veut  connaître  avec  une  grande  exac- 
titude. Lorsqu'il  ne  s'agit  que  d'avoir  la  longitude  du  navire,  au- 
jourd'hui les  chronomètres  du  bord  la  donnent,  même  pour  de 
très-longs  voyages,  avec  une  précision  suffisante  pour  les  calculs 
de  la  route.  Dans  les  voyages  très-longs  ,  on  voit  d'ailleurs  de 
temps  en  temps  quelque  terre  dont  la  position  est  connue.  En  me- 
surant, par  les  procédés  que  nous  décrirons  en  traitant  de  la  for- 
mation des  cartes  marines,  la  distance  du  navire  à  un  point 
dont  la  longitude  est  connue,  on  peut  obtenir  la  longitude  vraie 
du  navire.  Alors ,  en  comparant  cette  dernière  avec  celle  que 
donne  le  chronomètre  on  en  tire  l'erreur  de  ce  dernier,  c'est-à-dire 
la  correction  à  lui  appliquer  à  cet  instant  pour  qu'il  donne  l'heure 
du  premier  méridien.  Dans  une  longue  navigation ,  cette  rectifica- 
tion faite  de  temps  en  temps  permet ,  malgré  la  longueur  du 
voyage,  de  conserver  toujours  au  moyen  du  chronomètre  du  bord 
l'heure  du  premier  méridien,  avec  une  approximation  suffisante 
pour  les  calculs  de  la  route  ;  car  la  perfection  actuelle  des  chrono- 
mètres ne  permet  pas  à  l'erreur  commise  d'atteindre  une  grande 
valeur  pendant  les  intervalles  où  on  ne  voit  pas  la  terre. 

165.  —  Lorsque,  pour  éliminer  ou  du  moins  pour  réduire 
rinfluence  des  anomalies  accidentelles  des  horloges  astronomiques 
ou  des  chronomètres,  on  emploie  simultanément  plusieurs  de 
ces  instruments,  il  importe  de  les  comparer  entre  eux  après  les 
observations.  Ordinairement  on  fait  les  comparaisons  de  la  ma- 
nière suivante  :  Une  personne  regardant  l'aiguille  à  secondes 
de  l'instrument  qu'on  veut  comparer  aux  autres,  note  la  se^ 
conde  et  estime  en  dixièmes  (1)  la  fraction  de  seconde  marquée 

{i}  L'estimation  de  la  fraction  de  seconde  en  dixièmes  se  fait  facilement 
avec  les  horloges  astronomiques  qui  battent  la  seconde  entière^  et  avec  les 
chronomètres  qui  battent  la  seconde  entière  ou  la  demi-seconde.  Pour  cela 
l'observateur  doit  battre  la  mesure  en  divisant  la  seconde  en  deux  parties, 
ou  autrement  dit^  en  deux  temps.  On  voit  alors  facilement  si  le  tope  donné 
par  aoe  autre  personne,  ou  si  le  passage  d'un  astre  derrière  un  fil  de  la 
lunette  coïncide  avec  laseconde  ou  avec  la  demi-seconde  exacte,  auquel  cas  les 
dixièmes  à  inscrire  seraient  0  ou  5.  S'il  n'y  a  pas  coïncidence,  on  remarque 
si  le  tope  ou  le  passage  a  lieu  dans  la  première  ou  dans  la  deuxième  moitié  de 
laseconde.  Si  le  passage  est  à  égale  distance  des  deux  temps  de  la  mesure,  la 
fraction  à  inscrire  sera  0*,2o  dans  le  premier  cas,  0«,75  dans  le  second;  on 
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par  cet  instrument,  quand  une  autre  personne,  par  un  signal  de 
la  voix  donné  par  un  monosyllabe,  indique  qu'un  des  autres 
instruments  arrive  à  battre  une  certaine  seconde  convenue  d'a- 
vance. On  note  ensuite  les  heures  et  les  minutes  correspondantes. 
Mais  il  existe  une  méthode  peu  connue  et  bien  supérieure  à  la 
précédente  en  précision ,  c'est  celle  des  coïncidences ,  qui  outre 
l'avantage  de  n'exiger  qu'un  seul  observateur,  possède  en  plus 
celui  de  donner  une  véritable  mesure  au  lieu  d'une  estimation. 

166.  — Supposons  qu'un  des  instruments  qu'on  veut  com- 
parer ait  une  marche  un  peu  plus  rapide  ou  plus  lente  que 
les  autres,  de  façon,  par  exemple,  à  avancer  ou  retarder  d'une 
seconde  en  3,  4,  ou  S  minutes  environ  par  rapport  à  eux.  Pour 
fixer  les  idées,  admettons  qu'il  avance  d'une  seconde  en  S  minu- 


inscrira  o,2  ou  0,3,  ou  bien  0,7  ou  0,8,  suivant  qu'on  jugera  que  le  phc- 
noniëne  arrivé  dans  le  milieu  d'un  temps  de  la  mesure  serait  plutôt  plus 
près  de  l'origine  que  de  la  fin  de  ce  temps  ou  inversement.  Si  le  phénomène 
a  lieu  unpeuaprès  le  commencement  du  temps  de  la  mesure  ou  un  peu  avant 
sa  fin,  mais  très-près  de  ces  instants  et  loin  du  milieu  de  la  demi-seconde  en 
question,  on  inscrira  0,1  ou  0,4  pour  le  premier  temps  de  la  seconde,  ou  0,H 
ou  0,9  pour  le  deuxième  temps.  On  voit  donc  que  tous  les  dixièmes  de  la  se- 
conde sont  assez  nettement  caractérisés  avec  le  battement  de  la  mesure  à 
deux  temps,  battement  réglé  sur  la  division  de  la  seconde  en  deux  parties, 
pour  qu'avec  un  peu  d'habitude  on  puisse  assez  bien  distinguer  ces  dixièmes 
les  uns  des  autres.  Disons  toutefois  que  presque  toujours  les  observateurs 
ont  une  certaine  prédisposition  à  inscrire  certains  dixièmes,  par  exemple 
0,1  ou  0,9,  de  préférence  aux  autres;  ce  fait  montre  que  le  fractionne- 
ment de  la  seconde  en  dixièmes  n'a  pas  la  précision  d'une  mesure. 

Les  artistes  construisent  assez  fréquemment  des  chronomètres  qui  battent 
cinq  coups  en  deux  secondes.  Ce  genre  de  fractionnement  de  la  seconde  est 
très-incommode  et  amène  souvent  des  erreurs.  Les  chronomètres  qui  battent 
la  seconde  ou  la  demi-seconde  sont  aussi  très-préférables,  môme  pourTesli- 
mation  des  dixièmes,  à  ceux  qui  battent  le  cinquième  de  seconde ,  et  leur 
avantage  vient  de  ce  qu'avec  ces  derniers  Forigine  de  la  seconde  n'est  pa.* 
a^sez  accentuée  pour  le  comptage.  La  division  en  cinquièmes  introduit  des 
erreurs  en  ce  qu'on  se  trompe  alors  souvent  sur  celui  des  battements  qui 
représente  l'origine  de  la  seconde. 

Dans  les  observations  de  passages,  quelques  personnes  fractionnent 
encore  la  seconde  en  tâchant  de  se  représenter  par  le  souvenir  la  position 
de  l'astre  à  l'origine  et  à  la  fin  de  la  seconde  pendant  laquelle  a  lieu  le  pas- 
sage, et  en  estimant  la  manière  dont  le  fil  de  l'instrument  st^niblc  diviser  ee 
petit  intervalle  parcouru.  Cette  manière  d'estimer  la  fraction  de  second»* 
est  beaucoup  plus  incertaine  encore  que  celle  que  j'ai  décrite  d^aborri. 
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tes  :  alors,  toutes  les  S  minutes,  ce  chronomètre  aura  un  batte- 
ment qui  coïncidera  avec  celui  du  chronomètre  auquel  on  veut  le 
comparer ,  et  en  cet  instant  si  les  deux  instruments  sont  rappro- 
chés, leurs  battements  se  confondront  en  un  seul  coup  frappé . 
Admettons  donc  que  l'observateur  ayant  le  regard  dirigé  vers 
l'un  des  deux  instruments  qu'il  compare,  attende  la  seconde  où 
cette  coïncidence  de  battement  lui  paraît  la  plus  parfaite,  puis  sup- 
posons qu'il  garde  le  souvenir  du  numéro  de  cette  seconde,  en  con- 
tinuant toutefois  de  compter  la  seconde  d'après  le  battement  qu'il 
continue  d'entendre  tout  en  dirigeant  le  regard  vers  le  second  ca- 
dran. Quand,  à  ce  second  cadran,  l'aiguille  tombe  sur  la  première 
division  qu'elle  rencontre  parmi  les  grandes  divisions  marquées  de 
5  en  5,  alors  l'observateur  gardera  le  souvenir  du  numéro  qu'il 
compte  en  même  temps  que  celui  du  numéro  de  cette  grande  di- 
vision, et  retranchant  du  nombre  de  secondes  donné  par  cette 
grande  division  la  différence  des  deux  nombres  conservés  du  pre- 
mier cadran  (savoir  celui  qui  répond  à  l'arrivée  de  l'aiguille  du 
second  cadran  sur  la  grande  division  en  question,  et  celui  que 
maquait  le  premier  cadran  lors  de  la  coïncidence  des  battements), 
il  obtiendra  le  numéro  de  la  seconde  du  second  cadran  oii  a  eu 
lieu  la  coïncidence  des  battements.  On  a  donc  aux  deux  instru- 
ments les  numéros  des  secondes  coïncidentes,  et  cela  un  si  petit 
nombre  de  secondes  après  cette  coïncidence  qu'on  peut  encore 
voir  quelle  minute  et  quelle  heure  chacun  des  cadrans  marquait  en 
même  temps  que  cette  seconde.  Les  deux  instruments  se  trouvent 
alors  comparés  à  la  seconde  exacte  sans  intervention  d'aucune 
estimation  de  la  fraction  de  seconde ,  comme  dans  le  procédé  or- 
dinaire que  nous  avons  décrit  d'abord. 

Si  on  a  plusieurs  chronomètres  à  comparer,  supposons  qu'on 
les  compare  ainsi  tous  successivement  à  celui  qui  a  le  mouve- 
ment d'avance  en  question  et  que  nous  appellerons  A.  Suppo- 
sons de  plus  qu'on  répète  ces  comparaisons  tous  les  jours  ou  tous 
les  deux  jours;  soit  n  l'intervalle  des  comparaisons  pour  un  de  ces 
chronomètres  que  nous  appellerons  B,  n  étant  exprimé  en  temps 
du  chronomètre  A ,  et  soit  n!  l'intervalle  des  heures  correspon- 

aantes  donné  par  le  chronomètre  B,  ^^ sera,  si  n  etn 

sont  réduits  en  secondes,  le  retard  horaire  du  chronomètre  tf  par 
rapport  au  chronomètre  A,  pour  la  durée  d'une  heure  marquée  par  le 
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chronomètre  A.  A  Taîde  de  ce  retard  horaire,  et  des  heures  cor- 
respondantes marquées  par  les  chronomètres  A  et  B  à  Tinstant  T 
de  la  comparaison  au  chronomètre  A,  on  obtiendra  sans  peine  le 
retard  du  chronomètre  B  sur  le  chronomètre  A  à  un  autre  instant 
quelconque  T  du  chronomètre  A.  On  pourra  donc  calculer  le  re- 
tard de  tous  les  chronomètres  pour  un  même  instant  quelconque 
du  chronomètre  A,  et  les  différences  de  ces  retards  seront  les  re- 
tards relatifs  des  divers  chronomètres ,  qui  se  trouveront  ainsi 
comparés  entre  eux  et  avec  A,  à  l'instant,  par  exemple,  d'une 
observation  à  l'un  quelconque  d'entre  eux.  Si  des  comparaisons 
sont  faites  immédiatement  avant  ou  après  une  observation ,  l'ins- 
tant de  celle-ci  peut  alors  être  donné  avec  exactitude  par  tous  les 
chronomètres. 

Ce  que  nous  venons  de  dire  des  chronomètres  s'applique  égale- 
ment aux  horloges  astronomiques,  seulement  l'instrument  compa- 
rateur doit  être  portatif  afin  de  pouvoir  être  approché  successive- 
ment de  chacune  d'elles.  Ce  comparateur  doit  donc  consister  soit 
en  un  chronomètre,  soit  en  un  cadran  portatif  dont  l'aiguille,  mue 
par  l'électricité ,  ait  son  mouvement  commandé  par  une  horloge 
établissant  le  courant  à  chaque  seconde. 


DEUXIÈME  PARTIE 


m  U  DÉTERMINATION  DES  POSITIONS  GÉOGRAPHIQUES  ET  DES 

COORDONNÉES  DES  ASTRES. 


167.  —  Ainsi  que  je  l'ai  fait  voir  dès  1888  dans  plusieurs  mé- 
moires adressés  à  l'Académie  des  sciences,  et  dans  une  brochure 
intitulée  De  remploi  des  observations  azimutales  pour  la  détermi- 
nation des  ascensions  droites  et  des  déclinaisons  des  étoiles ,  lors- 
qu'il s^agit  de  porter, dans  la  détermination  des  coordonnées  des 
aslres  le  maximum  de  précision  qu'on  puisse  atteindre ,  les  ob- 
servations azimutales ,  effectuées  dans  tous  les  plans  possibles , 
offrent  un  grand  avantage  par  rapport  aux  observations  de  hau* 
teur.  Cela  vient  de  ce  que  la  réfraction  et  la  dispersion  de  l'atmos- 
phère, ainsi  que  les  flexions  des  instruments,  causes  d'erreur  agis- 
sant sur  les  observations  de  distance  zénithale,  n'exercent  aucune 
influence  sur  les  observations  d'azimut.  Relativement  aux  ascen- 
sions droites,  mon  procédé,  qui  rend  d'ailleurs  les  observations 
azimutales  indépendantes  des  erreurs  de  la  pendule,  donne  aussi 
à  ce  genre  d'observations  une  grande  supériorité  par  rapport  à 
cdles  de  la  lunette  méridienne. 

Mais  les  avantages  que  je  viens  d'indiquer  ont  lieu  particuliè- 
rement pour  les  observations  faites  dans  des  observatoires  avec 
des  ait-azimuts  fixes  et  solidenaent  établis.  En  voyage,  dans  les 
longues  explorations  scientifiques,  il  est  toujours  difficile  de  don- 
ner delà  stabilité  aux  instruments  établis  sur  des  pieds  portsitifs 
en  bois  ;  et  souvent  même,  au  milieu  des  broussailles,  on  ne  peut 
trouver  le  moyen  d'établir  une  înire  à  grande  distance  pour  s'as- 

17 
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surer,  afin  d'en  tenir  compte,  des  variations  en  azimut  de  l'ins- 
trument. Pour  les  observations  de  hauteur,  nous  avons  vu,  au  con- 
traire, dans  le  n*^  13,  que  le  niveau  donne  toujours  le  moyen  d'af- 
franchir les  observations  des  effets  de  l'instabilité  du  théodolite. 
L'installation  d'un  instrument  pour  des  observations  de  hauteur 
se  fait  donc  toujours  et  partout  avec  facilité  et  rapidité,  tandis  que, 
pour  l'azimut,  il  faut  des  localités  choisies  et  des  préparati&  beau- 
coup plus  longs  et  impossibles  dans  la  majorité  des  cas.  Or  les 
défauts  de  stabilité  de  l'instrument  en  azimut  non-seulement  font 
perdre  aux  observations  azimutales  leur  supériorité  sur  celles  de 
hauteur  (si  on  a  soin  d'éviter  de  faire  celles-ci  trop  près  de  l'ho- 
rizon), mais  encore  ces  défauts  exposent  à  des  erreurs  beaucoup 
plus  grandes.  Les  observations  de  hauteur  conviennent  donc  spé- 
cialement aux  voyageurs  pour  la  détermination  des  positions  géo- 
graphiques. Ce  sont  d'ailleurs  les  seules  observations  possibles  en 
mer.  Nous  devons  par  conséquent  nous  en  occuper  d'une  manière 
spéciale,  bien  que,  je  le  répète,  les  observations  azimutales  doi- 
vent être  préférées  dans  les  observatoires  fixes. 

Dans  la  première  partie  de  cet  ouvrage,  nous  avons  vu  le  moyen 
de  rendre  les  observations  entièrement  indépendantes  de  Teflet 
des  eri'eurs  instrumentales.  Mais  outre  ces  erreurs,  les  observa- 
tions de  hauteur  sont  altérées  par  la  réfraction  due  à  l'atmos- 
phère ;  de  plus,  pour  les  astres  de  notre  système  solaire  elles  sont 
aussi  modifiées  par  les  parallaxes.  Avant  donc  d'entrer  dans  le 
détail  du  calcul  des  observations,  nous  devons  donner  les  moyens  de 
les  affranchir  de  ces  causes  d'altération ,  c'est-à-dire  que  nous  de- 
vons d'abord  traiter  de  la  réfraction  astronomique  et  des  parallaxes. 

DE  LA  RÉFRACTION  ASTRONOMIQUE. 

168.  ^-  Les  rayons  lumineux  qui  nous  viennent  des  astres  $'in« 
fléchissent  vers  la  terre  en  traversant  notre  atmosphère,  dont  les 
couches  sont  de  plus  en  plus  denses  en  approchant  du  sol.  Voyant 
les  astres  suivant  le  dernier  élément  de  la  trajectoire  lumineuse,  il 
en  résulte  que  nous  les  apercevons  plus  hauts  au-dessus  de  l'horizoo 
qu'ils  ne  sont  réellement,  ou,  en  d'autres  termes,  leurs  distances 
zénithales  vraies  sont  plus  grandes  que  leurs  distances  zénithales 
apparentes. 
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Dans  la  théorie  de  la  réfraction,  on  considère  comme  horizon- 
tales les  couches  atmosphériques  de  même  densité.  C'est  en  effet 
ce  qui  a  lieu  dans  Tétat  normal  de  l'atmosphère,  lorsque  toutes  les 
conditions  sont  identiques  autour  d'un  même  point.  Quelles  que 
soient  les  anomalies  qui  peuvent  se  produire,  l'atmosphère  s'écarte 
toujours  très-peu  de  cette  constitution  ,  qui  représente  sensible- 
ment son  état  moyen. 

11  résulte  de  là  que  la  réfraction  élève  les  astres  dans  le  plan 
même  de  leur  verticale.  Par  conséquent,  elle  n'agit  pas  sur  les 
azimuts,  mais  seulement  sur  les  distances  au  zénith.  En  ce  der- 
nier point,  la  réfraction  est  nulle,  puisque  les  rayons  lumineux  tra- 
versent normalement  les  couches  d'air. 

169. — Les  tables  de  réfraction  publiées  dans  la  Connaissance  des 
temps  sont  calculées  à  l'aide  des  formules  données  par  Laplace  et  dé- 
duites des  équations  que  ce  savant  a  établies  pour  représenter  le 
mouvement  d'un  rayon  lumineux  dans  l'atmosphère.  Les  cons- 
tantes que  les  formules  renferment  ont  été  déduites  des  observa- 
tions, et  ces  constantes  établissent  l'accord  entre  les  formules 
théoriques  qui  donnent  la  loi  des  variations  de  la  réfraction  sui- 
vant les  distances  au  zénith,  et  les  valeurs  absolues  trouvées  pour 
la  réfraction  astronomique. 

La  loi  de  la  variation  de  la  réfraction  avec  les  distances  au 
zénith  se  simplifie  beaucoup  quand  on  ne  considère  que  des  dis- 
tances zénithales  inférieures  à  75  ou  80  degrés  au  plus.  La  for- 
mule de  Laplace  applicable  dans  ce  cas,  et  qui  est  donnée  dans  le 
tome  IV  de  la  Mécanique  céleste ^  page  271,  est,  en  appelant  R  la 
réfraction,  z  la  distance  au  zénith,  h  la  hauteur  barométrique  ex- 
primée en  millimètres  et  réduite  à  la  température  zéro,  n  le  coef- 
ficient 0,0037S  de  la  dilatation  des  gaz  secs ,  coefficient  trouvé 
par  Gay-Lussac,  t  la  température   de  l'air  de  la  station  en 

degrés  du  thermomètre  centigrade,  et  en  posant  -=^  =  1  +  y^ 

(n   T._  tt(i4-y)tHDgjg      tt*(i+y)*sini"    (1  +  2 cos' s)  tang z 
^^  i+nt       "*"     2.(1 -h  m)»     *  cos»;5 

—  «(1 +y).  0,00125254  ^55|f, 

formule  dans  laquelle  a  =  60"  ,61 6^  valeur  déduite  par  Delam- 
tre  d'un  grand  nombre  d'observations  faites  par  Piazzi  et  par 
lui-même. 
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On  peut  donner  à  cette  expression  de  R  une  forme  plus  simple. 

ni                           ,        .       l+nt          l             ni 
Pour  cela  remarquons  qu  on  a  1  =  7 -=r hi . 

Nous  pouvons  donc  multiplier  le  troisième  terme  par  cette  ex- 
pression de  l'unité  sans  changer  rien  à  la  valeur  de  R,  et  par  là 

nous  pouvons  mettre  j---^  en  facteur  commun.  Nous  remarque- 
rons d'ailleurs  que î =  sec*z  +  2  =  3  +  tang*z,  puis- 

cos   z 

que  sec';;  =  l  -f-  tang'z;  en  faisant  ces  transformations,  il  nous 
viendra  donc 

R  =  rr^t  [(«  + 1  «•  sin  1  "  (j^^  -  0,00125854  .)  tang  z 

-Ki  a>  sin  1''  (^^f J  —  0,001252o4«)  tangos 

—nt.  0,00i25254a(tang2  +  taog^ji)]* 

Remarquons  maintenant  que  y  et  nt  étant  toujours  de  petites 
fractions,  on  peut  dans  les  termes  en  a  '  sin  1  '' ,  termes  qui  sont  très- 

petits,  remplacer  le  facteur  j—-^  par  4  +  y — nt,  ce  qui  revient  à 

négliger  les  carrés  et  les  produits  de  nt  et  de  y.  En  faisant  cette 
substitution  et  en  mettant  pour  asa  valeur  60'', 616  trouvée  par 
Delambre,  il  vient 

(2)  R  =-  fX^  [60",566797  tang  z  —  0",0670i7  tang*  z 

+y  (0",026721  tang  z  +  0",008907  Ung»  z) 
nt  (0",049203  tang  3  +  0",067017  tang*  5)1- 

Dans  cette  expression,  la  plus  grande  valeur  que  puissent  prendre 
les  termes  en  y  et  en  7it  a  lieu  pour  la  plus  grande  distance  zénithale 
à  laquelle  la  formule  soit  applicable ,  distance  qui  est  de  78*.  Or 
pour  cette  distance  zénithale  on  trouve  que  le  coefficient  de  y  de- 
vient l'',0532  ;  de  sorte  que  si  y  est  égal  à  0,1,  l'erreur  ne  serait 
que  d'un  dixième  de  seconde,  quantité  inférieure  aux  incertitudes 
que  donne  déjà  la  réfraction  à  cette  hauteur.  D'un  autre  côté , 
la  valeur  0,1  pour  y  dépasse  les  plus  grandes  excursions  du  baro- 
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mètre  autour  de  760  millimètres  dans  les  lieux  voisins  du  niveau 
de  la  mer.  Dans  les  constructions  des  tables,  on  peut  donc  négli- 
ger le  terme  en  y. 

La  plus  grande  valeur  du  terme  en  nt^  c'est-à-dire  sa  valeur 
pour -s  =  78*,  est,  en  mettant  pour  n  sa  valeur  et  en  faisant  tz=z 
10%  éçale  à  0",2704;  pour  t=:  30%  ce  terme  n'atteint  encore 
que0",81.  Or,  si  on  remarque  que  les  observations  se  font  toujours 
entre  les  températures  de  —  20**  et  de  -f-  40**,  dont  la  moyenne 
est  H-  10%  on  voit  qu'on  peut,  dans  la  construction  des  tables , 
faire  t  constant  et  égal  à  la  moyenne  lO*"  des  températures  d'ob- 
servation, sans  avoir  à  craindre  d'erreur  de  plus  de  huit  dixièmes 
de  seconde.  En  faisant  cette  hypothèse,  le  terme  en  nt  se  réduit 
à- 0,001845  tangxf— 0,002513  tang'z,  et  la  formule  devient 
simplement 


'^)        ^  =  T^Tt  ^  ^"»^*9^2  tang  z  -  0",069530  tang^  z  ) . 


C'est  avec  cette  formule  ainsi  réduite  qu'on  calcule  les  tables 
de  réfraction ,  depuis  le  zénith  jusqu'à  la  distance  de  75  à  78 
degrés. 

170.  —  Lorsque  les  distances  zénithales  sont  supérieures  à  78**, 
il  faut  recourir  à  une  autre  formule  donnée  par  Laplace  t.  IV, 
p.  264  de  la  Mécanique  céleste.  Cette  formule  est  donnée  pour  la 
température  0  et  une  pression  barométrique  de  760  millimètres. 
Elle  devient  à  peu  près  applicable  aux  autres  pressions  et  aux 

autres  températures  en  y  multipliant  la  valeur  de  R  par  — ^t^.. 

1  -h  n/ 

En  y  faisant  cette  addition  et  remplaçant ,  comme  nous  l'avons 

fait  en  donnant  la  valeur  de  a  pour  l'équation  (1) ,  les  secondes 

décimales  employées  dans  la  Mécanique  céleste  par  les  secondes 

sexagésimales,  la  formule  de  Laplace  devient,  en  conservant  aux 

lettres  la  signification  précédente  : 

W       ^^T^^i  r(2106",00— 922304",42 ces* z) sin z  e^' 
formule  dans  laquelle  e  est  la  base  des  logarithmes  hyperboliques 
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et  OÙ  T  =  A  n^ftHiTM*^^  tandis  que  t:  représente  le  rapport  de  la 

circonférence  au  diamètre. 
Dans  cette  formule,  si  on  fait  z=90%  pilors  cosiJ= 0,  T=0  et 

par  conséquent  e     =  1  ;  en  même  temps  la  série  s'annule  ;  de 
plus  sin  2  >z = 0,  et  sin  ^ = 1  ;  la  formule  se  réduit  donc  à 


^=(îTli) 


2i06",00 


Si  en  même  temps  le  baromètre  marque  760  millimètres  et  si  le 

1  +v 

thermomètre  est  à  zéro,  le  rapport  — ^  =  1  ;  conséquemment 

la  formule  donne  2106''  ou  3S'  6''  pour  la  réfraction  horizontale 
à  la  température  0  et  la  pression  760  millimètres.  Cette  n^frac- 
tion  devient  33'  47", 9  à  la  température  lO""  et  à  la  pression  de  760 
millimètres  de  mercure  supposé  à  cette  même  température  de  10*. 

T*     1  T*      1   r 

Dans  la  formule  (4),  la  série  T — ô- + 7-0  « TTq  t"--  ^^^ 

toujours  par  être  convergente  quel  que  soit  T.  Tant  que  T  est 
petit,  la  convergence  est  très-grande  et  un  petit  nombre  de  ter- 
mes suCQt  pour  le  calcul.  Cette  série  représente  le  développement  de 

l'intégrale  de  dte  prise  entre  les  limites  zéro  et  T,  et  elle  jouit 
de  la  propriété  d'être  alternativement  plus  grande  et  plus  petite 
que  cette  intégrale,  suivant  que  l'on  s'arrête  à  un  terme  positif 
ou  négatif.  Il  en  résulte  qu'en  ajoutant  à  un  nombre  quelconque 
des  termes  de  la  série  la  moitié  du  terme  suivant,  Terreur  sera 
moindre  que  cette  moitié.  On  a  donc  là  un  moyen  simple  de  juger 
du  degré  d'approximation. 

Pour  z  =  78*,  limite  jusqu'à  laquelle  on  est  obligé  de  recourir 
à  la  formule  (4),  on  a  T  =  5,4  environ.  Pour  cette  valeur,  on 
est  conduit  à  prendre  un  grand  nombre  des  termes  de  la  série. 
A  la  page  253  du  tome  IV  de  la  Mécanique  céleste,  Laplace  donne 
une  autre  expression  du  développement  de  l'intégrale,  expression 
qui  devient  plus  convergente  pour  les  valeurs  un  peu  grandes 
de  T. 

171 . — En  calculant  les  valeurs  de  la  réfraction  horizontale  dans 
l'hypothèse  d'une  densité  de  l'air  décroissant  en  proportion  géomé- 
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trique,  hypothèse  qui  suppose  une  température  uniforme  dans 
toute  l'atmosphère,  Laplace  a  trouvé  une  réfraction  trop  forte.  En 
calculant  ensuite  dans  Thypothèse  d'un  décroissement  de  la  den- 
sité en  progression  atmosphérique,  il  a  trouvé  une  réfraction  trop 
faible.  Il  a  donc  admis  une  hypothèse  composée  des  deux  précé- 
dentes, et  dans  laquelle  deux  indéterminées  interviennent.  C'est 
par  cette  hypothèse  mixte  et  en  fixant  les  valeurs  des  indéterminées 
au  moyen  des  observations  que  Laplace  a  réussi  à  obtenir  les  for- 
mules (i)  et  (4),  qui  s'accordent  assez  bien  avec  les  réfractions 
observées.  Plusieurs  autres  savants  se  sont  occupés  de  ce  sujet, 
mais  les  formules  de  Laplace  sont  encore  jusqu'ici  celles  qui  s'accor- 
dent le  plus  exactement  avec  les  observations.  Aussi  la  table  de  ré- 
fraction insérée  dans  la  Connaissance  des  temps,  et  dont  le  calcul 
est  dû  à  M.  Gaillet ,  est  calculée  avec  les  formules  de  Laplace. 
Cette  table  donne  pour  chaque  hauteur  apparente  au-dessus  de 
l'horizon  et  de  10  en  10  minutes  dans  la  zone  des  plus  grandes 
variations  jusqu'à  14**,  et  ensuite  de  degré  en  degré,  jusqu'au 
zénith,  lés  valeurs  de  la  réfraction  à  la  pression  barométrique 
de  760""*  et  à  la  température  de  10*  pour  l'air  et  pour  le  baro- 
mètre. Une  seconde  table  donne  les  facteurs  par  lesquels  cette 
réfnction  doit  être  multipliée  pour  avoir  égard  à  la  température 
actuelle  de  l'air  et  à  la  pression  barométrique  réduite  à  ce  qu'elle 
serait  à  cette  température  de  l'air.  A  l'aide  de  cette  table,  par  une 
simple  interpolation,  on  trouve  rapidement  les  valeurs  de  la  réfrac- 
tion pour  toutes  les  distances  zénithales.  Le  facteur  thermomé- 
trique y  est  donné  depuis  —  29°  jusqu'à  -h  BO** ,  et  le  facteur 
barométrique  depuis  630""  jusqu'à  789"*". 

Si  on  observe  dans  les  montagnes,  à  des  hauteurs  oîi  le  baro- 
mètre est  au-dessous  de  630"",  on  peut  facilement  calculer  le 

facteur  barométrique  dont  l'expression  est  =^,  h  étant  la  pres- 
sion barométrique  en  millimètres. 

Quant  au  signe  des  corrections,  il  ne  faut  pas  perdre  de  vue 
que  pour  transformer  une  distance  zénithale  apparente  en  dis- 
tance vraie,  on  doit  y  ajouter  la  réfraction.  La  réfraction  est,  au 
contraire,  à  retrancher  si  on  veut  transformer  une  hauteur  appa- 
rente en  hauteur  vraie  au-dessus  de  l'horizon. 

Si,  avec  les  tables  de  réfraction,  on  veut  calculer  là  réfraction 
correspondant  à  une  distance  zénithale  vraie,  on  entre  dans  la 
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table  avec  cette  distance,  et  en  retranchant  de  la  distance  vraie  la 
réfraction  ainsi  obtenue,  on  a  la  valeur  très-approchée  de  la  dis- 
tance zénithale  apparente,  valeur  à  Taide  de  laquelle  on  prend  de 
nouveau  dans  la  table  la  grandeur  de  la  réfraction  qu'on  retranche 
ensuite  de  la  distance  vraie  pour  avoir  la  vraie  distance  apparente. 

172.  — Il  nous  reste  maintenant  à  faire  comprendre  comment 
on  peut  au  moyen  des  observations  obtenir  la  valeur  de  la  ré- 
fraction correspondant  à  diverses  distances  zénithales,  de  manière 
à  pouvoir ,  en  égalant  l'expression  générale  de  la  réfraction  aux 
quantités  obtenues  par  observation  (après  avoir  substitué  pour  z, 
dans  cette  expression,  les  distances  auxquelles  ont  eu  lieu  les  ob- 
servations) trouver  les  valeurs  des  constantes  qui  entrent  dans  les 
formules. 

Une  circompolaire  passant  au  zénith,  où  la  réfraction  est  nulle, 
a  sa  déclinaison  connue ,  car  celle-ci  est  égale  à  la  latitude  du 
lieu  que  d'abord  nous  supposons  connue.  Si  l'étoile  ne  passe  pas 
au  méridien  par  le  zénith  même,  mais  dans  le  voisinage  immé- 
diat de  ce  point,  on  peut  encore  connaître  sa  déclinaison,  car 
la  réfraction  est  presque  nulle  dans  le  voisinage  du  zénith,  où  on 
sait  qu'elle  est  à  peu  près  d'autant  de  secondes  que  la  distance  au 
zénith  a  de  degrés.  On  peut  donc  faire  à  la  distance  zénithale  ob- 
servée une  petite  correction  provisoire  pour  la  réfraction  ;  et  en- 
suite la  latitude  du  lieu,  plus  la  distance  zénithale  de  l'étoile  à  son 
passage,  si  celle-ci  passe  au  méridien  du  côté  du  pôle  de  l'hémis- 
phère, et  moins  cette  distance,  si  elle  passe  du  côté  opposé,  est  la 
déclinaison  de  cette  étoile. 

LdL  déclinaison  étant  connue,  si  on  considère  l'étoile  en  un  point 
quelconque  de  son  cours ,  on  connaît  deux  côtés  dans  le  triangle 
formé  par  le  pôle,  le  zénith  et  l'astre,  savoir  :  la  distance  polaire 
de  l'étoile  et  la  distance  polaire  du  zénith,  complément  de  la  lati- 
tude ;  de  plus  si  on  a  noté  l'heure  du  passage  méridien,  l'heure 
de  l'observation  fait  connaître  l'angle  compris  entre  ces  deux  côtés, 
lequel  angle  n'est  autre  quel'angle  horaire  de  l'étoile.  On  peut  donc 
calculer  le  troisième  côté  qui  donne  la  distance  vraie  au  zénith. 
La  différence  avec  la  distance  zénithale  observée  est  la  valeur  de 
la  réfraction. 

Ce  procédé  suppose  la  latitude  connue  ;  on  l'obtient  par  les  ob- 
servations méridiennes  des  passages  supérieurs  et  inférieurs  d'une 
étoile  voisiné  du  pôle,  en  adoptant  une  valeur  provisoire  de  la  ré- 
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fraction,  sauf  à  modifier  ensuite  celle-ci,  d'après  une  première 
approximation  des  tables  de  la  réfraction,  pour  faire  accorder 
entre  eux  les  résultats  obtenus  par  Tobservation  de  diverses  étoiles 
polaires.  En  rectifiant  ainsi  progressivement  la  valeur  admise  pour 
la  latitude  à  mesure  qu'on  corrige  les  tables  de  réfraction ,  on  ar- 
rive à  la  fin  à  connaître  la  latitude  du  lieu  et  les  valeurs  des  cons- 
tantes de  la  réfraction  astronomique. 

On  pourrait  aussi  obtenir  la  déclinaison  des  circompolaires  au 
moyen  de  l'observation  de  leurs  azimuts  extrêmes.  Des  observa- 
tions d  azimut ,  sur  lesquelles  la  réfraction  n'agit  pas ,  peuvent , 
au  reste,  donner  à  la  fois  la  latitude  du  lieu  et  la  déclinaison  des 
étoiles.  Après  quoi  la  méthode  que  nous  venons  d'indiquer  et  qui 
suppose  la  latitude  connue,  devient  très-facile  d'application.  Les 
anciens  astronomes  ont  employé  le  procédé  plus  laborieux  que 
nous  avons  signalé  d'abord. 

Quand,  par  le  procédé  que  nous  avons  indiqué,  la  constante  a 
delà  réfraction  pour  la  formule  (1)  est  connue,  on  peut  avoir  faci- 
lement la  latitude  du  lieu  et  les  déclinaisons  des  étoiles  par  des 
observations  de  hauteur  faites  dans  les  limites  oîi  cette  formule  est 
applicable.  Observant  ensuite  les  mêmes  astres  à  l'horizon,  et  cal- 
culant aux  instants  d'observation  leurs  distances  zénithales  vraies 
par  la  méthode  ci-dessus,  on  a  la  valeur  de  la  réfraction  horizon- 
tale qui  sert  à  construire  la  formule  (4). 

Nous  ajouterons  ici  que  M.  Babinet  a  donné,  dans  les  Comp- 
tes rendus^  une  nouvelle  formule  de  la  réfraction.  En  partant 
du  pouvoir  réfringent  de  l'air,  il  arrive  directement  à  la  valeur 
trouvée  parles  observations  pour  la  réfraction  à  l'horizon.  Il  serait 
intéressant  de  réduire  en  table  les  formules  de  l'illustre  savant. 

173.  —  La  formule  (4)  de  Laplace  repose  sur  une  hypothèse 
relative  à  la  loi  du  décroissement  de  la  densité  de  l'air  à  me- 
sure que  les  couches  atmosphériques  sont  plus  élevées.  D'un  autre 
côté,  les  coefficients  ne  sont  en  réalité  que  des  fonctions  de  deux 
constantes  seulement ,  constantes  que  les  réfractions  observées  à 
45*  et  à  l'horizon  déterminent.  Il  résulte  de  là ,  pour  cette  for- 
mule, un  inconvénient  très-notable.  Cet  inconvénient  consiste  en 
ce  que,  si  l'hypothèse  sur  laquelle  repose  la  formule  n'est  pas 
rigoureusement  exacte,  et  elle  ne  l'est  pas  puisque  cette  hypo- 
thèse ne  satisfait  pas  au  décroissement  de  la  température  observe 
dans  les  régions  inférieures  de  l'atmosphère ,  la  formule  ne  sera 
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rigoureuse  que  pour  les  deux  distances  zénithales  auxquelles  on 
Tassujettit  à  satisfaire,  et  elle  pourra  pour  toutes  les  autres  don- 
ner de  petites  erreurs.  Ces  erreurs  seront  à  peu  près  insensibles, 
il  est  vrai,  entre  les  distances  zénithales  0  et  TO"",  parce  que  dans 
cet  intervalle,  comme  on  peut  facilement  le  démontrer,  la  réfrac- 
tion est  presque  complètement  indépendante  de  la  loi  du  décrois- 
sèment  de  la  densité  de  Tair  (sans  l'être  toutefois  tout  à  fait  rigou- 
reusement). Mais  dans  le  voisinage  de  l'horizon,  les  erreurs  peu- 
vent devenir  très-notables. 

Des  observations  que  j'ai  faites  à  Olinda  sur  la  réfraction  entre 
80*  et  90*,  m  ont  donné  des  différences  avec  la  formule  de  La- 
place.  On  ne  peut  parvenir,  en  changeant  uniquement  les  coefG- 
cients  de  la  formule ,  à  corriger  de  ces  différences  les  tables  de 
réfraction.  Il  faudrait  donc  appliquer  empiriquement  les  correc- 
tions à  ces  tables.  Mais  si  on  faisait  ce  travail  empiriquement,  à 
quoi  alors  servirait  la  formule  1  Autant  dans  ce  cas  faire  empi- 
riquement la  table  de  réfraction  elle-même,  puisque  la  table  cor- 
rigée ne  représenterait  plus  la  formule  primitive. 

Cette  circonstance  m'a  engagé  à  reprendre  la  théorie  de  la  ré- 
fraction astronomique,  et  je  suis  parvenu  à  découvrir  une  formule 
très-simple  qui  peut  être  amenée  à  l'accord  le  plus  parfait  avec  les 
observations. 

174.  —  Pour  panenir  à  démontrer  cette  formule,  nous  exa- 
minerons d'abord  la  loi  de  la  réfraction  astronomique  telle  qu'elle 
est  produite  par  une  atmosphère  limitée  dont  la  densité  décroît 
en  progression  arithmétique,  et  ensuite,  nous  verrons  le  moyen 
de  passer  de  ce  cas  hypothétique  au  cas  de  l'atmosphère  réelle. 

Nous  considérerons  provisoirement  la  terre  comme  sphérique  ; 
nous  appellerons  r  son  rayon  et  h  la  hauteur  totale  de  l'atmos- 
phère. 

On  démontre  en  physique  que  la  loi  de  la  réfiraction  des 
rayons  lumineux,  en  passant  d'un  milieu  dans  un  autre,  consiste 
en  ce  que  les  sinus  des  angles  d'incidence  et  d3  réfraction  sont 
dans  un  rapport  constant.  Nous  appellerons  n  ce  rapport  pour  les 
rayons  passant  d  une  couche  atmosphérique  très-mince  d'épaisseur 
ih  dans  la  couche  située  au-dessous  d'elle,  cette  couche  étant  sup- 
posée  assez  mince  pour  qu'on  puisse  regarder  sa  densité  comme 
constante.  Comme  le  coefficient  n  est  d'ailleurs  proportionnel  aux 
différences  de  densité  des  couches  successives  de  l'atmosphère,  et 
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comme  ces  différences  de  densité  entre  deux  couches  successives 
sont  supposées  constantes  depuis  le  sol  jusqu'à  la  limite  atmos- 
phérique, puisque  nous  supposons  le  décroissement  de  densité  en 
progression  arithmétique ,  il  en  résulte  que  le  coefficient  n  est 
constant  dans  toute  l'épaisseur  de  l'atmosphère. 

Si  donc  nous  considérons  la  couche  atmosphérique  dont  la 
limite  supérieure  est  à  la  hauteur  h  et  dont  l'épaisseur  est  Sh^  et  si 
nous  appelons  z'  l'angle  que  le  rayon  incident  atteignant  cette, 
couche  forme  avec  la  verticale  au  point  oîi  il  l'atteint,  on  a,  en 
nommant  z  l'angle  du  rayon  réfracté  avec  la  même  verticale, 

sin2'=n.sin2. 

n  est  plus  grand  que  1 ,  puisque  l'angle  d'incidence  est  plus 
grand  que  l'angle  de  réfraction;  nous  ferons  donc  n=  l  +  a,  et 
a  est  une  quantité  très-petite  puisque  la  différence  de  densité  des 
deux  couches  consécutives  très-minces  est  très-petite.  Si  nous  fai- 
sons maintenant  2'  =  js  +  .6,  p  sera  alors  la  réfraction  occasionnée 
parla  couche  8h,  puisque  c'est  la  différence  des  angles  z'  et  z, 
c'est-à-dire  l'angle  des  rayons  réfléchis  ou  réfractés.  En  substituant 
ces  valeurs  de  z'  et  de  n  dans  l'équation  précédente,  il  vient 

« 

sîn  (s -h  p)  =  (  1  -l-a)  sin  s, 

ou  en  développant  sin  (z  -Hp)  et  remarquant  que  cos  p=  1  et 
sin  p=p,  quand  l'épaisseur  de  la  couche  tend  vers  zéro,  auquel 
cas  a  tend  vers  zéro,  il  vient 

(a)  p  =  a  tang  z. 

En  considérant  cette  expression  de  ,B,  il  semble  que  6  peut 
prendre  une  valeur  appréciable  quand  z  tend  vers  90"*,  auquel  cas 
tang  z  tend  vers  l'infini,  et  dès  lors  il  semble  que  la  substitution 
de  l'unité  à  cos  p,  dans  le  développement  de  sin  (^  +  P  ),  subs- 
^  tilution  qui  revient  à  négliger  un  terme  de  l'ordre  de  p*,  cesse 
d'être  légitime.  Mais  il  faut  remarquer  que,  quelque  grand  que 
Ton  suppose  tang  z ,  on  peut  toujours  supposer  la  couche  assez 
mince  pour  que  a  tang  z  soit  très-petit  et  du  premier  ordre , 
donc  l'équation  p  =  «  tang  z  est  toujours  rigoureuse  pourvu 
qu'on  regarde  a  comme  infiniment  petit,  et  alors  p  reste  un  in- 
finiment petit  du  premier  ordre.   Cette  considération  légitime 
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réquation  en  question  dont  la  formation  est  d'ailleurs  conforme 
aux  principes  du  calcul  différentiel. 

Prenons  maintenant  l'expression  du  chemin  parcouru  dans  la 
couche  d'épaisseur  î A  par  le  rayon  qui  y  entre  en  faisant  Tangle  z 
avec  la  verticale.  En  appelant  x'  ce  chemin,  et  remarquant  que  le 
rayon  supérieur  de  la  couche  est  r  +  h  et  le  rayon  inférieur 
r  -+-  A  —  8hy  et  en  posant  pour  abréger  r^-hz^r'j  nous  aurons 
réquation  suivante  dans,  le  triangle  rectiligne  formé  par  ces  deux 
rayons  et  par  le  trajet  x 

(r' — .  5  A)*  =  r'»  +  a:*  —  2  r' J?  cos  5, 

ou  en  développant  (r'  —  ^A)*,  et  remarquant  que  le  carré  de 
^A  est  négligeable  par  rapport  à  r'^A, 

2r'ÔA=2r'j:cosa  — a;», 

équation  que  nous  pourrons  mettre  sous  la  forme 

2r'SA  Bh 


(b)  x  = 


2r'cos-s  —  X  X 


X  est  une  quantité  très-petite ,  car  c'est  le  chemin  fait  par  le 
rayon  dans  la  couche  d'épaisseur  8hj  et  ce  chemin  devient  même 
infiniment  petit,  si  on  fait  tendre  ^A  vers  zéro,  c'est-à-dire  si  on 
le  considère  comme  la  différentielle  dh,  La  plus  grande  valeur  du 
trajet  x  dans  la  couche  ^  A  a  lieu  en  effet,  quand,  à  la  limite  infé- 
rieure de  cette  couche,  le  rayon  est  horizontal.  Dans  ce  cas,  on  a 

a:'  =  2r'^A,  d'où  5-7=^5-7,  quantité  infiniment  petite  quand 
on  substitue  à  ^A  la  différentielle  dh.  Tant  que  cos  js  a  une  valeur 

X 

appréciable,  on  peut  donc  négliger  ^  par  rapport  à  ce  cosinus,  et 
alors  on  a  x = .  Mais  quand  on  fait  tendre  cos  z  vers  zéro,  on 

COS-5  ^ 

peut  toujours,  quelque  petite  que  soit  la  valeur  qu'on  lui  attribue, 
donner  à  ih  une  valeur  considérablement  plus  petite  encore,  et 

telle  que  y  x-r  soit  négligeable  par  rapport  à  la  valeur  actuelle 
de  cos  z.  Donc  l'équation  x  =:  M  sec  z  continue  d'exister  quand 
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z  tend  vers  90^,  pourvu  qu'on  fasse  tendre  en  même  temps  vers 
zéro  répaisseur  ^  A  de  la  couche,  c'est^i-dire  pourvu  qu'on  subs- 
titue à  êh  la  différentielle  dh.  Nous  pouvons  donc  éliminer  cos  z 
entre  cette  dernière  équation  et  l'équation  (a),  et  il  vient 

(c)  p=aî^sm«- 

Or,  dans  le  cas  du  décroissement  de  densité  en  progression 
arithmétique,  a  est  proportionnel  à  la  différence  de  densité  entre 
deux  couches  consécutives  d'épaisseur  e/A,  il  est  donc  proportion- 
nel à  dhj  et  en  posant  a=zkdhj  k  étant  une  constante,  l'équation 
précédente  se  réduit  à 

L'angle  z  formé  par  le  rayon  lumineux  avec  la  verticale  de 
son  point  d'entrée  dans  chaque  couche  atmosphérique,  n'est  pas 
constant  dans  toute  Tépaisseur  de  l'atmosphère.  Il  y  a  deux  causes 
qui  le  font  varier.  L'une  d'elles  est  l'inflexion  du  rayon  vers  la 
terre  par  l'effet  de  la  réfraction  elle-même,  à  mesure  que  ce  rayon 
pénètre  plus  profondément  dans  l'atmosphère.  Cette  première 
cause  tend  à  faire  croître  l'angle  z  à  mesure  qu'on  considère  le 
rayon  à  une  distance  plus  grande  de  son  point  d'arrivée  à  la 
surface  du  sol.  L'autre  cause  de  variation  de  l'angle  z  est  l'angle 
des  verticales  elles-mêmes  aux  divers  points  de  la  trajectoire  du 
rayon  lumineux.  Or,  l'angle  formé  par  ces  verticales  et  par  celle 
du  point  de  départ  allant  en  croissant  à  mesure  que  la  trajectoire 
s'éloigne  de  la  surface  terrestre,  et  l'angle  z  en  un  point  quel- 
conque de  la  trajectoire  très-peu  courbe,  et  que  pour  fixer  les 
idées  nous  pouvons  regarder  un  instant  comme  rectiligne,  étant 
^al  à  l'angle  z  que  cette  trajectoire  possède  à  la  surface  du  sol , 
moins  l'angle  formé  par  la  verticale  en  un  point  quelconque  de  cette 
trajectoire  et  la  verticale  du  point  où  celle-ci  coupe  le  sol,  on  voit 
que  par  l'effet  de  cette  seconde  cause,  contrairement  à  celui  de  la 
première,  l'angle  z  tend  à  diminuer  à  mesure  qu'on  considère  la 
trajectoire  en  un  point  plus  éloigné  de  son  point  d'arrivée. 

Si  on  considère  une  atmosphère  très-basse  dont  la  densité  dé- 
croisse en  progression  arithmétique,  les  variations  de  z  dues  à  la 
seconde  cause  que  nous  venons  d'examiner  seront  très-petites,  et 
comme  l'atmosphère  terrestre  est  en  réalité  très-basse  par  rapport 
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au  rayon  de  la  terre,  cette  hypothèse  se  rapproche  beaucoup  de 
la  réalité.  Les  variations  d^  z  dues  à  l'une  et  Tautre  des  deux  cau- 
ses que  nous  avons  examinées,  sont  très-petites  quand  dans  la 
couche  inférieure  de  l'atmosphère  l'angle  z  est  petit.  L'une  et  l'au- 
tre de  ces  variations  se  réduisent  alors  à  quelques  secondes,  et 
comme  la  variation  réelle  de  z  est  leur  différence ,  cette  variation 
réelle  est  plus  petite  que  la  plus  grande  de  ces  deux  varia- 
tions particulières.  On  voit  donc  que  nous  pouvons ,  sans  erreur 
sensible ,  regarder  z  comme  constant ,  tant  que  cet  angle  z  est 
petit. 

Mais,  d'im  autre  côté,  les  variations  de  z  dans  les  diverses  cou- 
ches atmosphériques ,  variations  dues  à  Tune  et  à  l'autre  des 
deux  causes  considérées,  ne  prennent  de  valeur  un  peu  grande 
qu'à  partir  de  80**  pour  la  valeur  de  z  (dans  la  couche  inférieure 
de  l'atmosphère),  et  encore,  à  cette  distance  zénithale,  ces  varia- 
tions sont,  pour  la  première  cause  de  variation,  de  moins  de  6',  et 
par  l'efTet  de  la  seconde  cause  de  variation ,  elles  restent  d'un  nombre 
de  minutes  inférieur  à  un  demi-degré^  du  moins  pour  toute  la 
partie  dense  de  l'atmosphère.  Donc  la  variation  totale  n'excédera 
guère  une  vingtaine  de  minutes.  Or,  pour  une  valeur  de  80*, 
la  variation  du  sinus  est  déjà  bien  petite  pour  une  variation 
aussi  petite  de  l'arc.  Enfin,  quand  en  approchant  tout  près  de 
90'',  les  variations  peuvent  atteindre  un  degré,  le  changement  de 
la  valeur  du  sinus  pour  cet  ordre  de  variation  de  l'arc  est  devenu 
presque  négligeable.  U  en  résulte  donc  que  dans  l'équation  {d)  on 
peut  sans  erreur  appréciable  regarder  toujours  sin  z  comme  coas- 
tant,  quel  que  soit  z^  et  on  peut  donner  alors  à  ce  sinus  la  valeur 
répondant  à  la  couche  inférieure  de  l'atmosphère ,  c'est--à-dire  à 
la  distance  zénithale  apparente  de  l'astre  pour  lequel  on  veut  la 
valeur  de  la  réfraction. 

En  introduisant  donc  cette  condition  dans  l'équation  (d)  lors- 
qu'on l'appliquera  à  toutes  les  couches  atmosphériques,  on  n'aura 
plus  que  p  et  a:  de  variables  en  passant  d'une  couche  à  une  autre. 
Or  X  est  l'élément  de  la  trajectoire  du  rayon  lumineux  dans  la 
couche  considérée,  et  p  est  la  réfraction  due  à  cette  couche.  En 
faisant  donc  la  somme  des  équations  relatives  à  toutes  les  coucher 
atmosphériques ,  la  somme  des  p  représentera  la  réfraction  due  à 
l'atmosphère  entière,  et  la  somme  des  x  la  longueur  de  la  trajec- 
toire du  rayon  lumineux  dans  cette  dernière.  En  appelant  donc  R 
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la  réfraction  totale  et  S  la  longueur  de  la  trajectoire  en  question , 
on  a 

R=SA;sin:;. 

Cette  dernière  équation,  qui,  comme  on  le  voit,  n'est  autre  que 
lint^rale  de  Téquation  (d)  dans  laquelle  en  réalité  p=c?Ret 
x=dS  dans  les  cas  oîx  on  fait  sin  z constant,  peut  encore  être 
simplifiée.  En  effet,  la  trajectoire  du  rayon  lumineux  est  très-peu 
courbe,  puisque  ses  deux  éléments  extrêmes  ne  font  entre  eux  que 
langle  R,  qui  pour  Thorizon  même  n'est  que  de  35  minutes  en- 
\iron,  et  cependant  cette  trajectoire  est  alors  très-longue  et  égale 
à  un  assez  grand  nombre  de  fois  la  hauteur  de  l'atmosphère.  On 
peut  donc  substituer  sans  erreur  sensible  à  la  longueur  de  cette 
trajectoire  celle  de  sa  corde,  que  nous  appellerons  G.  Nous  aurons 
donc  finalement  l'équation 

(e)  R=CAsin2. 

173.  —  Gela  posé,  passons  maintenant  au  cas  de  l'atmosphère 
réelle,  et  supposons  celle-ci  partagée  en  une  série  de  couches 
horizontales  réfractant  toutes  également,  c'est-à-dire  possédant 
entre  elles  des  différences  égales  dans  l'indice  de  réfraction.  Ges 
couches  ne  seront  plus  maintenant  égales  en  épaisseur,  comme 
dans  le  cas  du  décroissement  de  la  densité  en  progression  arithmé- 
tique. La  loi  de  la  variation  de  l'épaisseur  de  ces  couches  nous 
est  inconnue  pour  toutes  les  régions  supérieures  de  l'atmosphère, 
et  nous  ne  ferons  sur  elle  aucune  hypothèse.  Mais  quelle  que  soit 
cette  loi,  nous  pouvons  effectuer  sur  une  des  couches  infiniment 
petites  les  raisonnements  qui  nous  ont  conduit  à  l'équation  (c). 
Seulement  nous  ne  pourrons  plus  passer  de  l'équation  (c)  à  l'é- 
quation {d)  de  la  même  manière  que  dans  le  cas  du  décroisse- 
ment en  progression  arithmétique ,  car  le  rapport  -rr  n'est  plus 

constant. 

Appelons  donc  e/A,  l'épaisseur  de  la  couche  en  contact  avec  le 
sol>  et  (A^A,  l'épaisseur  de  la  couche  de  hauteur,  h  possédant  pour 
son  indice  de  réfraction  par  rapport  à  la  couche  reposant  sur  elle 
le  même  excès  a  sur  l'unité  que  la  couche  en  contact  avec  le  sol 
par  rapporta  celle  qui  repose  sur  elle.  Nous  aurons  dh  =  [Ldh.y 
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[A  étant  un  coefficient  variable  d'une  couche  à  une  autre.  Substi- 
tuant cette  valeur  de  dh  dans  l'équation  (c),  et  remarquant  que  le 

rapport -77  est  constant  et  n'est  autre  que  le  rapport  k^  qui  aurait 

lieu  si  le  décroissement  de  la  densité  était  en  progression  arithmé- 
tique, nous  aurons 

(/)  p=^Asinz. 

X  représente  toujours  le  chemin  parcouru  âous  l'angle  z  par  le 
rayon  dans  la  couche  d'épaisseur  \Ldh^  ;  si  cette  couche  n'avait  eu 

que  l'épaisseur  dhy  ce  chemin  aurait  donc  été  seulement  -fCar  dans 

une  couche  sphérique  d'épaisseur  infiniment  petite  et  de  très-grand 
rayon,  on  peut,  quel  que  soit  l'angle  z  sous  lequel  elle  est  traversée 
par  un  rayon  lumineux,  considérer  le  chemin  parcouru  parce  rayon 
dans  la  couche  comme  proportionnel  à  l'épaisseur  de  cette  dernière  ; 
en  effet  nous  avons  vu  qu'on  aa:=$A  secjs  (même  pour  js  ten- 
dant vers  90''),  quand  8  A  est  infiniment  petit  et  devient  la  différen- 
tielle (f  A. 

Ainsi,  en  posant  -=  x',  x*  est  le  chemin  que  le  rayon  lumi- 
neux parcourrait  dans  chaque  couche  en  supposant  que  celle-ci 
rest&t  à  la  hauteur  qu'elle  possède  dans  l'atmosphère  réelle,  mais 
vtnt  en  se  contractant  à  se  réduire  à  l'épaisseur  constante  d^^  qu'elle 
posséderait  dans  le  cas  du  décroissement  de  la  densité  de  l'air  en 
progression  arithmétique.  Il  est  évident  d'ailleurs  que,  par  cette 
réduction  de  leurs  dimensions  sans  changement  de  hauteur,  les 
couches  deviendraient  séparées  les  unes  des  autres  et  formeraient 
des  enveloppes  sphériques  ayant  pour  centre  commun  celui  de  la 
terre.  Ici  encore,  par  les  raisons  que  nous  avons  exposées  précé- 
demment, nous  pouvons  dans  la  formule  (/),  sans  erreur  appré- 
ciable, regarder  sin  z  comme  constant  pour  toutes  ces  couches. 

Considérons  le  rayon  qui  traverse  la  couche  d'épaisseur  dh  en 
faisant  en  entrant  dans  cette  couche  l'angle  z  avec  la  verticale  de 
son  point  d'entrée.  Prolongeons  rectilignement  ce  rayon  jusqu'à 
sa  rencontre  avec  la  surface  terrestre,  et  soit  £  son  angle  avec  la 
verticale  en  ce  point  de  rencontre.  Dans  le  triangle  formé  par  le 
rayon  r  +  A  de  la  couche,  le  rayon  r  de  la  terre  et  le  rayon  lu- 
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mineux  que  nous  venons  de  considérer,  on  a  entre  les  angles 
z  et  je'  la  relation 

{3)  sin  z  =  — r-T  sin  «'• 

Supposons  maintenant  que,  z'  restant  constant,  nous  fassions  un 
peu  varier  h,  et  cherchons  la  variation  correspondante  de  z,  ce 
qui  revient  à  différencier  l'équation  précédente,  nous  aurons 

,  rdh     .     , 

cosad«=— jjq^.smz, 

ou,  en  remplaçant  sin  id  par  sa  valeur  en  sin  z  tirée  de  Téqua- 
lion  (y), 

d.  =  -p^tang.. 

Par  l'effet  delà  réfraction  produite  par  les  couches  comprises  entre 
la  siurface  du  sol  et  la  couche  de  hauteur  h,  l'angle  z  sous  lequel 
le  rayon  lumineux  traverse  cette  dernière  couche  est  différent  de 
l'angle  z"  que  ferait  le  rayon  si,  à  partir  du  point  d'observation, 
il  continuait  sa  marche  rectiligne.  La  différence  est  égale  à  la 
somme  des  valeurs  de  p  pour  toutes  les  couches  inférieures  à  la 
couche  considérée,  valeurs  qui,  d'après  l'équation  (a),  sont  de  la 
forme  a  t&ng  js.Or,  r  variant  peu  entre  toutes  ces  couches,  on  peut 
regarder  cette  somme  des  valeurs  de  ^  comme  différant  peu  d'un 
facteur  constant  multiplié  par  tang  js,  z  ayant  la  valeur  répondant 
à  la  couche  de  hauteur  h.  D'un  autre  côté,  nous  venons  de  voir 
que,  si  on  fait  varier  un  peu  la  hauteur  de  la  couche,  la  variation 
de  l'angle  sous  laquelle  le  rayon  la  traverse  est  aussi  proportion- 
nelle à  tang  z.  Il  en  résulte  que,  pour  obtenir  les  valeurs  de  x' 
pour  toutes  les  couches ,  nous  pouvons,  au  lieu  de  faire  varier 
l'angle  z  sous  lequel  ces  couches  sont  traversées  par  suite  de  la  ré- 
faction existant  entre  elles  et  le  sol,  supposer  une  variation  dans 
leur  hauteur,  de  telle  sorte  que  nous  les  regardions  comme  tra- 
versées par  un  rayon  rectiligne  partant  de  la  surface  du  sol  en  fai- 
sant avec  la  verticale  l'angle  qui  représente  la  distance  zénithale  ap- 
parente de  l'astre  :  les  variations  de  hauteur  alors  supposées,  et 
d'ailleurs  très-petites,  doivent  être  telles  qu'elles  fassent  traverser 
ces  couches  parle  rayon  rectiligne  sous  le  vrai  angle  z  [sous  lequel 
elles  sont,  à  leur  hauteur  réelle,  traversées  par  le  rayon  courbe. 

18 
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Si  nous  appelons  G'  la  somme  des  chemins  ainsi  parcourus 
par  ce  rayon  rectiligne  dans  toutes  les  couches  ramenées  àrépais- 

seur^A,,  C'sera  la  somme  des  ar'  ou  —  de  Téquation  (/)  qui  a 

H* 
lieu  pour  chaque  couche.  Remarquant  donc  que  k  sin  z  est  cons- 
tant et  que  la  somme  des  ^  égale  R  ou  la  réfraction  astronomique, 
on  voit  que  la  somme  des  équations  (/)  pour  toute  l'atmosphère 
donnera  l'équation 

(A)  R=C'*sin«, 

et  cette  équation  (A)  n'est  autre  que  l'intégrale  de  l'équation  (/)• 

Nous  arrivons  donc  à  la  loi  suivante  indépendante  de  toute  hy- 
pothèse sur  la  constitution  de  l'atmosphère. 

Dans  r  atmosphère  réelle^  la  réfraction  est,  de  même  que  dans 
une  atmosphère  dont  la  densité  décroît  en  progression  arithméti- 
que quand  la  hauteur  augmente  suivant  la  même  loi,  égale  au 
sinus  de  la  distance  zénithale  apparente  z  multiplié  par  un  coef- 
ficient constant  et  par  la  longueur  du  trajet  effectué  dans  f  ensemble 
des  couches  de  cette  atmosphère  par  une  ligne  droite  ématumt  du 
solsoits  l'angle  z  avec  la  verticale^  avec  la  différence  toutefois  que, 
dans  f  atmosphère  réelle,  il  faut,  pour  le  calcul  de  ce  trajet,  sup- 
poser les  couches  atmosphériques  ramenées  à  la  même  épaisseur  que 
dans  le  cas  du  décroissement  en  progression  arithmétique,  mais 
ces  couches  ne  doivent  pas  être  regardées  comme  contiguës,  tandis 
qu'elles  sont  contiguës  dans  le  cas  de  ce  dernier  décroissement. 

176.  —  Dans  ce  qui  précède,  nous  avons  supposé  infini  le 
nombre  des  couches,  et  infiniment  petite  leur  épaisseur.  Nous 
allons  maintenant  montrer  qu'on  peut,  sans  erreur,  substituer  à 
cette  conception  un  nombre  fini  de  couches  d'épaisseur  finie,  et 
de  plus  nous  allons  faire  voir  qu'on  doit  nécessairement  satisfaire 
aux  valeurs  de  la  réfraction  observées  pour  toutes  les  distancer 
zénithales,  en  supposant  ce  nombre  de  couches  très^petit  et  de 
trois  ou  quatre  au  plus* 

En  effet,  quand  une  couche  atmosphérique  s'éloigne  de  la  sur- 
face de  la  terre,  l'angle  sous  lequel  elle  est  traversée  par  un  rayon 
parti  de  cette  surface  en  faisant  l'angle  m  avec  la  verticale  de  son 
point  de  départ,  diminue.  Cet  angle  augmente,  au  contraire,  si  la 
couche  se  rapproche  de  la  surface  terrestre.  Si  donc  nous  considé- 
rons la  série  des  couches  infiniment  petites  comprises  entre  deux 
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élévations  au-dessus  du  sol  A'  et  h'\  nous  pouvons  supposer  qu'une 
partie  de  ces  couches  s'abaisse  et  que  les  autres  s'élèvent  entre 
ces  limites,  de  telle  sorte  qu'elles  deviennent  toutes  contigu6s  et 
ne  forment  plus  qu'une  seule  et  unique  couche  d'épaisseur  finie 
et  égale  à  la  somme  de  leurs  épaisseurs  individuelles,  couche  dans 
laqueDe  la  ligne  partie  du  sol  sous  l'angle  z  fera  un  chemin  égal 
à  la  somme  des  chemins  qu'elle  aurait  faits  dans  toutes  les  couches 
composantes  infiniment  petites  si  celles-ci  étaient  restées  à  leur 
hauteur  primitive.  Il  est  évident  que,  pour  chaque  angle  z^  cette 
condition  est  possible.  Mais  pour  qu'on  puisse  substituer  dans 
la  fonnule  cette  couche  d'épaisseur  finie  à  la  somme  des  couches 
infiniment  petites,  il  faut  que  la  hauteur  à  laquelle  la  couche  finie 
doit  être  placée  soit  la  même  pour  toutes  les  valeurs  de  z.  Or  c'est 
ce  qui  a  lieu  si  les  limites  h  et  A"  sont  peu  différentes. 

En  eflet,  si  nous  appelons  A'''  la  hauteur  (au-dessus  du  sol)  de  la 
limite  supérieure  de  la  couche  finie  en  question,  r  +  A'"  sera  le 
rayon  de  cette  limite.  La  distance  du  point  Â  de  la  surface  du  sol 
d'où  part,  en  faisant  l'angle  z  avec  la  verticale,  la  ligne  droite  con- 
sidérée^ au  point  B  où  cette  ligne  sort  de  la  couche  en  question,  se 
calcule  dans  le  triangle  ÂB  0,  formé  par  les  points  Â  et  B  et  le  cen- 
tre 0  de  la  terre,  en  remarquant  que  le  côté  0  A  égale  le  rayon 
tenestre  r,  0  B  égale  r  +  A"',  et  l'angle  B  AO  égale  180*  —  z. 

On  a  donc  pour  la  distance  A  B 

(r  +  A'")*  =r»  +  AB»  -h  2  r  X  A.B  X  cos  z, 

ou,  en  développant,  r  +  A'"  et  négligeant  le  carré  de  A"',  qui  est  né- 
gligeable par  rapport  à  2r  A'", 

2  rK" = AB»  +  2r  X  AB  X  cos  z, 
d'où 

AB  =  l/r»cos»-5  +  2rA'"  — rcoss* 

La  distance  AB'  comprise  entre  le  point  A  et  le  point  B'  où  la 
même  ligne  droite  coupe  la  limite  inférieure  de  la  couche  en 
question,  dont  nous  appellerons  hl^'  la  hauteur  au-dessus  du  sol, 
sera  de  même 


AB'  *  =  V^t'  cos"  z  +  2  r  A/"  —  r  cos  z. 
On  aura  donc  pour  la  valeur  AB — A'B'  du  trajet  de  la  ligne 
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en  question  dans  la  couche  considérée,  en  posant  ÂB  —  Â'B'=X, 

X  =l/r*  ces  »^4-2rA"'—  |/r'cos'5-h2rAr 

Si  h"  et  A/"  différaient  d'une  quantité  infiniment  petite,  la  diffé- 
rence des  deux  radicaux  serait  la  différentielle  du  second  radical 
par  rapport  à  A/'',  et  en  appelant  x  cette  différentielle,  on  a 

Tdh^"  dhr 


l^r»cos-*+2rA."'       ^,^,.,^8^' 


OU,  en  remplaçant  rfA/"  par  h" — ^A,*, 

aj  =  — — i 


/f» 


\/  cos'sH î- 

expression  dans  laquelle  A"' — A/  est  une  différence  infiniment 
petite.  Mais  cette  équation  existera  encore  à  des  quantités  près  du 
2*  ordre  en  V — A/",  si,  sans  être  infiniment  petite,  cette  diffé- 
rence h" — A,''  est  seulement  très-petite. 

Or,  pour  chaque  couche  infiniment  petite  d'épaisseur  dà, ,  si- 
tuée à  la  hauteur  A  comprise  entre  les  hauteurs  peu  différentes 
A'  et  A",  on  a  de  môme,  pour  l'expression  du  chemin  parcouru 
par  le  rayon, 

dA. 

•  /  i  r^A 

\/  cos*  5  H 

ou,  en  posant  A=Ai''+ y,  elle  devient,  en  négligeant  les  quan- 
tités du  2*  ordre  en  y, 

'^*'         (i  y       ) 

v/cos.  ,  +  if'  ^       rcos-s+îA."';' 

et  la  somme  pour  toutes  les  couches  comprises  entre  les  hauteurs 
A'  et  A"  sera,  en  remarquant  que  la  somme  des  dhi  est  égale  à 
h"  —  At'^,  et  que  Aj*'  peut  être  déterminé  de  sorte  que  la  somme 
des  y  soit  nulle 

A'"— A/" 


y/cos»s-h?^ 
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c'est-à-dire  qu'elle  sera  égale  au  chemin  parcouru  dans  la  couche 
d'épaisseur  finie  aux  termes  près  du  2*  ordre,  c'est-à-dire  de  l'ordre 
du  rapportde  y*  et  de  i^h" — hi")*  au  carré  du  rayon  de  la  terre. 

Nous  pourrons  doue  considérer  l'atmosphère  comme  composée 
d'un  nombre  limité  de  couches  d'épaisseur  finie  ;  et,  d'après 
ce  qui  précède,  en  remarquant  que  pour  la  couche  inférieure  en 
contact  ayec  le  sol ,  et  dont  nous  appellerons  h!  la  hauteur,  le 

trajet  est l/r"  cos' z+2rh'  —  r  cosz ,  et  que  pour  une  autre  cou- 
che dont  nous  appellerons  h"  et  h"  les  hauteurs  des  limites,  le 

trajet  est  l/r*  cos*  z  -4-  2rA*' — l/r*côsV+2rÂ^ ,  nous  aurons, 
pour  la  valeur  de  G'  de  l'équation  (A), 


G  =l/r*  cos*  z  4-2  rA'— rcos« 
+  2  (l/r«cos»«-t-2rA'"  —  l/Fcôs^7+27F')- 

La  somme  des  épaisseurs  des  couches  sera  alors 

et  cette  somme  est  une  quantité  constante. 

Pour  que  la  formule  (A)  donne  la  réfraction  en  secondes,  nous 

m' 
poserons  k  =  -j-, — ^  .,„ , ,, . ,  ce  qui  rendra  la  formule  (A) 

homogène,  et  alors  l'expression  générale  de  la  réfraction,  dans 
bqueDe  R,  c'est-à-dire  la  réfraction  totale  atmosphérique,  et  m' 
seront  exprimés  en  secondes,  sera 

(0     R=^  .y      ^.^/,, fj,.  I  |/^r*cos'g-f-2rA'  — rcosz 

-1-2  (l/fcos*J5-h2rA'"  —  l/r'cos*«  +  2rA")l  • 

1T7.  —  Le  nombre  des  termes  sous  le  signe  2  ^st  resté  indé- 
terminé dans  notre  formule,  et  cela  vient  de  son  caractère  particulier 
de  généralité  en  vertu  duquel  elle  est  indépendante  de  toute  hypo- 
thèse, et  convient  à  toutes  les  atmosphères  possibles,  aussi  bien  à 
celles  des  planètes  qu'à  celle  de  la  terre.  Mais  il  est  facile  de  re- 
connaître que  la  formule  satisfera  nécessairement  aux  observations 
avec  un  nombre  très-petit  de  termes  sous  le  signe  2- 

En  effet,  si  nous  mettons  r  en  facteur  commun  hors  des  radi- 
caux, chacun  des  termes  sous  le  signe  2  V^^^  s'écrire 
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^[y  ^^^'^ V  co*  -«H — y 

2  A"     2  A'" 

Or  les  fractions et sont  extrêmement  petites ,  car  la 

r  r 

hauteur  totale  de  l'atmosphère  est  très-petite  par  rapport  au  rayon 

de  la  terre,  et  les  diverses  valeurs  de  h"  et  de  h'  sont  moindres  que 

cette  hauteur.  Dans  le  développement  des  radicaux,  dès  q[ue  cos  j:;  a 

une  valeur  un  peu  grande,  les  carrés  des  fractions  —  et se- 
ront presque  négligeables,  et  la  différence  des  deux  radicaux  se 
réduit  à  très-peu  près  aux  termes  du  i*'ordreenÂ'eten  A",  termes 
qui,  multipliés  par  le  facteur  r  de  cette  différence,  se  transforment 
en  [h" — A")  sec  z,  c'est-à-dire  en  l'épaisseur  de  la  couche  multipliée 
par  sec  js.  La  sonmie  de  ces  termes  du  1"  ordre  pour  toutes  les  diffé- 
rences de  deux  radicaux  sous  le  signe  ^  est  alors  égale  à  la  somme 
des  épaisseurs  de  toutes  les  couches  multipliée  par  sec  Zj  et  on 
voit  que  ces  termes  du  i*'  ordre  sont  tout  à  fait  indépendants  de 
la  hauteur  à  laquelle  on  suppose  les  couches  situées.  Il  est  donc 
pour  eux  indifférent  que  celles-ci  soient  contiguès  ou  séparées. 
Or  je  vais  montrer  que  ceci  a  lieu  aussi  pour  le  terme  suivant,  et 
que  les  autres  termes  sont  négligeables  jusqu'à  une  très-grande 
distance  du  zénith. 
En  effet,  prenons  le  développement  de  l'expression 


(v/c08-.  +  !^-V/c08'.  +  ?^), 


il  est 


(A"'-A")8ec«-j^ «^'*  +  jj^ — p sec»* 


1.3.8  *'"♦  —  *"♦ 

— I — sec'z 


1.2.3.4 


Or  (A" — A")  sec  2  est  facteur  commun  de  tous  les  tennes;  on 
peut  donc  écrire  la  série  de  la  manière  suivante 

(A  -AOsec*^!— {-5— ^r-8ec*+î:5:5 js «ec*x 

1 .3.S  A""  +  A'"'  A" + A"*  A'" + A"^  >v 

1.4.3.4  P  8ec»s+ J. 
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Dans  cette  série,  chaque  terme  se  trouve,  par  rapport  au  pré- 
cédent, multiplié  par  une  quantité  qui,  en  appelant  n  son  rang,  est 

sec*  z  multiplié  par  une  quantité  de  Tordre  —,   ou  ,   plus 

simplement,  chaque  terme  est  par  rapport  au  précédent  multi- 

2 j  sec*z-.  Cette  série 

est  donc  très-convergente  tant  que  sec  z  n'est  que  d'un  petit  nom- 
bre d'unités.  Or,  pour  ^=60*,  sec'js  n'égale  encore  que  4  ;  pour 
:^=70%sec';s  n'atteint  que  8,5.  Ainsi,  on  voit  que,  pour  toutes 
les  distances  zénithales  comprises  depuis  zéro  jusqu'à  70  ou  TS*", 
les  termes  au-delà  du  2®  ordre  sont  négligeables,  de  sorte  que  la 
série  se  réduit  alors  à 

(A'"  -4-  h"  \ 

Si  nous  remarquons  que  A'" —  K'  égale  l'épaisseur  e  de  la  couche 

A'" -h  A" 
et  que  — ^-^-  n'est  autre  que  l'élévation  u  du  milieu  de  cette 

couche  au-dessus  du  sol,  nous  voyons  que  la  différence  des  deux 
radicaux  se  réduit  à 

u 
e  sec  a  —  e  -  sec*  -s. 

r 

Or  la  somme  des  e  sec  js,  comme  nous  l'avons  déjà  dit,  est  com- 
plètement indépendante  de  la  hauteur  des  couches.  Le  second 

sec*  2 
terme  devient 2*^5  or  il  existe  toujours  une  hauteur  ti 

pour  laquelle  on  peut  poser  2*  «^  =  «'  2*-  Une  seule  couche  si- 
tuée à  cette  hauteur  li  et  d'épaisseur  égale  à  la  somme  des  épais- 
seurs de  toutes  les  autres  pourra  donc  les  remplacer  toutes,  et  cela 
est  même  d'autant  plus  vrai  que  le  chemin  parcouru  dans  la  couche 
en  question  représente  en  outre  une  grande  partie  delà  valeur  des 
termes  réellement  négligeables  et  que  nous  avons  négligés,  de 
sorte  qu'il  n'y  a  en  réalité  de  négligé  qu'une  fraction  de  la  valeur 
de  ces  termes  déjà  négligeables  en  totalité. 

n  résulte  donc  de  là  que,  dans  toute  la  zone  comprise  depuis  le 
zénith  jusqu'à  environ  75"*  de  distance  zénithale,  le  nombre  des 
couches  supposées  sera  indifTérent  :  par  conséquent  la  distribution 
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atmosphérique  admise  pour  rendre  compte  delà  réfraction  vers  75'' 
de  distance  zénithale  satisfera  à  toutes  les  distances  inférieures; 
en  effet,  si  on  n'a  admis  qu'une  seule  couche,  on  lui  aura  donné 
la  hauteur  ul  qui,  convenant  à  cette  distance  zénithale  convient  à 
toutes  les  autres  :  si  pour  satisfaire  aux  distances  zénithales  plus 
grandes,  on  a  admis  2,  3  ou  n  couches,  on  leur  a  donné  des  hau- 
teurs telles  que  la  valeur  de  ]^eu  fournie  par  leur  ensemble  satisfait 
à  la  réfraction  à  TS"",  et  par  conséquent  aux  réfractions  qui  ont 
lieu  pour  toutes  les  distances  moindres. 

On  voit  donc  d'après  ce  qui  précède  que,  si  nous  cherchons  la 
distribution  atmosphérique,  c'est-à-dire  le  nombre  de  couches  qu'il 
faut  admettre  pour  satisfaire  à  la  fois  à  la  réfraction  obtenue  pour 
une  seule  distance  zénithale  inférieure  à  75»  et  aux  réfractions  obser- 
vées pour  les  distances  comprises  entre  75"*  et  l'horizon  et  même  un 
peu  au-dessous  de  ce  plan,  dans  les  limites  oîi  on  peut  y  observer, 
la  formule  sera  exacte  pour  toutes  les  distances  zénithales  possibles. 

D'un  autre  côté,  il  est  évident  que  si  nous  admettons  pour  la  dis- 
position des  couches  atmosphériques  un  nombre  de  couches  et  une 
distribution  des  hauteurs  à  l'aide  desquels  on  satisfasse  à  la  ré- 
fraction observée  pour  deux  distances  zénithales  peu  distantes, 
cette  distribution  satisfera,  à  des  quantités  près  d'un  ordre  très- 
petit,  à  la  réfraction  observée  dans  l'intervalle  de  ces  deux  distances 
zénithales,  car  il  est  évident  que  la  disposition  des  couches  à  adop- 
ter pour  les  angles  intermédiaires  ne  peut  pas  beaucoup  différer  de 
celle  qui  convient  à  deux  angles  limites  peu  différents  entre  eux. 
Gela  se  voit  de  suite  en  remarquant  que,  pour  une  petite  variation 
dans  la  hauteur  d'une  couche,  le  chemin  parcouru  dans  cette 
couche  par  le  rayon  lumineux  varie  peu,  de  sorte  que  la  loi  de  la 
variation  avec  la  distance  au  zénith  est  à  bien  peu  près  la  même 
que  si  les  couches  dont  il  aurait  fallu  supposer  un  léger  déplace- 
ment restaient  fixes  entre  deux  limites  peu  distantes. 

Si,  maintenant  nous  remarquons  que  chaque  terme  delà  forme 

ï/r'cos"z+2rA'"— l/r«cos'z-H2rA",  introduit  2  coefficients 
indéterminés,  on  voit  qu'il  faudra  bien  peu  de  ces  termes  pour 
assujettir  la  formule  à  représenter  les  réfractions  observées  dansles 
i5  degrés  voisins  de  l'horizon,  car,  outre  les  indéterminées  de  ces 
termes,  nous  avons  encore  dans  la  formule  les  indéterminées 
m' et  A.  On  aperçoit  donc  que,  dans  la  pratique,  deux  ou  trois  termes 
au  plus  sous  le  signe  ^  doivent  suffire  pour  permettre  à  la  formule 
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de  représenter  rigoureusement  6  ou  8  réfiractions  pour  des  dis- 
tanceszénithales  distribuées  entre  90''  et  TS"",  et  par  conséquentpour 
lui  faire  donner  les  réfractions  pour  toutes  les  distances  intermé- 
diaires, avec  un  degré  d'exactitude  suffisant.  Donc  on  voit  à  priori 
que  le  nombre  des  termes  sous  le  signe  ]^  doit  être  regardé 
comme  très-petit  et  ne  doit  pas  excéder  3  ou  4. 

Mais  pour  fixer  ce  nombre  qui  dépend  uniquement  de  la  cons- 
titution de  Tatmosphère  réelle,  il  devient  utile  de  s'adresser  aux 
observations.  On  pourrait  y  parvenir  par  des  hypothèses,  mais  ce 
n'est  pas  un  moyen  conforme  à  la  vraie  méthode  scientifique.  Il 
faut  donc  essayer  d'abord  si  un  seul  des  termes  placés  sous  le 
signe  2  peut  représenter  les  réfractions  dans  toute  la  région  voi- 
sine de  l'horizon.  Si  la  formule  faite  dans  l'hypothèse  d'un  seul 
terme  ne  suCBt  pas  pour  représenter  les  réfractions  dans  la  limite 
des  erreurs  d'observation,  il  faudra  essayer  2  termes,  puis  3  au 
besoin,  et  il  est  très-douteux  déjà  à  priori  qu'on  soit  obligé  d'aller 
jusqu'à  4  termes. 

Or,  en  passant  delà  théorie  à  la  pratique  et  en  essayant,  comme 
je  le  dirai  plus  loin,  la  comparaison  de  ma  formule  avec  diverses 
valeurs  que  j'ai  obtenues  en  1860  à  Olinda  pour  là  réfraction 
entre  75°  et  l'horizon,  j'ai  trouvé  qu'un  seul  des  termes  placés 
sous  le  signe  ^  était  suffisant,  et  que  par  conséquent  la  formule 
définitive  de  la  réfraction  se  réduit  à 

...  „         m'sina      r,  y 

y)  R=  j^/  ,  j^>f> j^>t    K  r'C08'a-h2rA'— rcoss 

+ V/^r»cos'  5-h2  rA" — l/r»  cos»  z-^^rh'  1 . 

178. — On  peut  donner  à  cette  formule  une  forme  beaucoup  plus 
commode  pour  le  calcul,  et  d'autant  plus  nécessaire  que  le  calcul  des 
radicaux,  quand  l'un  des  deux  termes  qu'ils  contiennent  est  très- 
petit  par  rapport  à  l'autre,  ne  peut  se  faire  avec  une  grande  exac- 
titude à  l'aide  des  logarithmes.  Pour  cela  nous  remarquerons  que 
si  on  considère  un  triangle  rectangle  dont  on  ferait  un  côté  égd  à 

rcosz  et  l'autre  à  1/2  rh' ,  l'hypothénuse  de  ce  triangle  sera  égale 

^  l/r*cosz+2rA'.  Or,  en  appelant  a  l'angle  opposé  au  côtél/2rA', 
on  a  pour  déterminer  cet  angle  a  la  relation 


(*)  tanga=v/Ç 


sec  2. 
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De  plus,  l'hypothénuse  gui  n'est  autre  que  le  radical  est  alors 

éff  aie  à »  on  a  donc 

°         cosa 

l/r*cos"^+2rA' — rcosjs=:rcosjs  \7^^  —  O 

1 — cosa 

=rcos2 , 

cosa 

mais 

1 — cosa      2sin*ia      2 singez  .    , 

cosez  cosa  cosa        ^ 

Or  de  l'équation  (k)  on  tire,  en  remplaçant  tanga  par et 

remarquant  que  sin  a = 2  sin  ^  a cos  ^  a, 


2 sin  j g .  /^  sec  z 

cos  a        y      r  cos^a' 


Substituant  cette  valeur  dans  l'expression  de >  on  a 

'^  4       cosa 


cosa 
et  par  conséquent 


i^cosa      t /2*\       , 

=  V^  —  tang  ^  a  sec  z 


l/^r» cos*  z  +  2 rA'  —  r  cos  s  =:r  y'^— tang4a=|/2f*Ungi«. 

Maintenant  nous  remarquerons  que 

l/r»cos'«  +  2rA'"  —  l/FcoTT+ïrF  = 
k'r*  cos*  «  -h  2  rh'"  —  rcos  z  —  (l/r*  cos*  «H-2  rA"  —  r  cos  s) 

et  nous  trouverons  de  mfime  en  posant 

{k)  tang  a' =  v/— sec* 


(k")  tang  a"=  y  tl!L  sec  s 

|/i^coFI+TrF  —  l^r»  cos»  «4-2  r  A"  =  kTrF  Ung  |  a" 

— l/iTFtangia'. 

La  formule  (y)  devient  donc,  en  substituant  ces  valeurs  dei 
radicaux, 
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—  l/2rFtang^o'], 

les  valeurs  des  arcs  a,  d  et  a"  étant  données  par  les  3  équations  (A;), 
\^]  et  (A").  Dans  ces  3  équations  quand  z  =  90*,  sec  z  =  oo ,  et  par 
conséquent  les  tangentes  des  arcs  a,  d  et  d^  égalent  Tinfini  ;  donc 
les  arcs  égalent  alors  90*"  et  leurs  moitiés  sont  des  arcs  de  45*",  dont 
les  tangentes  égalent  l'unité,  et  on  a  à  Thorizon  où  sin  js=1 

^       A'+A"'  — A' 

Ce  qui  est,  comme  on  le  voit,  la  valeur  donnée  pour  Rpar  Té* 
quatioD  (/)  quand  on  y  fait  2  =  90^,  auquel  cascosz=0. 

Quand  z  devient  plus  grand  que  90*",  sec  z  devient  négatif; 
les  tangentes  des  arcs  a,  d  et  a"  sont  donc  négatives,  et  ainsi 
ces  arcs  deviennent  supérieurs  à  90""  ;  par  conséquent  leurs 
moitiés  dépassent  45o,  de  telle  sorte  que  les  tangentes  des  arcs  \  a, 

d  et  \d*  continuent  de  croître,  quand  z  crott  au-delà  de  90^. 
Bien  que,  pour  transformer  la  formule  (7)  dans  la  formule  (/),  nous 
ayons  raisonné  dans  le  cas  de  cosz  positif,  il  est  facile  de  voir 
que  la  formule  (/)  continue  de  représenter  la  formule  (j)  pourvu 
qu'on  donne  à  coszson  signe  dans  les  équations  (A;),  {]i)  et  (A;")« 

En  effet,  quand  z  dépasse  90^,  nous  pouvons  poser  js = 1 80'' — :iy 
i  étant  le  supplément  de  z^  lequel  supplément  est  alors  positif. 
Nous  avons  donc  cos  2=  —  cosz'  et  par  conséquent 

l^r*  cos*  «  -1-  2  f A'  — r  cos  z  =  |/^r"  cos'  ;?'  +  2  r  A'4-  r  cos  «'• 

Or,  si  nous  considérons  toujours  notre  triangle  rectangle,  dans 
lequel  nous  ferons  un  côté  égal  àrcosz'  et  l'autre  à  1^2  rA',  nous 
aurons  pour  l'angle  opposé  à  |/i2  rA',  angle  que  nous  appellerons  d 

/2Â' 
tanga'  =  v   —  ^^  *' 

^  il  nous  viendra 

l/r'cos«j5'-h2rA' + r  cos  z' = r  cos  «'  ( ?  +  1  ) 

\C08  a         / 

_,  2  cos»  J  d 

=  rcos«' T-, 

COS  a    ' 

car  on  sait  que  1  +  cos  a'=2  cos'  \  d. 
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De  réquation  qui  nous  donne  tang  a',  on  tire  ensuite  comme 
précédemment, 

2sin 


cosa  ^      r 


d'où 

2cos|a' _ , /JT  secg^ 
cos  a!         •^     r  sin  i  a" 

et  par  conséquent 


V/r*cos*J5  +  2rA'—  r  cos  s  =  l/r  *  cos' a*  +  2  r  A' 
-h  r  cos  s'=|/2rA'cot  \  a\ 

Maintenant,  comme  cos  5'= — cos J5,  d'où  sec  z'=  —  sec  s,  si 
on  remplace  z'  par  z  dans  l'expression  de  tang  ei',  on  a 


tanga'  =  -v/li! 


secz 


.=v/?î 


et  par  conséquent,  en  continuant  de  faire  tang  a  =  v   — sec  5, 

on  a  tango*:::— tanga,  d'où  a' =180* — ei,  et  par  conséquent 

1111 

-  a*  =90*  —  5  a;  donc  cot  ^  a*  =  tang  5  a.  Ainsi  on  a  toujours 

pour  les  valeurs  de  z  supérieures  à  90^ 


l/f  cos"  «  +  2fA'  —  fcos*5= 1/^2  r  A'  tang  ^  a, 
a  étant  déterminé  par  la  formule 

tanga=:V  — seca, 

La  même  remarque  s'appliquant  à  a*  et  a'\  on  voit  donc  que  la 
formule  (/)  peut  être  substituée  à  la  formule  (j)  pour  toutes  les 
valeurs  inférieures,  égales  ou  supérieures  à  90"*. 

Si  on  fait  h"  =?  w'h'  et  h"  =  toA' ,  to'  et  u;  étant  les  rapports  cons- 
tants de  h"  et  de  h"  à  A',  en  substituant  ces  valeurs  de  h'  et  de  h" 
dans  l'équation  (/)  et  dans  les  équations  (A')  et  (A"),  qui  donnent  les 


fit 
secjs 
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valeurs  de o' et  de  a",  il  vient,  en  faisant  m' =  m         ^  ,  m  étant 

alors  la  valeur  constante  de  l'indice  de  réfraction  pour  la  tempéra- 
ture 0  et  la  pression  barométrique  O^^^TGO. 

(m)       /  tanga=y/  — 

—     /»  A'  

tang  a"  =  l/^  id' V   — secj5=l/M;'tanga 

tang  a'  =  l/to  v   —  sec  «  =  l/îo  tanjj  a 

Les  4  indéterminées  de  la  formule  deviennent  alors  m,  h\w  et 

t^'  (i). 

179.—  Pour  parvenir  à  déterminer  ces  4  coefficients,  il  faut 

d'abord  chercher  leurs  valeurs  approchées,  après  quoi  on  procède 

à  la  correction  de  ces  valeurs  afin  d'avoir  les  valeurs  exactes. 

La  valeur  de  m  s'obtient  facilement,  car  c'est  à  très-peu  près  la 

réfraction  à  4S''  du  zénith.  En  efiet,  tant  que  sec  z  ne  dépasse  pas 

beaucoup  l'unité,  et  tel  est  le  cas  pour  ^y^  les  angles  a,  a!  et  a" 

/2Â' 
sont  très-petits ,  car  v   —  est  très-petit;  on  peut  donc  alors  con- 
sidérer les  tangentes  de  la  moitié  de  ces  arcs  comme  égales  à  la 
moitié  des  tangentes  des  arcs  eux-mêmes,  de  sorte  qu'on  a  à 
très-peu  près 

tang  i  o"  =  l/tt?  tang  {  a 
tang^a'=:l/^  tangua 

et  alors  R  devient  à  très-peu  près,  en  supposant  la  température 


(13  11  est  évident  que  la  formule  (t)  peut  subir  la  même  transformation 
que  la  formule  (j).  Dans  ce  cas  les  termes  sous  le  signe  2  deviennent 
2  (V^tang  loT  —  V^v)  tang  i  aO  et  le  dénominateur  1  +  ii/  —  to  devient 
alors  1  +  2  (!£?'—  iv). 
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égale  à  zéro  et  la  pression  barométrique  égale  à  TBO""",  ce  qui 

1  +v 

réduit  à  l'unité  le  facteur  r ^,     * 

R  =  msinjs  y/  -r?  tangua, 
ou ,  en  remplaçant  tang  ^  a  par  sa  valeur  très-approchée  ^  tanga, 

ou  27  V  — sec:?, 
2         r  ' 

R=intaDg2. 

Pour  z = 45®,  tang  js  =  i ,  on  voit  donc  que,  comme  nous  devions 
nous  y  attendre  et  comme  cela  résulte  de  nos  premières  formules, 
m  est  égal  à  la  constante  60",616  de  la  réfraction,  c'est-à-dire  que 
m  est  égal  à  la  déviation  que,  sous  Tangle  de  45®,  éprouverait  un 
rayon  lumineux  en  passant  directement  du  vide  dans  une  couche 
de  même  densité  que  Tair  à  la  surface  du  sol,  car  la  réfraction  à 
45®  du  zénith  et  sous  la  pression  0",760  et  à  la  température  0  est 
à  très-peu  près  égale  à  cette  constante. 

On  prendra  donc  pour  m  la  valeur  en  question,  qui  est  connue 
et  donnée  par  des  expériences  de  physique  aussi  bien  que  par  les 
observations  sur  la  réfraction  dans  le  voisinage  de  45*. 

i80. —  Pour  obtenir  les  valeurs  approchées  des  trois  autres  incon- 

1  +v 

nues  A',  u;  etu;',  on  ramène  d'abord,  au  moyen  du  facteur        '^  , 

une  série  de  réfractions  observées  entre  75®  ou  SO^  et  l'horizon 
à  ce  que  ces  réfractions  seraient  à  une  certaine  température 
constante  (peu  différente  de  celle  où  les  observations  ont  été 
faites),  et  à  la  pression  barométrique  0",760;  puis,  en  prenant  les 
angles  comme  abcisses  et  les  réfractions  conune  ordonnées,  on 
marque  par  des  points  dans  un  tracé  graphique  les  réfractions 
observées,  et  on  trace  à  vue  la  courbe  qui  représente  le  mieux 
l'ensemble  de  ces  observations.  On  en  déduit  les  réfractions  très- 
approchées  qui  conviennent  à  trois  distances  zénithales,  par 
exemple  à  l'horizon,  à  un  ou  deux  degrés  au-dessus,  puis  vers  84 
ou  85*^  de  distance  zénithale. 

Alors  on  se  propose  de  trouver  les  valeurs  de  h\w  et  u/,  qui 
satisfont  aux  trois  réfractions  ainsi  obtenues  pour  les  trois  dis- 
tances zénithales  choisies,  dont  une  est  l'horizon^  et  dont  nous 
appellerons  z'  et  s"  les  deux  autres. 
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AThorizon,  où  tang  -  a,  tang  5  a',  tang  5  ez",  et  sîn^  éga- 
lent Tunité,  la  formule  devient  en  appelant  Ro  la  réfraction  hori- 
zontale très-approximativement  connue  par  ce  qui  précède , 

^     h         1 4-  w  —  w 

On  essaye  alors  une  série  d'hypothèses  sur  w'  et  w  pour  arriver 
à  savoir  quelle  grandeur  approximative  il  convient  de  leur  donner, 
et  pour  chaque  série  d'hypothèses  l'équation  précédente  donne  la 
valeur  correspondante  de  A',  qui  est 

Mais  pour  bien  diriger  les  hypothèses  afin  d'arriver  vite  aux 
valeurs  approchées,  on  fait  d'abord  u;=l,  cas  dans  lequel  a=a, 
et  qui  répond  à  la  contiguïté  des  deux  couches  atmosphériques, 
réquation  (m)  se  réduit  alors  à 

(ni")  R = m  sin  s  y/  jr^^  tang  \  o" 

dans  laquelle 

tang  a  =  y/ sec  z 

et  la  formule  (m')  à  l'horizon  donne 

Par  cette  dernière  équation,  w'h  étant  connu  dans  cette  hypo* 
thèse,  on  calcule  alors  les  réfractions  que  donne  la  formule  {m!^) 
pour  Tune  des  deux  distances  zénithales  z'  et  2",  z!  par  exemple» 

Pour  seconde  hypothèse^  on  fait  î^=  2  et  w' — w  =  1,  d'où 
tt^'=3,  c'est-à-dire  qu'on  augmente  v)  d'une  unité  par  rapport  à 
lliypothèse  précédente,  en  même  temps  qu'on  est  amené  à  une 
première  hypothèse  sur  w* — v). 

Âvecces valeurs  on  calcule  h  par  l'équation  (m');  et  par  la  formule 
(m),  on  calcule  ensuite  de  nouveau  la  réfraction  pour  la  distances'. 
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La  différence  du  résultat  avec  celui  qui  a  lieu  dans  Thypothèse  de 
t(;  =  1 ,  indique  la  variation  de  la  réfraction  pour  une  variation 
d'une  unité  dans  la  valeur  de  vo.  En  appelant  x  cette  variation  etx' 
la  différence  de  la  réfraction  observée  et  de  celle  qui  a  été  obtenue 
pour  t^  =  1,  on  obtient  une  indication  grossière  de  la  valeur 
qu'il  convient  de  donner  à  w  quand  uf —  m;  =  1 ,  par  la  propor- 
tion suivante 

x:l  ::x'  \w  —  1 

x' 
d'oïl  i^  =  1  H • 

Continuant  de  faire  to'  ->-  u;  =  1,  on  donne  successivement  à  xo 
deux  valeurs  voisines  de  celles  qu'on  vient  d'obtenir,  et  on  en  déduit 
pour  ces  deux  nouvelles  valeurs  les  grandeurs  de  la  réfraction. 
Une  proportion  donne  alors  comme  précédemment  une  nouvelle 
valeur  de  w  plus  rapprochée  que  la  première,  et,  par  deux  ou  trois 
essais ,  on  arrive  ainsi  à  avoir  la  valeur  très-approchée  t^o  Qui 
convient  à  w  pour  la  distance  js*,  et  pour  w'  —  m;  =  1 . 

On  fait  alors  w^  —  u;=2,  et  on  obtient  par  le  même  procédé 
la  valeur  approchée  t^i,  qui  convient  pour  w  avec  cette  nouvelle 
valeur  de  w'  —  u;,  et  avec  la  distance  zénithale  si. 

On  calcule  alors  pour  m;  =  lOp  et  pour  w'  —  m;  =  I  la  réfraction 
qui  aurait  lieu  à  la  distance  zénithale  z*'.  On  fait  le  même  calcul 
pour  wzizw^  ^i  v)  —  m;  =  2.  La  différence  des  deux  résultais 
donne  la  variation  de  la  réfraction  à  la  distance  zénithale  ^'  pour 
une  variation  d'une  unité  dans  la  valeur  de  w'  —  t^;.  Une  propor- 
tion fait  alors  connaître  comme  précédemment  la  valeur  vers 
laquelle  on  doit  chercher  w'  —  w.  Pour  deux  nouveUes  valeurs 
prises  vers  cette  limite,  on  recherche  comme  la  première  fois,  à 
l'aide  de  la  réfraction  pour  la  distance  zénithale  ;z',  les  valeurs  de 
w  correspondantes.  Puis,  dans  ces  deux  nouvelles  hypothèses,  on 
calcule  de  nouveau  la  réfraction  pour  la  distance  zénithale  ^';  on 
obtient  alors,  par  une  proportion,  une  valeur  déjà  assez  approchée 
de  td  —  it',  et,  en  continuant  ainsi,  on  arrive  enfin  à  une  valeur 
très-approchée  de  w*  —  w,  et  on  détermine  la  valeur  correspon- 
dante de  w. 

Quand  les  valeurs  des  coefficients  sont  ainsi  approximativement 
connues,  on  procède  à  leur  dernière  correction  en  partageant  en 
un  petit  nombre  de  groupes  la  totalité  des  observations  laites  entre 
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75*  et  90*  et  en  ayant  soin  de  réunir  dans  chaque  groupe  celles 
qui  sont  faites  pour  des  distances  zénithales  peu  différentes.  Dans 
chaque  groupe,  on  prend  la  distance  zénithale  moyenne  à  laquelle 
les  observations  de  ce  groupe  ont  été  faites,  et  à  Taide  de  la  for- 
mule, dans  laquelle  on  a  mis  les  valeurs  approchées  des  coeffi- 
eients,  on  calcule,  pour  chaque  observation,  la  différence  de  la  ré- 
fraction pour  la  distance  où  l'observation  a  eu  lieu  et  pour  la 
distance  zénithale  moyenne  des  groupes.  Â  l'aide  de  cette  diffé- 
rence, on  ramène  chaque  observation  à  ce  qu'elle  aurait  été  à  la 
distance  zénithale  moyenne  du  groupe,  et  on  prend  la  moyenne 
des  résultats,  ce  qui  donne,  pour  cette  distance  zénithale,  la  valeur 
de  la  réfraction  déduite  des  observations.  On  a  ainsi  8  à  10  valeurs 
bien  déterminées  de  ces  réfractions  pour  8  à  10  distances  zénithales 
convenablement  choisies. 

Cela  fait,  on  différentie  l'équation  (m),  en  y  faisant  varier  A', 
w  eiu/.  Dans  la  différentiation  s'introduisent  les  différentielles 
da^  dci  et  da'\  qui  sont  fonction  de  ces  variables  ;  mais  les  équations 
qui  donnent  les  valeurs  de  tang  a,  tang  a',  tang  a",  donnent  les 
fleurs  de  ces  différentielles  en  fonction  de  dh^  dw  et  dw\ 
Substituant  ces  valeurs  de  (]{a,  da\  da",  on  a  une  équation  qui  ne 
renferme  que  les  3  différentielles  dhj  dwj  dw\  Substituant  succes- 
sivement à  R,  dans  cette  équation,  la  valeur  de  la  réfraction  pour 
chacune  des  8  ou  1 0  distances  zénithales  où  elle  a  été  calculée  d'après 
les  observations,  et  mettant  en  même  temps  pour  z  la  distance  zéni- 
thale correspondante,  et  pour  A',  w  et  w  leurs  valeurs  approchées, 
et  enfin  substituant  aux  différentielles  dh!,  div,  dw\  les  corrections 
JA',  ju;,  ^lii  à  appliquer  aux  valeurs  approchées  de  A',  u),  ui 
pour  avoir  les  valeurs  exactes,  on  a  8  ou  10  équations  de  la  forme 

MaA'-f-N5u;-H05a;'  =  P 

dans  lesquelles  M,  N,  0  et  P  sont  des  valeurs  numériques  con- 
nues. On  peut  alors  résoudre  le  système  de  ces  équations  par  la 
méthode  des  moindres  carrés,  et  on  a  les  valeurs  de  ^A'^  ^w  et 
W,  et  par  suite  les  valeurs  exactes  de  A',  xo  et  u! . 

En  calculant  ensuite  avec  ces  valeurs  exactes  les  valeurs  de  la 
réfraction  pour  les  8  ou  10  distances  zénithales,  pour  lesquelles  on 
a  obtenu  la  valeur  vraie  de  la  réfraction  d'après  les  observations,  on 
estalors  certain,  si  les  différences  avec  l'observation  sont  très-petites 
et  de  l'ordre  des  erreurs  possibles  en  observant,  que  les  termes  sous 

10 
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le  signe  S  de  la  formule  {i)  se  réduisent  à  un  seul.  Dans  le  cas 
contraire,  il  faut  introduire  2  termes  sous  le  signe  S,  et  par  une 
série  de  tâtonnements  dirigés  de  la  même  manière,  on  obtieudra, 
par  la  comparaison  avec  les  réfractions  observées  pour  les  distances 
zénithales  comprises  entre  7S  ou  80^  et  l'horizon,  les  valeurs  appro- 
chées des  4  coefficients  w\  w^  w\j  w,,  et  on  corrigera  ensuite  les 
valeurs  de  ces  coefficients  de  la  même  manière.  Si  les  observations 
ne  sont  pas  encore  représentées  complètement  dans  la  limite  de 
leurs  erreurs,  il  s'en  faudra  de  peu,  et  alors  on  essayera  3  termes 
sous  le  signe  S.  Nous  avons  déjà  vu  qu'il  y  a  tout  lieu  de  croire 
que  ce  dernier  nombre  ne  devra  pas  être  dépassé. 

181.  —  Si,  pour  la  détermination  des  coefficients,  on  emploie 
des  valeurs  de  la  réfraction  déduites  d'observations  faites  au-dessous 
de  l'horizon,  on  obtient  une  équation  simple  qui  diminue  le  travail 
de  la  recherche  des  valeurs  approchées  des  coefficients.  Supposons, 
en  efiet,  qu'on  ait  déduit  du  tracé  graphique  les  valeurs  de  la  ré- 
fraction pour  2  distances  zénithales  correspondantes,  l'une  au- 
dessus  et  l'autre  au-dessous  de  l'horizon,  par  exemple  pour  89*30' 
et  90**  30',  ou  d'une  manière  générale,  pour  90* — b  et  90*  +  b. 
Soient  p  et  p'  ces  deux  valeurs  de  la  réfraction.  En  remontant  à 
l'équation  générale(t),  dont  l'équation  (m)  n'est  qu'une  transforma- 
tion, on  voit  que  tous  les  termes  sous  le  signe  2  seront  ^ux  pour 

ces  2  valeurs  de  ;3  ;  il  en  sera  de  même  du  radical  V^r*  cos*  z  +  2rh!  • 
Les  formules  ne  difiéreront  donc  que  par  le  signe  du  terme — r  cos  js, 
lequel  devient  — rsin6  pour  la  distance  zénithale  90^ — b  et 
+  r  sin  6  pour  la  distance  90''  +  b.  Dans  un  cas  et  dans  l'autre, 
d'ailleurs,  sin  z  devient  cos  b.  En  retranchant  donc  l'une  de  l'autre 
les  2  équations  obtenues  en  remplaçant  successivement  dans  (t)  R 
et  z  par  p'  et  90*  H-  ô,  puis  par  p  et  90*  —  A,  il  vient 

,  2m'rcosbsinb  ni'rsinâft 

p— p  = 


A'  -h  1  {h'" — A")       A'  H-  2  (A'"  —  h") 

Remplaçant  h**  par  sa  valeur  u/  h',  et  h"  par  sa  valeur  u;  h\  on  a 

m'r  sin  2b 


K)  A'(l+2(„,'_«,))=:^ 


— y 

P 


formule  dont  le  premier  membre  se  réduit  à  A  (1  +u/ — u;)  quand 
on  ne  considère  qu'un  seul  terme  sous  le  signe  2;  et  de  plus, 
comme  la  réfraction  varie  très-vite  dans  le  voisinage  de  l'horizon, 
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p'— p  est  une  quantité  assez  grande  pour  que  les  erreurs  d'obser- 
vation aient  peu  d'influence,  ce  qui  rend  cette  équation  très-bonne. 

Dans  le  cas  d'un  seul  terme  sous  le  signe  2,  cette  équation  com- 
binée avec  l'équation  {m')  fournie  par  la  réfraction  horizontale,  et 
qui  donne  h  en  fonction  de  w^iw\  conduit  à  une  équation  entre 
vo  et  «/;  d'où  il  résulte  que,  pour  chaque  hypothèse  sur  id  —  w, 
la  valeur  correspondante  de  h  est  connue  par  l'équation  (m'"),  et 
l'équation  (m')  donne  ensuite  la  valeur  de  w^  en  y  substituant  la 
valeur  de  h  et  celle  de  w^  en  fonction  de  w  d'après  la  différence 
supposée  entre  ces  deux  dernières  quantités.  Quand  w  est  connu, 
on  a  la  valeur  de  w'  à  l'aide  de  cette  différence.  On  n'a  plus  alors^ 
pour  les  diverses  hypothèses  sur  w^  —  w^  qu'à  essayer  le  résultat 
qu'elles  donnent  pour  la  distance  zénithale  z\  prise  entre  SS""  et 
88^,  et  par  une  simple  proportion  comme  précédemment,  on  a  très- 
vite  la  valeur  de  w'  —  w. 

C'est  de  cette  manière  que  j'ai,  au  moyen  de  mes  observations 
faites  à  Olinda  sur  la  réfraction  dans  le  voisinage  de  l'horizon, 
entrepris  la  détermination  des  constantes,  en  me  servant,  pour 
la  détermination  des  valeurs  approchées  de  ces  constantes,  des 
valeurs  des  réfractions  aux  distances  zénithales  89*"  SO',  OO^'IO', 
86*"  et  90**,  valeurs  déduites  du  tracé  graphique  effectué  d'après 
Tensemble  des  observations. 

182.  —  Mais  une  circonstance  fortuite  m'a  beaucoup  abrégé 
le  travail.  En  supposant  d'abord  w'  —  u;  =  l,  comme  il  était 
naturel  de  le  faire  pour  la  première  hypothèse,  il  se  trouva  qu'après 
avoir  obtenu  par  les  équations  (m')  et  (m*')  les  valeurs  correspon- 
dantes de  h  et  de  tv^  et  après  avoir  calculé  la  réfraction  pour  SG"*,  la 
valeurquej'avaisdéduitedutracégraphiquepourcèdernieranglese 
trouva  si  près  d'être  exactement  représentée,  qu'une  nouvelle  hypo- 
thèse sur  w' — w  devenait  provisoirement  inutile.  Je  remarquai  de 
plus  que  la  valeur  obtenue  pour  w  était  voisine  de  2,  dont  elle  diiïë- 


!  ^.j  j,  _    . i 

i 


rait  d'environ  =  en  moins.  J'adoptai  donc  comme  valeurs  approchées 

1  1 

2—  =  pour  tt?,  et  par  conséquent  3  —  c  pour  v)'.  En  employant 

ensuite  ces  valeurs  approchées,  je  procédai  à  l'aide  de  la  formule  à 
ramener  les  observations  très-voisines  de  l'horizon  à  ce  qu'elles  au- 
raient été  à  l'horizon  mêtoe^  pour  en  prendre  la  moyenne  et  avoir  là 
réfraction  horizontale  exacte,  que,  pour  la  température  de  27oj 
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moyenne  du  lieu,  je  trouvai  de  181S"yl2  ;  alors,  à  Taide  de  Téqua- 
tion  {w!)  et  de  cette  valeur  de  la  réfraction  horizontale,  je  corrigeai 
de  nouveau  A',  en  conservant  les  mêmes  valeurs  de  u;  et  u;'.  En- 
suite, en  calculant  par  la  formule  les  réfractions  pour  les  diverses 
distances  au  zénith  comprises  entre  TS"»  et  l'horizon,  afin  d'avoir 
les  différences  avec  quelques  distances  zénithales  choisies  dans  cet 
intervalle  (dans  le  but,  comme  je  l'ai  dit  précédemment,  de  con* 
dure  des  réfractions  observées  les  nombres  se  rapportant  à  ces  dis- 
tances choisies),  je  remarquai  que  les  observations  étaient  toutes 
représentées  dans  la  limite  de  leurs  erreurs.  J'ai  donc  pu  regarder 

4  fi  fi 

les  valeurs  deu;  =  2  —  7  =  *  +i^eiw*  =^2  +  =  comme  défini- 
tives ,  et  en  même  temps  je  me  suis  trouvé  dispensé  d'essayer  l'em- 
ploi de  plusieurs  termes  sous  le  signe  Z,  puisque  je  venais  d'ac- 
quérir la  preuve  qu'un  seul  terme  suffisait  et  représentait  la 
réfraction  pour  la  constitution  réelle  de  l'atmosphère,  depuis  le 
zénith  jusqu'au-dessous  de  l'horizon. 

183. — La  valeur  de  h!  satisfaisant  à  la  réfraction  horizontale  que 
je  viens  d'indiquer  a  été  trouvée  de  5 1 46  mètres,  en  mettant  pour  ni 
sa  valeur  obtenue  pour  27*"  de  température  et  en  employant  dans  le 
calcul  de  l'équation  {ni)  le  rayon  terrestre  convenant  à  la  localité 
d'Olinda,  dont  la  latitude  est  de  S""  l'sud.  Cette  valeur  de  h  donne 
lieu  à  une  remarque  importante  ;  mais,  pour  la  faire  comprendre, 
nous  allons  présenter  encore  quelques  considérations  sur  la 
forme  de  l'équation  (t),  dans  laquelle  nous  rappellerons  que 

ni 
r, — y^iik, iit\  nt'fist  autre  que  la  constante  k  de  l'équation  (/), 

équation  qui  n'est  autre  à  son  tour,  en  faisant  p=c2R  et  a:=c^S, 
que  réquation  différentielle  qui  nous  a  donné  R,  après  avoir  consi- 
déré S  comme  une  fonction  de  h.  En  remplaçant  donc  dans  (0 

ni 
-p =ryT]f — TTTv)  par  la  constante  A;,  qui  est  la  vrsde  forme  sous 

laquelle  cette  quantité  entre  dans  l'équation  différentielle,  l'équa* 
tion  (t)  peut  s'écrire 


«=*-^[/*'i7F^^+2(/;*i 


-/. 


l/f  cos»  z  4-  4^y" 

^  '  rdy' 

V^r^  cos"  z  -h  2ry 
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Car  rintégrale  de  ,   ..      ^ /^     ^      est  l/r*cos*j5-f-2ry  qui , 

prise  entre  les  deux  limites  o  et  A',  devient |/r*cos*  «  +2rA'  — 
rcosj;,  et  la  différence  des  intégrales  de  cette  même  expression 

prise  entre  les  limites  o  et  A*',  puis  o  et  A"  estl/r*  cos*  ^  +  2  r  A*" — 

l/r'cosz-h2rA". 

Or,  en  remarquant  que  R  ou  la  réfraction  totale  de  Tatmos* 
phère  est  l'intégrale  des  réfractions  prises  depuis  la  couche  infé- 
rieure jusqu'à  la  couche  supérieure  de  l'atmosphère,  l'intégrale  du 
second  membre  de  l'équation  différentielle  a  dû  être  prise  entre 
deux  limites  seulement,  o  et  A^,  Ai  étant  la  hauteur  de  la  dernière 
couche  de  l'atmosphère.  Donc  A',  A**,  A"  qui  entrent  dans  les  limi- 
tes des  intégrales  du  deuxième  membre,  ne  sont  autres  que  les 
valeurs  que  prennent  y,  y'' et  y'  quand  on  fait  la  hauteur  de  la  cou- 
che égale  à  celle  de  la  couche  limite  de  l'atmosphère.  Conséquem- 
menty,y'ety  sont  des  fonctions  de  la  hauteur  de  chaque  couche 
atmosphérique,  et,  en  appelant  A  cette  hauteur,  on  peut  poser 
y=ç(A),y"=^,(A),  y'=x(A),et  alors  A'=ç(A,),'A'"=+(A.), 
A"=:X(A,).  L'équation  précédente  devient  ainsi 

.       r^'  r£/y(A)  .C^'^r  rd^(à) 

/o   Kr»cos«5-H2rç(A)   Jo       \V^r* cos» «  +  2 r  +  (A) 

rd/Ah)  \ 

Vf*cos'«-H2r/(A)y' 

c'est-à-dire  que  l'équation  différentielle  qui   a  donné    la  for- 
mule (})  était 

[y^r*  cos*  z  H-  2r  <p  (A)     -^  \V/r'  cos*  a + 2r  ^^  (A) 

rdx(A) 


V^r*cos»z-h2rx(A)- 
et  la  quantité  entre  crochets  n'est  autre  que  la  représentation 


X 


ae  -  de  l'équation  (/),  où  (a  est  le  rapport  de  la  densité  de  la  cou- 

che  en  contact  avec  le  sol,  à  la  densité  de  la  couche  de  hauteur  A, 
c'est-à-dire  la  fonction  de  A  qui  représente  la  vraie  loi  du  décrois- 
sement  des  densités  dans  l'atmosphère  réelle. 
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Comme,  d'une  manière  générale,  .y^ — «       9  fth\  '^P'^sente 

le  chemin  parcouru  dans  une  couche  infiniment  mince  de  hauteur 
/  {h) ,  par  la  ligne  partant  du  sol  sous  l'angle  z  avec  la  verticale, 
on  voit  donc  que  ç  (A),  ^^  (A),  x  (A),  etc.,  représentent  les  diverses 
hauteurs  entre  lesquelles  une  même  couche  doit  être  partagée, 
pour  que  la  somme  des  chemins  parcourus  parla  ligne  en  question 
dans  les  diverses  parties  de  cette  couche  ainsi  divisée,  sous  Tangle  z 
constant  dans  toute  l'atmosphère,  soit  égale  au  chemin  x  fait  par  le 
rayon  lumineux  sous  son  angle  particulier  en  atteignant  cette 
couche,  chemin  divisé  par  la  quantité  (i.  qui  est  fonction  de  h. 

Mais  remarquons  que  la  hauteur  d'une  couche  est  une  fonction  du 
rang  que  cette  couche  occuperait  dans  l'atmosphère  supposée  de 
densité  constante,  de  telle  sorte  que  lesélévations  f  (A)  ,6(A) ,  etc.,  des 
diverses  couches  sont  des  fonctions  delà  hauteur  que  chaque  couche 
aurait  si  l'atmosphère  perdant  sa  force  élastique  devenait  un  liquide 
possédant  la  densité  que  l'air  a  réellement  à  la  surface  du  sol;  de  telle 
sorte  que  nous  pouvons  considérer  la  fonction  comme  renfermant 
non  la  hauteur  réelle  de  la  couche,  mais  bien  la  hauteur  que  cette 
couche  prendrait  dans  ce  dernier  cas,  et  alors  la  limite  Ai  de  l'inté- 
gration est  la  hauteur  qu'aurait  l'atmosphère  si  sa  densité  était  la 
même  qu'à  la  surface  du  sol.  Cette  considération  est  d'autant  plus 
exacte  que,  pour  l'homogénéité,  la  formule  qui  donne  le  décroisse- 
mentdesdensitésavec  lahauteur  ne  doit  donner  le  rapport  de  la  den- 
sité d'une  couche  à  la  densité  de  la  couche  de  la  surface  du  sol  qu'en 
fonction  du  rapport  de  lahauteur  actuelle  àlahauteur  que  la  couche 
en  question  posséderait  si  la  densité  était  constante  dans  toute  l'at- 
mosphère, hauteur  de  laquelle  dépend  la  pression  supportée. 
Comme  grandeur  linéaire,  c'est  donc  cette  dernière  hauteur  qui 
doit  intervenir. 

n  résulte  de  là  que  la  limite  Ai  de  l'intégration  est  la  hauteur 
que  l'atmosphère  aurait  sous  densité  constante,  et  par  conséquent 
nos  coefficients  A',  h'"  et  A''  sont  les  fonctions  ç  (Ai),  ^  (A»),  x  (^)- 
Ces  fonctions  doivent  donc  avoir  avec  la  hauteur  A,  quelque  rela- 
tion. Cette  relation  peut  être  compliquée,  car  cela  dépend  de  la 
loi  du  décroissement  des  densités  dans  l'atmosphère  ;  mais  quand 
'  on  n  pu  déduire  des  observations  les  valeurs  de  A',  A",  A'",  on  peut 
se  proposer  de  la  découvrir. 

i  84 . — Or,  en  calculant  pou  r  la  latitude  d'Olinda  la  haute ur  qu'au- 


2h 
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Fait  Tatmosphère  sous  densité  constante  à  la  température  de  27"* 
etàla  pression  de  0",760,  on  trouve  8820"  ,6  (1),  hauteur  que  nous 
appellerons  hy.  D'un  autre  côté,  nous  avons  trouvé  A'=S146",0 

et  A"=wh'=  (4  +  * )  A',  d'où  K'—h'=  ^  A'  =  4410-,8,  ou 
à  très-peu  près  exactement  la  moitié  de  8820'°,6,   qui  est 

4410-,3(2).  De  l'équation  A"— A'=^A>ous  tirons  A'=:g  (A"— A'), 

l 
ou,  comme  nous  venons  de  voir  que  A" —  A'=  ^  Ai ,  il  en  résulte 

que  A'^  j^  ht.  D'un  autre  côté,  h'=:w'  h'=z  (2  +  =)  h'  ;  or 

'=A,+  |-  et  I  A'=A"-A'  =  1  A.,  d'où  h"'  =  (3+|)^* 

Donc  l'épaisseur  des  couches  est  la  même  que  si  toute  l'atmos- 
phère ramenée  à  la  densité  constante,  se  divisait  en  deux  parties, 
chacune  d'elles  se  dilatant  ensuite  d'un  sixième,  puis  comme  si  la 
moitié  de  cette  atmosphère  était  reportée  au-dessus  de  l'autre  à 
une  distance  égale  à  la  moitié  de  sa  hauteur  primitive. 

185.  -r-  Nous  voyons  donc  que  A',  A",  A**  ou,  en  d'autres  termes, 
les  fonctions  ç  (A),  x(^)  ^^  ^  W  de  l'équation  différentielle,  quand 

onfaitA=A,,seréduisentà^l+g)yS(2  +  |)^,(3  +  i)^^ 
valeurs  qu'on  peutécrire  respectivement  rj-+-  q  j^*'  Cô  "*~  i  "^  ^  j^i» 
f  2— ^  J  At  et  qui,  comme  on  le  voit  sous  cette  forme,  représen- 

(0  La  hauteur  de  Tatmosphèrc  sous  densité  constante  varie  pour  une 
môme  hauteur  du  baromètre  avec  l'intensité  de  la  gravité^  car  ]e  poids  est 
proportionnel  à  la  gravité;  le  poids  des  molécules  d'air  et  celui  des  molé- 
cules du  mercure  varient  bicn^  il  est  vrai^  dans  le  même  rapport^  de  sorte 
qu'il  semble  au  premier  abord  que  le  rapport  des  longueurs  des  colonnes 
d'air  et  de  mercure  devrait  être  constant.  Mais  quand  la  gravité  augmente^ 
les  couches  inférieures  de  l'air  doivent  éprouver  un  accroissement  de  force 
('lasUque  pour  résister  à  la  pression  supérieure,  et,  pour  cela,  il  faut  qu'elles 
}%  compriment  un  peu.  Le  rapport  est  évidemment  celui  des  gravités. 

(2)  II  parait  résulter  de  cet  accord  presque  fabuleux  qu'une  compensa- 
tion exacte  s'était  par  hasard  établie  entre  les  erreurs  des  observations 
employées.  Comme  je  ne  veux  pas  attribuer  ce  fait  à  la  perfection  des  ob- 
senations,  je  dirai  ici  que  les  observations  individuelles  présentaient  entre 
elles  des  divergences^  et  que  l'accord  en  question  ne  s'est  présenté  que 
dans  la  moyenne. 
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tent  des  rapports  très-simples  avec  Ai .  Mais  il  faudrait  se  donner  de 
garde  d'en  conclure  que  les  fonctions  ç  (A),  x  (A)  et  ^  (A)  sont  sim- 
plement (*  +6J  ô'  (^"•'e)  2  ®^  V  """âJ  2'  ^^^  ^  est  évident 
qu*on  peut  leur  joindre  une  expression  quelconque  qui  s'annule 
aux  deux  limites  A=  0  et  A  =A| ,  conmie  par  exemple  le  ferait  toute 
fonction  algébrique  de  h{hi  —  A),  ou  comme  le  feraient  également 
une  multitude  de  fonctions  transcendantes. 

Ainsi  donc  avec  une  multitude  d'expressions  différentes  pour 
les  fonctions  9  (A),  ^  [h)  etx(A) ,  la  réfraction  est  la  même  que  dans 
l'atmosphère  réelle,  ce  qui  montre  qu'il  existe  sur  la  loi  des  den- 
sités une  multitude  d'hypothèses  différentes  qui  peuvent  donner  la 
réfraction  observée.  Mais  toutes  les  hypothèses  possibles  ne  satis- 
font pas  aux  observations  ;  il  n'y  a  que  celles  ob  les  fonctions  en 
question  se  réduisent  pour  h=hx  aux  valeurs  ci-dessus,  avec  les- 
quelles les  observations  soient  représentées. 

Ceci  nous  explique  pourquoi  la  formule  de  Laplace,  quoique  ne 
représentant  le  vrai  décroissement  des  densités  de  l'air,  a  pu  sa- 
tisfaire très-approximativement  aux  réfractions  observées.  Cela  doit 
venir  de  ce  que  cette  hypothèse  rentre  dans  celles  pour  lesquelles 
?  Wj  ^W  ^^X(  ^)  ^^^  sensiblement  aux  limites  les  valeursci-dessus. 

186.  —  On  remarquera  que  la  valeur  1815'',12  que  j'ai,  à 
la  température  de  27^,  trouvée  à  Olinda  pour  la  valeur  de  la 
réfraction  horizontale  devient  2096^,48,  à  0'*(i)  et  diffère  d'une 
dizaine  de  secondes  de  celle  qu'a  trouvée  Delambre,  valeur  qu' 
est  de  2106",  et  a  été  admise  par  Laplace.  Mais  la  différence 
n'est  pas  si  grande  qu'elle  le  paratt  au  premier  abord.  En  effet, 
à  Olinda,  par  la  latitude  de  S"*,!  sous  la  pression  de  O'^yTOOde 
mercure,  la  densité  de  l'air  est  moindre  que  vers  le  4S*  degré,  où 
a  été  obtenue  la  valeur  de  2106''.  Le  rapport,  comme  nous  l'avons 


(1)  Nous  avons  fait  varier  ^i ,  dans  cette  rédaction  pour  passer  de  la  tem- 
pérature 27<»à0o,  en  le  multipliant  par  le  facteur  ou  t  égale  alors  27». 

Cette  variation  de  ^i  avec  la  température,  comme^  il  est  facile  de  le  déduire 
de  la  formule,  est  sans  influence  appréciable  sur  les  réfractions  qui  ne  sont 
pas  dans  le  voisinage  de  i'borizon^  mais  il  n'eu  est  pas  de  même  près  de  ce  plan. 
La  différence  entre  la  réfraction  que  j'ai  trouvée  à  l'horizon  et  le  nombre 
de  Delambre,  différence  dont  rend  compte  la  variation  de  A„  est  la  cause 
pour  laquelle,  comme  je  l'ai  dit  dans  le  n*  173^  j'ai  entrepris  la  recherche 
de  la  formule  de  la  réfraction. 


ET  POSITIONS  GÉOGRAPHIQUES.  297 

VU  dans  une  note  du  n*  1 84,  est  égal  à  celui  des  gravités.  Pour  com- 
parer mon  nombre  à  celui  de  Delambre,  il  faut  le  multiplier  par  le 
rapport  des  gravités  à  iS""  de  latitude  et  à  S"",  carie  coefficient  m  de 
la  formule  est  proportionnel  au  pouvoir  réfringent,  qui  est  lui-même 
proportionnel  à  la  densité.  Or,  le  rapport  des  gravités  en  question 
est  1,00245  (1).  En  ramenant  donc  la  réfraction  horizontale 
2096'\48  observée  au  8®  degré  de  latitude  sous  la  pression  ba- 
rométrique O^yTôO  réduite  à  zéro,  à  celle  qui  aurait  lieu  si  la  den* 
site  de  Tair  était  alors  la  même  qu'au  45®  parallèle  sous  la  pression 
0",760j  on  trouve  que  cette  réfraction  devient  2102'', 15,  c'est-à- 
dire  qu'elle  augmente  de  près  de  6".  Ce  fait  montre  que,  pour  étu- 
dier les  réfractions  près  de  l'horizon,  il  importe  d'avoir  égard  à  la 
variation  de  la  gravité,  quand  on  compare  les  observations  faites 
sous  des  latitudes  éloignées.  Mais  d'après  notre  formule,  la  réfrac- 
tion horizontale  ne  varie  pas  seulement  par  suite  de  la  variation  du 
coefficient  7n  pour  la  même  hauteur  du  baromètre  en  deux  latitudes 
différentes,  elle  varie  aussi  par  suite  de  la  variation  de  longueur  du 
rayon  terrestre  et  de  la  variation  de  A|.  Ainsi  h^ ,  qui  à  la  tempéra- 
ture zéro,  serait  de  8013  mètres  à  Olinda,  est  de  7993*°  à  45*"  de 
latitude,  car  cette  hauteur  A,  est  en  raison  inverse  des  gravités. 
En  ayant  égard  à  la  variation  du  rayon  terrestre  et  à  celle  de  h^j 
on  trouve  par  notre  formule  que  pour  passer  de  8**  à  45''  de  latitude, 
la  réfraction  horizontale  augmente  encore  de  G"  ,91 ,  ce  qui,  d'après 
la  valeur  que  j'ai  obtenue  à  Olinda  pour  la  réfraction  horizontale, 
donne  pour  la  même  réfraction  au  45*  parallèle  2103",06,  nombre 
qui  ne  diffère  que  de  3"  de  celui  de  Delambre.  Le  nombre  de  mes 
observations  voisines  de  l'horizon  était  de  82. 

187. — Ma  formule  de  la  réfraction  avec  ses  coefficients  numéri- 
ques devient  donc,  en  appelant  M  le  rapport  de  la  gravité  sous  le 
parallèle  où  on  veut  la  réfraction  à  la  gravité  au  45*  parallèle,  et  en 

.k«        .  f  I    *    ^      20  13 

observant  que  w — w  =  l  et  10= -=-,  u?  =  -=-> 

R  =  60",616  M  v/^  (lang  i  a  +  y/y  tang  i  a" 


-v/Ttangia')/;±^sin., 


(I)  L'expression  de  la  gravité  sous  la  latitude  l  est  9»^80606  -*  0,02503 
cos2<. 
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2h'  ...  /20 


dans  laquelle  tang  a  =  \/  —  sec  z,  tang  a"  =  V  -=-  lang  a, 

/Ts 

tang  a'z=Y  —  tang  a,  et  où  r  est  le  rayon  de  la  terre  sous  la 

i  ^  fit 
latitude  considérée  et  A' =  4663"  — ^ — ,  car  si  h'  yaiie  avec  la 

M 

température,  il  est  indépendant  de  la  pression  atmosphérique. 

Enfin  n=  0,00375,  t  est  la  température  actuelle,  eil+y  est  le 

rapport  de  la  pression  barométrique  actuelle  ramenée  à  zéro  et 

de  la  pression  0"  760. 

188.  —  La  hauteur  de  la  colonne  barométrique  observée  pour 

la  température  f  de  l'instrument  se  ramène  à  zéro  en  la  multi- 

l 

pliant  parr -,  dans  laquelle  u  est  le  coefficient  de  dilatation 

du  mercure,  moins  celui  de  Téchelle.  Dans  les  tables  de  réfraction, 
on  suppose  en  général  qu'on  ne  ramène  pas  le  baromètre  à  zéro, 
et  on  considère  le  facteur  barométrique  comme  le  rapport  de  la 
pression  actuelle  et  de  la  pression  0"760  sous  la  température  ac- 
tuelle. On  compense  cette  erreur  en  remplaçant  le  facteur  thermomé- 

^^q"^  iT^-TT^  P^''  ^^  fa^^^"^  (1  ^  nt)\i  +  ut)  '  '^  ^""^  '"PP^"" 
que  le  baromètre  possède  la  température  de  Tair,  quoique  cepen- 
dant sa  température  diffère  presque  toujours  notablemeat  de 
cette  dernière.  Cette  différence  a  peu  d'importance  pour  les  obser- 
vations en  mer  et  abrège  le  calcul,  mais  il  n'en  est  pas  de  même 
pour  les  observations  dans  les  observatoires.  Près  de  l'horizon  sur- 
tout, dans  les  recherches  sur  la  réfraction,  il  faut  toujours  ramener 
le  baromètre  à  zéro  à  l'aide  de  la  température  actuelle,  avant  de 

chercher  le  facteur  dans^  les  tables,  et  alors  on  corrige  la  tempé- 

1 
rature  à  part  à  l'aide  du  facteur ,  calculé  d'après  la  valeur 

de  n,  et  non  pas  pris  dans  les  tables  données  actuellement  dans 
les  éphémérides.  Toutefois,  si  on  veut  corriger  pour  la  température 
avec  les  tables  de  correction  publiées  dans  les  éphémérides,  on  le 
peut  en  réduisant  la  hauteur  barométrique  à  ce  qu'elle  serait  à  la 
température  de  l'air. 

189. —  Pour  la  valeur  de  h'  admise,  ma  formule  donne  2103",06 
pour  la  réfraction  horizontale  au  4S*  parallèle  avec  la  température 
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zéro  et  la  pression  0",760.  Afin  de  comparer  cette  formule  aux 
tables  de  réfraction  données  par  la  formule  de  Laplace,  je  l'ai 
assujettie,  en  modifiant  légèrement  la  valeur  àeh\k  donner  au  45'' 
parallèle  2106''  pour  réfraction  horizontale  à  zéro,  afin  qu'elle  sa- 
tisfasse aux  données  avec  lesquelles  les  tables  de  réfraction  ont  été 
calculées.  Le  tableau  suivant  montre,  pour  les  angles  compris 
entre  le  zénith  et  l'horizon,  les  différences  de  cette  formule  avec 
les  tables  de  M.  Gaillet  données  dans  la  Connaissance  des  temps 
et  calculées  d'après  la  formule  de  Laplace.  J'ai  toutefois  prolongé 
la  comparaison  avec  la  formule  de  Laplace  jusqu'à  30'  au-dessous 
de  Thorizon.  On  remarquera  dans  ce  tableau  que  jusqu'à  70*"  de 
distance  au  zénith,  les  différences  n'atteignent  pas  un  dixième  de 
seconde. 
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89 
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-M 
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0,0 

89  40 
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1880,1 

+  o,9 
+  0,2 
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0,0 

89  50 
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1989,0 

T5 

222,fe 

222,8 

-0,4 

90    0 
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2106,0 

0,0 

» 

332,6 

532,3 

+  «),3 

90  10 

2230,7 

2230,5 

+  0.2 

12  SO' 

ft35,5 

1134,8 

+  0,7 

90  20 

2364,0 

3364,2 

-0,2 

90  30 

2503,3 

2505.0 

-1,7 

Oq  voit  par  ce  tableau  que  Laplace  était  tombé  sur  une  des 
hypothèses  dont  nous  avons  déjà  parlé  et  qui,  quoique  ne  repré- 
sentant pas  le  décroissement  réel  de  la'densité  de  l'air,  donne 
la  même  loi  de  réfraction  que  l'atmosphère  réelle. 

190.  —  La  constante  60'', 61 6  n'entre  dans  notre  formule  que 
comme  facteur  général  de  l'expression  de  la  réfraction.  Au  pre- 
mier abord,  il  semblerait  qu'elle  devrait  entrer  en  outre  d'une 
autre  manière,  car  la  réfraction  influe  sur  la  variation  de  l'angle  z 
pour  les  diverses  couches  atmosphériques ,  et  son  influence  est 
proportionnelle  au  coefficient  en. question,  qui  dépend  de  l'in- 
dice de  réfraction  ;  or  cette  variation  de  l'angle  z  influe  à  son  tour 
sur  la  grandeur  des  divers  coefficients  A',  A",  h"\  Mais,  avec  un 
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peu  de  réflexion,  on  voit  que,  dans  la  vraie  intégrale  de  la  réfrac- 
tion, il  peut  très-bien  se  faire  que  la  constante  dépendant  du  pou- 
voir réfringent  n'entre  que  comme  simple  multiplicateur.  En  effet, 
ce  qui  doit  rendre  intégrable  la  vraie  équation  différentielle  de  la 
réfraction  dans  le  cas  de  la  nature,  est  dans  cette  équation  le 
remplacement  de  l'expression  de  la  densité  en  fonction  de  la  hau- 
teur par  la  vraie  relation ,  et  le  remplacement  de  la  variation  du 
pouvoir  réfringent  en  fonction  de  la  densité  également  par  la  vraie 
relation.  Donc  l'élimination  delà  densité  entre  ces  deux  dernières 
relations  doit  donner  l'expression  du  pouvoir  réfringent  en  fonc- 
tion de  la  hauteur  par  une  loi  simple  comme  sont,  en  général, 
toutes  les  lois  naturelles.  Par  là,  la  variation  de  l'angle  z  avec  la 
hauteur  devient  simplement  une  fonction  de  la  hauteur,  puisque 
la  relation  en  question  permet  de  substituer  une  fonction  de  la 
hauteur  aux  expressions  renfermant  le  pouvoir  réfringent.  C'est 
de  la  combinaison  des  coefiBcients  constants  de  ces  expressions 
finales  que  résultent  les  rapports  simples  que  les  observations  nous 
ont  indiqués  entreA',  A",fc'"  et  A„  et  alors  le  coefficient  de  la  réfrac- 
tion disparaît  autrement  que  comme  multiplicateur  de  la  formule. 
Nous  ne  devons  pas  perdre  de  vue  qu'en  général  les  lois  de  la 
nature  sont  très-simples.  Des  formules  très-simples  doivent  donc 
représenter  les  intégrales  des  équations  différentielles  que  nous 
posons  pour  chercher  ces  lois.  Mais  ces  équations  différentielles 
représentant  l'action  de  plusieurs  espèces  de  forces ,  et  vraies 
tant  qu'on  n'exprime  pas  ces  dernières  en  fonction  de  l'une 
d'elles,  cessent  d'être  rigoureusement  exactes  aussitôt  que  nous 
exprimons  quelques-unes  de  ces  forces  en  fonction  des  autres  par 
des  lois  qui  ne  sont  qu'approchées,  telles  que  sont,  par  exemple, 
la  loi  de  Mariotte,  la  loi  de  la  variation  du  pouvoir  réfringent 
considéré  comme  proportionnel  à  la  densité  dans  un  même  mi- 
lieu gazeux,  etc.  Ces  lois  approchées  qui  ne  représentent  que 
le  premier  terme  du  développement  des  fonctions  qui  sont  les 
vraies  lois,  font  souvent  perdre  de  suite  à  l'équation  différen- 
tielle, où  on  les  introduit,  son  caractère  d'intégrabilité  sous  forme 
finie.  Car,  je  le  répète,  les  lois  simples  de  la  nature  doivent  être 
données  au  moins  en  général  par  des  équations  différentielles  in- 
tégrables  (1). 

(i)  Il  n'est  pas  jusqu'à  la  loi  de  la  gravitation  qui  ne  soit  une  loi  seule- 
ment approchée,  car  elle  n'est  pas  vraie  aux  petites  distances,  c*est4-dirr 
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Par  des  méthodes  analogues  à  celle  que  nous  avons  employée 
pour  obtenir  sous  forme  finie  et  sans  série  l'expression  générale 
de  la  réfraction,  on  a  beaucoup  de  chance  d'arriver  à  trouver  un 
grand  nombre  des  vraies  lois  delà  nature.  Cette  méthode  consiste 
à  chercheir  dans  le  phénomène  même  dont  on  veut  la  loi,  les  expé- 
riences qui  doivent  pour  ainsi  dire  achever  l'intégration,  au  lieu 
de  recourir  à  des  expériences  sur  d'autres  phénomènes  dont  les 
relations  complètes  avec  celui-ci  sont  inconnues.  Ainsi  il  est  bien 
plus  sage  de  demander  aux  observations  sur  la  réfraction  elle- 
même  les  dernières  données  plutôt  que  d'aller  les  demander  aux 
observations  sur  la  loi  de  variation  de  la  densité  de  l'air  en  fonc* 
lion  de  la  température  et  de  la  pression ,  c'est-à-dire  aux  expé* 
riences  propres  à  faire  apercevoir  la  loi  de  Mariette  ou  celle  de  la 
dilatation  des  gaz  ;  car  ces  dernières  expériences  ne  sont  pas  géné- 
rales, elles  ne  conviennent  qu'entre  les  limites  de  pression  ou  de 
température  où  elles  ont  été  effectuées  et  non  dans  toutes  les  con- 
ditions que  nous  offre  l'atmosphère. 

au  distances  moléculaires.  La  vraie  loi  est  donc  une  fonction  de  Téloignc- 
ment,  fonction  qui,  pour  de  grandes  distances^  se  ramène  par  son  dévelop- 
pement à  la  loi  de  la  gravitation^  lorsqu'on  négligeâtes  termes  qui  devien- 
nent alors  sensiblement  nuls  par  rapport  à  celui  qui  fournit  cette  loi. 

Le  principe  des  aires  et  celui  des  forces  vives  ayant  lieu  pour  un  système 
quelconque  de  points  matériels  soumis  à  des  forces  simplement  fonction  des 
distances  mutuelles  des  molécules^  quelle  que  soit  la  forme  de  cette  fonction, 
il  en  résulte  qu'on  peut  obtenir  les  intégrales  du  premier  ordre  du  pro- 
blème du  mouvement  de  deux  points,  puisque  la  vraie  forme  de  la  loi  de 
la  gravitation  nUntervient  pas  dans  ce  cas.  Mais  dès  qu'il  y  a  plus  de  deux 
points,  ces  principes  deviennent  insuffisants  pour  fournir  toutes  les  inté- 
grales du  premier  ordre.  Il  n'est  pas  douteux  qu'on  obtiendrait  facilement 
ies  autres  intégrales  du  premier  ordre  si  on  pouvait  mettre  pour  l'exprès- 
^^ion  de  la  force  sa  véritable  forme  ;  mais  en  y  substituant  la  loi  approchée 
de  la  gravitation,  ces  dernières  intégrales  se  trouvent  dissimulées.  De  ce  que 
les  intégrales  du  premier  ordre,  dans  le  cas  du  mouvement  de  deux  corps, 
sont  intégrables  pour  le  cas  de  la  loi  de  la  gravitation  comme  nous  la  for- 
mulons, il  n'en  faudrait  pas  conclure  qu'alors  cette  loi  soit  la  vraie,  car  ces 
mêmes  équations  sont  intégrables  pour  d'autres  expressions  de  la  force. 

il  est  excessivement  probable  que  la  loi  du  mouvement  de  plusieurs  corps 
libres  autour  de  leur  centre  de  gravité  est  quelque  chose  d'aussi  simple  que 
ceUc  da  mouvement  de  deux  corps  et  d'aussi  simple  aussi  que  la  loi  vraie 
quoique  inconnue  de  la  gravité. 
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DES  PARALLAXES. 

I9i.  —  Si  un  astre  est  immensément  éloigné  par  rapport  aux 
dimensions  de  la  terre,  il  arrive  que  deux  rayons  visuels  qui  sont 
menés  à  ce  corps  de  deux  points  différents  de  la  surface  de  notre 
globe  sont  sensiblement  parallèles.  Dans  ce  cas,  l'astre  en  ques- 
tion est  vu  dans  la  même  direction  que  si  l'observateur  était  au 
centre  même  de  la  terre.  Tel  est  le  cas  des  étoiles,  pour  lesquelles 
les  observations  n'ont  pu  faire  percevoir  aucun  angle  entre  les 
rayons  visuels  menés  des  divers  points  du  globe. 

Mais  il  n'en  est  pas  de  même  pour  les  autres  astres,  c'est-^-dire 
pour  la  lune,  le  soleil,  les  planètes  et  les  comètes.  Ces  derniers 
corps  célestes,  plus  rapprochés  de  nous,  sont  vus  de  deux  points 
différents  de  la  terre  dans  des  directions  un  peu  différentes.  On 
appelle  alors  parallaxe  l'angle  formé  par  deux  rayons  visuels,  dont 
l'un  serait  mené  à  ces  astres  du  centre  de  la  terre  et  l'autre  d'un 
point  de  sa  surface.  La  parallaxe  est  donc  l'angle  sous  lequel,  de 
Tastre  considéré,  est  vu  le  rayon  de  la  terre  mené  au  lieu  d'observa- 
tion, à  l'instant  de  l'observation  elle-même.  A  cause  de  la  rotation 
terrestre  et  du  mouvement  des  astres,  la  parallaxe  varie  en  un 
même  lieu  pour  un  même  astre,  suivant  l'angle  que  fait  le  rayon 
terrestre  en  question  avec  les  rayons  visuels.  Pour  faire  disparaître 
dans  les  observations  ce  qu'il  y  a  à  la  fois  de  local  et  de  particulier 
à  l'instant  de  l'observation,  il  faut  donc,  à  l'aide  du  calcul  de  la 
parallaxe,  ramener  les  observations  faites  en  un  lieu  quelconque 
de  la  terre  à  un  instant  donné  à  ce  que  ces  observations  auraient 
été  si  elles  avaient  été  faites  au  centre  même  de  la  terre. 

La  parallaxe  pouvant  être  regardée  comme  nulle  pour  les  étoiles, 
et  étant  sensible  pour  les  autres  astres,  il  en  résulte  qu'en  un 
même  instant  on  voit  de  divers  lieux  de  la  terre  ces  derniers  astres 
se  projeter  sur  des  régions  différentes  de  la  sphère  étoUée,  de 
sorte  qu'en  chaque  lieu  leurs  ascensions  droites  et  leurs  décli- 
naisons semblent  différentes,  et  ne  sont  pas  celles  qui  sont  ins- 
crites dans  les  éphéroérides  et  qui,  afin  de  pouvoir  s'en  senir  par 
tx)ut  le  globe,  sont  calculées  pour  le  centre  delà  terre.  Cette  con- 
sidération nous  montre  l'utilité  de  la  détermination  de  la  parallaxe. 
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soit  pour  déduire  des  observations  les  ascensions  droites  et  les 
déclinaisons  réelles  des  astres  à  parallaxes  sensibles ,  dans  le  but 
de  vérifier  et  de  perfectionner  les  éphémérides,  soit  pour  faire 
servir  au  calcul  des  observations  faites  en  un  lieu  donné  pour  la 
détermination  de  sa  position  géographique,  les  coordonnées  de  la 
position  d*un  de  ces  astres  tirées  des  éphémérides. 

Nous  allons  donc  nous  proposer  de  calculer  l'effet  de  la  pa- 
rallaxe sur  les  hauteurs  et  sur  les  azimuts  observés,  afin  de  ré- 
duire les  observations  de  hauteur  et  d'azimut  à  ce  qu'elles  seraient 
sans  cet  eflet,  de  manière  à  pouvoir  ensuite  effectuer  les  calculs 
dont  on  a  besoin,  comme  si  la  parallaxe  n'existait  pas. 

La  plupart  des  ouvrages  d'astronomie  disent  que  la  parallaxe 
n'agit  pas  sur  les  azimuts.  Ce  serait  vrai,  ainsi  que  nous  allons  le 
voir,  si  la  terre  était  rigoureusement  sphérique  ;  mais  comme  elle 
est  ellipsoïdale,  il  y  a  une  petite  influence  de  la  parallaxe  sur  les 
azimuts,  influence  dont  il  est  essentiel  de  tenir  compte  dans  les 
calculs  précis. 

192.  —  Nous  allons  d'abord  calculer  la  parallaxe  en  supposant 
la  terre  sphérique,  nous  verrons  ensuite  les  petites  corrections  que 
le  défaut  de  sphéricité  rigoureuse  introduit  dans  ce  calcul. 

Par  le  centre  de  la  terre,  le  lieu  d'observation  et  le  centre  de 
Tastre  observé,  menons  un  plan  qui  sera  celui  de  la  figure  42. 
Soit  0  le  centre  de  la  terre,  M  le  lieu  d'observation,  et  L  le  centre 
de  l'astre  observé.  La  ligne  OM  est  le  rayon  r  de  la  terre,  OL  est 
la  distance  de  l'astre  observé  au  ^^^ 

centre  de  la  terre,  distance  que 
nous  appellerons  A,  et  l'angle  M  L  0 
est  la  parallaxe  cherchée. 

L'angle  Z  M  L  est  la  distance  au 
zénith  sous  laquelle  l'astre  L  est  ob- 
servé du  point  M.  L'angle  Z  0  L  est 
l'angle  correspondant  qui  serait  vu      ^^""" — ^ y)%.  vu 
du  centre  de  la  terre.  Or,  dans  le  triangle  LOM,  onaZML=: 
ZOL  -hMLO,  c'est-à-dire  que  la  distance  zénithale  apparente  en 
M  ^ale  la  distance  zénithale  au  centre  de  la  terre  plus  la  parai* 
laxe.  Maintenant,  dans  le  triangle  MOL,  on  a 

sinMLO      sinOML       sin  ZML 
MO     ""     OL      ■""      OL      ' 
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OU,  en  appelante'  la  distance  zénithale  apparente  ZMUetp  la 
parallaxe  MLO , 

sinp  =  —  sin  s'- 

Cette  équation  ayant  lieu  quel  que  soit  l'angle  J  a  lieu  aussi  quand 
cet  angle  est  droit.  En  appelant  alors  H  la  parallaxe  correspon- 

r  T 

dante,  on  a  sin  H  =  ^.  En  éliminant  alors  -  entre  ces  deux  équa- 
tions, il  vient 

sinj9=:sinHsin2' 

et  la  distance  zénithale  vraie  z  est  donnée  par  l'équation  s  =x;''/'. 
Dans  la  formule  précédente ,  H  est  la  parallaxe  de  l'astre  à 
l'horizon,  p  la  parallaxe  à  la  distance  zénithale  apparente  ^'. 
Pour  une  même  distance  A,  H  est  constant  pour  tous  les  points  de 
la  terre,  si  la  terre  est  sphérique.  On  appelle  cette  quantité  la  pa- 
rallaxe horizontale,  et  les  éphémérides  la  donnent  jour  par  jour,  à 
cause  de  ses  variations  par  suite  du  changement  de  la  distance  À. 

On  voit  que  tout  l'effet  de  la  parallaxe  s'est  fait  dans  le  plan  de 
la  figure,  puisque  les  deux  rayons  visuels  sont  dans  ce  plan.  La 
parallaxe  ne  dévie  donc  pas  l'astre  hors  du  plan  passant  par  la  verti- 
cale MZ,  lequel  plan  définit  l'azimut  de  l'astre.  Donc,  dans  le  cas 
de  la  terre  sphérique,  la  parallaxe  ne  modifie  pas  les  azimuts  ob- 
servés, mais  agit  seulement  sur  les  hauteurs. 

193.  —  Examinons  maintenant  l'effet  de  la  non-sphéricité  de 
la  terre,  et,  conformément  aux  données  de  l'observation,  regar^ 
dons  notre  globe  comme  un  ellipsoïde  de  révolution  autour  de 
son  petit  axe,  lequel  petit  axe  coïncide  avec  l'axe  de  rotation. 

Dans  ce  cas,  la  ligne  menée  du  point  M  au  centre  de  la  terre  ne 
coïncide  plus  avec  la  verticale,  et  cette  ligne  fait  avec  la  verticale 
dans  le  plan  du  méridien  un  petit  angle  que  nous  appellerons  t. 

La  ligne  qui  joint  le  centre  de  la  terre  au  point  M  marque,  en 
la  prolongeant  jusqu'à  la  rencontre  delà  sphère  céleste,  un  point 
qu'on  appelle  le  zénith  vrai  du  lieu  M,  tandis  que  le  point  marqué 
par  la  verticale  prolongée,  est  appelé  le  zénith  apparent. 

Or  il  est  évident  que^  dans  le  cas  de  la  terre  ellipsoïdale,  la  pa- 
rallaxe agit  de  la  même  manière  que  dans  le  cas  de  la  terre  sphé- 
rique pour  modifier  les  distances  d'un  astre  au  zénith  vrai,  mais 
celui-ci  est  alors  distinct  du  zénith  apparent,  tandis  que  dans  le 
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cas  de  la  sphéricité,  le  zénith  vrai  et  le  zénith  apparent  se  confon- 
dent. Quant  aux  azimuts,  si  on  les  mesurait  autour  du  zénith  vrai, 
3s  ne  seraient  pas  modifiés  par  la  parallaxe  ;  mais  il  n'en  est  plus 
de  même  quand  on  mesure  les  azimuts  autour  du  zénith  appa- 
rent, c'est-à-dire  autour  de  la  verticale  du  lieu. 

Ainsi,  en  appelant  2'  la  distance  au  zénith  vrai,  on  a  toujours, 
comme  dans  le  cas  de  la  terre  sphérique,  en  appelant  ;>'  la  parallaxe 

sinp'  =  —  sta«' 

et  l'arc/?'  se  mesure  sur  Tare  de  grand  cercle  passant  par  l'astre  et 
par  le  zénith  vrai. 

Toutefois  il  faut  remarquer  que  dans  cette  formule  r  n'a  plus  la 
même  valeur  que  dans  le  cas  de  la  terre  sphérique.  Il  change  d'un 
Heu  à  un  autre,  puisqu'il  représente  la  distance  du  point  d'obser- 
vation au  centre  de  la  terre  et  puisque  ces  distances  ne  sont  pas 
toutes  égales  dans  l'ellipsoïde. 

En  appelant  H'  la  parallaxe  horizontale  du  lieu  d'observation,  on 
a,  en  faisant  ;>'  =  H'  etz*  =:  90*,  afin  d'obtenir  l'expression  de  la 

parallaxe  horizontale  du  lieu,  sin  H'=:-^,  et  par  conséquent  com- 
me précédemment,  sin  j!>'  =  sin  H'  sin  z'.  Seulement,  dans  cette 
^pression,  la  parallaxe  horizontale  est  celle  qui  convient  au  lieu 
d'observation,  et  elle  varie  d'un  point  à  un  autre,    puisque 

T  varie  par  suite  de  la  variation  de  r. 

C'est  à  l'équateur  que  le  rayon  r  est  maximum  :  c'est  donc  à 
Téquateur  que  la  parallaxe  a  sa  plus  grande  valeur.  On  appelle 
parallaxe  horizontale  équatoriale  celle  de  l'équateur,  et  c'est  cette 
parallaxe  qu'on  inscrit  dans  les  tables,  et  que  nous  continue- 
rons d'appeler  H. 

En  considérant  Tellipsoïde  terrestre  comme  de  révolution,  tous 
les  lieux  qui  ont  la  même  latitude  ont  le  même  rayon  vecteur  7^, 
et  par  conséquent  tous  les  lieux  de  même  latitude  ont  la  même 
parallaxe  H'. 

Les  éphémérides  ne  donnant  que  la  parallaxe  horizontale  H  il 
importe  d'abord  de  trouver  la  parallaxe  horizontale  H'  qui  convient 
au  lieu  d'observation.  Pour  cela  nous  remarquerons  qu'en  appe- 
lant rie  rayon  équatorial,  on  a  les  deux  équations 

20 
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sinH'=4  sinHrrl: 

en  les  divisant  membre  à  membre,  il  vient  -t — tî  = — . 

'  sm  H      r 

Or,  dans  l'ellipsoïde  terrestre,  le  rayon  vecteur  r'  est  donné  avec 

une  approximation  suffisante  en  fonction  du  rayon  équatorial  r 

et  de  la  latitude  apparente  /  par  l'expression  : 

r'=irfi  —  «isîn*  /+ 1  u*  sin»  2 1) . 

formule  dans  laquelle  u  est  l'aplatissement  terrestre  qu'au  moyen 

des  inégalités  lunaires  dépendant  du  défaut  de  sphéricité  de  la 

l 
terre,  Burckhardt  a  trouvé  égal  à  n^jr.  Pour  cette  valeur  de  w,  on 

alogt/=:log^=3,S187002. 

Les  recherches  modernes  sur  la  figure  de  la  terre  s'accordent 
à  donner  pour  u  une  valeur  un  peu  plus  grande  que  ^jrn*  L'apla- 
tissement varie  d'ailleurs  un  peu  dans  les  diverses  régions  du 
globe.  Sa  valeur  moyenne  n'est  qu'approximativement  connue* 
Nous  verrons  plus  tard  les  moyens  d'obtenir  la  valeur  de  l'aplatis- 
sement pour  les  diverses  régions  de  la  terre. 

En  mettant  pour  r'  sa  valeur  dans  l'équation  précédente,  il 
vient 

sin H'  =  sin  H  (i  —  «sin*  '+ 1  «*  sin»  2 1\ 

Dans  cette  équation,  comme,  à  cause  de  la  petitesse  de  u,  le  fac- 

g 
teur  4 — usin*/H-  g  w'  sin'  2  /  diffère  très-peu  de  l'unité,  et 

comme  les  arcs  H  et  H'  sont  petits,  on  peut,  sans  erreur  sensible, 
môme  pour  la  parallaxe  lunaire,  remplacer  les  sinus  par  les  arcs, 
et  on  peut  écrire 


H'=H  (i  —  u  sin*  /+S*8in"2  A 


Au  moyen  de  cette  formule  et  de  la  parallaxe  horizontale  équa* 
tonale  déduite  des  éphémérides  pour  l'instant  de  l'observation,  on 
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peut  calculer  la  parallaxe  horizontale  H'  qui  repond  au  lieu  â'ok> 
semtion ,  et  alors  pour  la  valeur  de  la  parallaxe  />'  on  a  l'é- 
quation 

sin  p'  =  sin  H'  sin  z' 

expression  dans  laquelle  sin  H'  est  connu. 

194.  —  La  question  de  Tinfluence  de  Tellipticité  de  la  terre  pour 
faire  varier  la  parallaxe  horizontale  en  chaque  lieu  du  globe  se  trouve 
eiposéedans  tous  les  ouvrages  d'astronomie  pratique,  et  la  for- 
mule que  nous  venons  de  donner  pour  calculer  cette  parallaxe  en 
chaque  lieu  se  trouve  également  dans  les  mêmes  traités.  Mais 
nous  venons  de  voir  que  Tellipticité  terrestre  ne  se  borne  pas  à 
faire  varier  la  parallaxe  horizontale,  elle  agit  encore  en  ce  que  la 
grandeur  p  du  déplacement  de  l'astre  pour  une  hauteur  donnée 
n'est  pas  proportionnelle  au  sinus  de  la  distance  zénithale  appa- 
rente, c'est-à-dire  de  la  distance  apparente  au  zénith  apparent, 
mais  bien  au  sinus  de  la  distance  apparente  au  zénith  vrai.  D'un 
autre  côté,  ce  déplacement  p  est  effectué  non  dans  l'arc  de  grand 
cercle  passant  par  le  zénith  apparent,  mais  dans  celui  qui  passe 
par  le  zénith  vrai.  Ces  deux  remarques  sont  en  général  oubliées 
dans  les  traités  d'astronomie,  et  c'est  fort  à  tort,  car,  pour  la  lune, 
les  erreurs  que  l'on  commet,  en  négligeant  ces  deux  considérations, 
sont  très-notables.  C'est  précisément  parce  que  le  déplacement  p 
ne  s'effectue  pas  suivant  la  direction  du  zénith  apparent,  mais 
bien  suivant  celle  du  zénith  vrai,  que  la  parallaxe  modifie  un  peu 
les  azimuts  observés,  car  ces  derniers  azimuts  sont  mesurés  au- 
tour du  zénith  apparent. 

Proposons-nous  de  calculer  l'expression  du  déplacement  azi- 
mutal  dû  à  la  parallaxe. 

Soient  P  le  pôle  (fig.  43),  PZZ'  le 
méridien,  Z  le  zénith  apparent,  Z'  le 
zénith  vrai,  E  la  position  réelle  d'un  * 
astre ,  E'  sa  position  apparente,  de 
sorte  que  EE'  =;>'  :  Z'E'  est  alors  la 
distance  apparente  au  zénith  vrai, 
que  nous  appelons  z' ,  ZE'  la  dis-  *■'»»•  ^• 

tance  apparente  au  zénith  apparent,  distatice  que  nous  appelons 
«,  et  qui  est  celle  que  les  observations  mesurent. 

Nous  appellerons  /  la  latitude  apparente  ou  latitude  astronomi- 
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que  répondant  au  zénith  Z,  latitude  qui  est  celle  que  les  observa- 
tions astronomiques  mesurent  directement,  et  nous  nommerons 
/  —  1  la  latitude  vraie  ou  géodésique ,  c'est-à-dire  celle  qui  ré- 
pond au  zénith  vrai  71.  L'arc  ZZ'  est  alors  égal  à  i,  c'est-à-dire  à 
la  différence  des  deux  latitudes.  Nous  appellerons  de  plus  d*  la 
distance  vraie  ZE  au  zénith  apparent. 

Dès  qu'on  connaît  la  latitude  astronomique  /,  l'arc  i  est  connu. 
Il  est  donné  en  secondes  avec  une  approximation  suffisante  par 
l'équation 

t=Ksin2/+iK*sin4/ 
dans  laquelle K= K — ^          >,  u  étant  l'aplatissement  terrestre. 

1 

Si  on  fait  tt  =  ^rr^r,  on  a 

log  tt  =  2,8308366      log  \u^  =  0,046218i . 

Appelons  maintenant  a  l'azimut  apparent  observé  Z'ZE'.  Nous 
aurons  dans  le  triangle  Z'ZE' 

sin  Z^i:  _  sin  Z^Zg 
sinZZ'    ~  siuZ'E' 

ou 

smx 
Nous  avons  maintenant  dans  le  triangle  ZEE' 

8inEZg_sinZgg 
sin  E£'         sin  Z£ 
ou 

8inEZE'="°^^'^'r^ 

sm  z" 

Mettant  pour  sin  ZE'Z'  sa  valeur  précédente,  et  pour  sin  ;/  sa  va- 
leur sin  H'  sin  t!^  il  vient 

sm  js'' 

Or  l'angle  EZE'  est  la  déviation  azimutale  [de  l'astre  par  l'effet 
de  la  parallaxe.  L'expression  de  cette  déviation  montre  qu'elle  est 
maximum  dans  le  premier  vertical,  c'est-à-dire  quand  a  =  90* 
auquel  cas  sin  a  =  1 .  Elle  est  aussi  proportionnelle  au  sinus  de 
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Tare  f,  dont  la  valeur  maximum,  qui  a  lieu  pour  une  latitude  de 
45",  est  de  678  secondes  ou  11'  18"  pour  l'aplatissement  q^ru. 

Quand  la  parallaxe  lunaire  est  de  6r,  on  trouve  alors  que,  dans 

12" 
le  premier  vertical,  l'angle  EZE'  =  -. — 77.  La  déviation  azîmu- 

taie  due  à  la  parallaxe  peut  donc  pour  la  lune  atteindre  à  l'ho- 

l 

rizon  jusqu'à  12"  et  à  30"*  du  zénith  où  sin  z"  =  ^,  elle  peut  atr- 

teindre  jusqu'à  24".  On  voit  par  conséquent  que  cette  déviation 
est  loin  d'être  négligeable. 

195.  —  On  peut  donner  à  l'expression  de  la  déviation  azimu- 
tale  EZE',  que  nous  appellerons  f ,  une  forme  indépendante  de 
^',  c'est-à-dire  de  la  distance  zénithale  vraie  au  zénith  apparent. 
Eo  effet,  dans  le  triangle  PZE,  on  a 

sinZE  _  sinPE 
sinZPE^sinPZE- 

Or  PE  est  le  complément  de  la  déclinaison  D  de  l'astre  :  donc 
sin  PE=cosD,  ZPE  est  l'angle  horaire  de  l'astre,  que  nous  ap- 
pellerons P,  et  on  a  pour  l'angle  PZE 

PZE=PZE'+E'ZE=180-  — a-t-ç 

d'où 

sin  PZE  =  sin  (a — cp)  ; 
de  là  on  tire 

«••»  «71?       •      n     sinPcosD 

sm  ZE  =  sm  «  =  -r— ; r- 

sm  (a  —  9) 

Reportant  cette  valeur  de  sin  z"  dans  l'expression  du  sinus  de 
l'angle  EZE'  que  nous  avons  appelé  9,  il  vient 

...  .  sin  H'  sin  i  sin  a  sin  (a  —  9) 

(A)  sm  <p  = :-5 =--i 37. 

^  ^  smPcosD 

En  développant  sin  {a — ç),  et  divisant  par  cos  ç,  il  vient 

m»  . 2sinH'sintsin*fl 

\  }  ^"*^""2sinPcosD-+-sinH'sinisra2a' 

fonnule  dans  laquelle  a  représente  l'azimut  apparent  observé. 

La  valeur  maximum  de  sin  2  a  étant  de  1 ,  on  voit  que 
H'  sin  i  sin  2  a  ne  pourra  dépasser  12"  même  pour  la  lune,  puis* 
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que  nous  avons  vu  dans  le  numéro  précédent  que  la  valeur  maxi- 
mum de  H'  sin  e  est  de  12".  On  peut  donc  dans  le  dénominateur 
négliger  sin  H'  sin  i  sin  2  a  toutes  les  fois  que  P  est  grand,  et  alors 
la  déviation  azimutale  est  donnée  par  la  formule 

.  sin  H' sin  t  sin*  a 

"  ^         sm  P  cos  D 

Mais  si  la  lune  était  très-près  du  zénith,  auquel  cas  sin  2  a  peut 
être  grand  en  même  temps  que  sin  P  est  très-petit,  il  faudrait  em- 
ployer la  formule  complète  (B). 

Si  nous  posons  a  —  ?  =  a',  auquel  cas  a'  est  l'azimut  réel,  on 
en  tire  a  i^o'  +  <p.  Substituant  dans  Téquation  (A),  il  vient 

sin  H'  sin  t  sin  (a'+  o)  sin  a' 
sin  ç  =:  .   ^  ^     '  ^  • 

smPcosD 
Développant  sin  {a'  +  <p),  il  viendra  conome  précédemment 

iC\         tan      —  2  sin  H' sin  t  sin*  o^ 

(Lj         w»g^-2sinPco8D— îânH'sinisinâa  ' 

formule  dans  laquelle  a!  est  l'azimut  réel. 
Cette  formule  se  réduit  à 

.         __  sin  H' sin  t  sin*  g' 
*'^""      sinPcosD 

tant  que  l'astre  n'est  pas  voisin  du  zénith. 

Telles  sont  les  expressions  des  déviations  azimutales  dues  à  la 
parallaxe.  Gonune  le  zénith  vrai  est  toujours  du  côté  de  l'équateiir 
par  rapport  au  zénith  apparent,  on  voit  que  la  parallaxe  agit  en 
augmentant  l'azimut  compté  à  partir  du  côté  du  méridien  opposé 
au  pôle. 

196.  — Proposons-nous  maintenant  de  trouver  l'effet  de  la  pa- 
rallaxe sur  les  hauteurs  apparentes  mesurées  à  partir  du  zénith 
apparent. 

Nous  avons  déjà  vu  que  l'effet  de  la  parallaxe  sur  la  distance 
au  zénith  vrai  est  donnée  par  l'équation 

sin  p' =  sin  H' sin  z'. 

La  vraie  parallaxe  de  hauteur  p  est  égale  kZE  —  Z E  (fig.  43) 
ou  z — z'\  proposons-nous  de  la  calculer  en  fonction  dtp'. 
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Dans  le  triange  E'ZE,  on  a 

cos  EE'=  cos  ZE'  cos  ZE  +8m  ZE  sinZE  cos  E'ZE 

ou 

cos  p*  =  cos  z  cosz" + sin  z  sia  z"  cos  ^ 
ou  encore 

cos  jî'  =  cos  (s  —  s") — 2sin  z  sîn  z"  sin*  { cp. 

1 

Mais  à  cause  de  la  petitesse  de  Tare  9,  on  peut  poser  sin  ^  0  = 


i .._  _       1  sin  H'  sin  i  sin  a 

siiïZ 


^  «:«  -.       1  sin  n  sm  «  sin  a     .  ,,  , 

T  sm  9  = ^î:rzn ?  ®*  comme  z  —  z  =;), on  a  donc 


cos  p  —  cos  p'  =  -  -: — r,  sin'  H'sin*  i  sin*  a. 
^  '^        2  sin  a" 

Or,  comme 

cosp — cosp'  =  2sin  J(p'+p)  sînj(p' — p), 


3  vient 


-    j,  f       V      1  smx;    sin' H  smM  sm* a 


Mais,  p  et  j!>'  différant  extrêmement  peu,  on  peut,  à  des  termes 
près  du  second  ordre  poser  \  (p^  -hp)  =  p'  et  admettre  que 
sin  I  {p'—p)  =  I  sin  (/>'  —  ;>),  il  vient  alors 

.    ,  .        .       1  sin  5  sin*  H'  sin*  *  sin*  a 

SIU  tf/  — p)  =  5  -: ■„  : ; 

'^  2sin5"  sin  p. 

Remplaçant  dans  le  second  membre  sin  p'  par  sin  H'  sin  ^,  sa 
>aleur  d'après  le  nM  93,  on  a 

„.    ,  ,        \       1  sin  z    sin  H'   ....  . 
sm  (p'  —  p)  =  5.-: — r  -: — n  s»n  *  «n*  a 

2 •smz'  sinz" 

ou 

^f     *»  —  *  sin  z  sin  H'  sin  i  ^.  ,  ^ 

p  p  =  -  -: j : ;; Sm^  ù' 

2  sm  z'     sin  z" 

Toutes  choses  égales  d'ailleurs,  on  voit  donc  que  la  valeur  de 
P'-^p  est  maximum  pour  fl= 90*,  auquel  cas  sin'  a=  1.  Or  alors 
pour  H'  =  61',  et  pour  la  valeur  maximum  de  i,  qui  est  de  678" 
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1  i 

avec  Taplatissement  ôâk' on  trouve  que^sin  H'  sin  i  =z  0",018. 
La  valeur  maximum  dep'  —  p  est  donc  alors 

'^  sm  z'  sin  r 

Sauf  dans  le  voisinage  du  zénith,  cette  valeur  sera  donc  tou- 
jours inférieure  à  0",!,  et  on  peut,  à  moins  qu'on  ne  veuille  une 
extrême  précision,  se  dispenser  d'y  avoir  égard,  et  poser 

sin  p  =  sin  p'  =  sin  H'  sin  z'. 

Toutefois,  si  on  veut  avoir  égard  kp'  —  ;>,  il  faut  simplifier  la 
formule,  et  pour  cela  on  remarquera  que  z'  =:Zj  à  une  quantité 
près  très  petite  de  l'ordre  t  ;  on  peut  alors  en  négligeant  les  termes 
de  l'ordre  0",018  sin  t,  faire  z'  =zz  dans  l'expression  Aep'—pj 
et  il  vient 

,  i  sin  H'  sin  t   .  . 

1>  — P==5 — : — -— sm*a 
'^      2    sm  z" 

sin  P  cos  D 

si  on  veut  éliminer  sin  2"  on  remarquera  que  sin  z''=-: — ; r, 

^        ^  sm  (a  —  ?)' 

d'après  le  n^  195,  et  il  viendra 

,      _      tsinH'sintf  .  .      .    ,         . 

P — P=  s-r-= -8m*a8m(a — cp), 

^      ^      âsmPcosD  ^       ^'' 

ou,  enfin,  à  moins  que  la  lune  ne  soit  très-près  du  zénith,  en  né- 
gligeant sin  f  vu  sa  petitesse  et  celle  de  son  coefficient 

,      ^       t  sin  H' sîn  t  .  .  ^ 
^      ^      SsmPcosD  ' 

expression  dans  laquelle  on  peut  prendre  à  volonté  pour  a  soit 
l'azimut  calculé,  soit  l'azimut  apparent. 

197.  —  Nous  venons  de  voir  qu'il  résulte  de  la  petitesse  de  la 
valeur  àep'  —  p  qu'on  peut,  en  général,  regarder  la  parallaxe  de 
hauteur,  comme  ^ale  à  la  parallaxe  horizontale  multipliée  par 
le  sinus  de  la  distance  apparente  au  zénith  vrai. 

Proposons-nous  maintenant  de  calculer  cette  parallaxe  p'  en 
fonction  de  la  distance  apparente  z  au  zénith  apparent/  Pour  cela 
remarquons  que  ZE  =  z"  =  2  — />,  et  Z'E  =  5'  —  p\  Cela 
posé,  dans  le  triangle  PZE  (fig.  43),  on  a 
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cos(s— p)=cosPZcosPE  +  sinPZsmPEcosZPE,    . 
et  dans  le  triangle  P  Z'  E 

cos  (s'— !>')  =  cosP  Z'  cos  PE+  sin  PZ'  sin  PE  cos  ZPE. 

Or  cos  PZ  =  sin  /;  cos  PZ'  =  sin  (/—  i) ;  sin  PZ  =  cos  /; 
sinPZ'  =  cos  (/  —  «). 

On  a  donc,  en  remarquant  que  PE=:90* — D,  et  que  ZPE 
égale  l'angle  horaire  P, 

cos  (z — p)=i  sin  /  sin  D +C0S  /  cos  D  cos  P, 
cos  (a'  —  p')  =  sin  {/— t)  sinD+cos  (/— •)  cos  D  cos  P. 

Multiplions  la  première  équation  par  cos  (/ — t),  la  seconde  par 
cos  /,  et  retranchons  membre  à  membre,  il  vient 

cos  (/ — i)  cos  (z — p)  —  cos  /  cos  {z\ —  p')  = 
(sin / cos (/ —  t)  — sin(/— i)  cos/)sinD 

ou 

cos  (/ — i)  cos  (s  —p)  —  cos/  cos  («'— p')  =  sin  i  sin  D  ; 

de  là  on  tire 

«««  f^f      ^f\  —  cos  (/  —  i)  ^^^ ,         .       sin  1  sin  D 
cos  («'—©)=  — i — ; — '  cos  (a — p) ^— 

ou 

cos  (a'  — i^TrzrCcost+tang/sint)  cos  («— p)  -  ^°  *  ^'°  ^ 

cos  / 

ou  encore 

cos  (^'-p') -  cos  (*-p)  =  Ëii£^j£z:£l=«E£  sin  < 

'  cos  / 

—  2  cos  (s  — p)  sin*  ^  i*. 

En  remarquant  que  p'  =  p^k  quelques  centièmes  de  seconde 
près,  d'après  ce  que  nous  avons  vu  dans  le  numéro  précédent,  et  en 
notant  qu'une  erreur  de  quelques  centièmes  de  seconde  sur  l'arc  z', 
que  nous  voulons  obtenir,  sera  négligeable  sur  la  parallaxe/)',  pa- 
ndlaxe  qui  est  égale  à  sin  H'  sin  z',  nous  pouvons  faire  p'=p  dans 
le  premier  membre  de  l'équation  précédente,  et  il  nous  vient,  en 
remplaçant  la  différence  des  cosinus  par  le  produit  de  deux  sinus 


I 
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2  8in  i  {z^z')  sin  i  (z^t^'-ip)  =  si°^cos('-P)-si"P  sin  .• 

COS  V 

—  2  COS  {z — p)  sin"  ^  t . 

Posons  2  —  2'  =  p,  d'où  z'  =  z  —  p,  l'équation  précédente  de- 
vient 

^in  ^  p  ^  sin  /  COS  (a  —  j?)  —  sin  D  ^.^  ^.  _  cos(g— p)ân4t 
2cos  /sin[  a — p — |.j  sin  (z — p  —  ^  J 

ou,  en  remplaçant  sin*  {  i  par  {  sin  ssin|i, 

.    ,  û      cos(5— p)(sini — cos/sinAi)— sinD  ^.    . 
sm  ^  P  t=  — i — £-Z.i 2-:^- sm  t 


2  COS  /  sin 


'^(^-P-|) 


ou  encore,  en  remarquant  qu'à  des  termes  près  du  troisième  ordre 
en  f ,  on  peut  dans  cette  formule  remplacer  sin  /  par  sin/cos^  t, 

«:«  I  o       cos(a — ^p)sin(/ — i  1)  —  sinD   .    . 
sm  ^  p  = i ^ ^ — i-^ — -T^ —  sm  t. 

2  COS /sin  (5 — p  — s-) 

Si  nous  multiplions  les  deux  membres  de  cette  équation  par 

sin^z — /^~i  j 

: — .  V — ,  et  si  nous  développons  sin  (z — p — |  J ,  il  vient 

en  remarquant  que  sin  |  cos  |  égale  sin  |  à  des  quantités  près  du 

troisième  ordre,  puisque  p  est  de  l'ordre  2, 

-.•«  I  o      cos  (a — p)  sin  (/  —  if) — sinD   ...      .,         x  ..lo 

smi  B  =  — i — ^       .  >    /         V sm  I  +  cot  (2  — p) sm*  \  p. 

"^  2  COS  /sm  {z  — p)  ^       '^'       ^^ 

Tant  que  cot  {z  —  p)  n'est  pas  très-grand,  le  terme  en  sin*  \  p 
peut  être  négligé,  car  il  est  du  second  ordre  en  i.  Cela  a  lieu  tant 
que  l'astre  est  loin  du  zénith,  mais  s'il  en  était  rapproché,  il  fau- 
drait calculer  p  par  l'équation  précédente  du  second  dçgré.  Tou- 
tefois en  général  on  peut  faire 

«•-.  1  û      sin(/  —  |t)cos(« — p)-»sinD  . 
^  "^  2  cos/sm(«— -p) 

ou  en  négligeant  les  termes  du  deuxième  ordre  en  t 


fl_  sin  /  cos  (g — p)  —  sinD  . 
cos /sin  (s  —  p) 
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et  dans  ce  cas  on  fait  p'  z=z  p.  L'expressipn  de  la  parallaxe  de 
hauteur  est  donc 

sin  j}  =  sin  H'  sin  (s  —  p) 

ou,  en  négligeant  les  termes  de  Tordre  P*, 

sinp  =  sin  H'  sin  2  —  sin  H'  cos  «  sin  p 

ou 

.   „,  .  .    „,         sin  /  cos  (2  —  p) — sinD   .^. 

sinp  =  sin  H  sm  z  —  sin  H  cosz /.    ,' — r sm  1 

cos  /sm(2 — p) 

ou  encore,  en  négligeant  les  termes  de  Tordre  sin  *  H'  sin  2, 

(D)      sin  p  =  sin  H'  sin  s  —  ^'"  ^'  ^^  ^  (sin  /  cosz  —  sin  D)  sin  t. 
^  '  '^  cos  /      ^ 

Telle  est  l'expression  de  la  parallaxe  de  hauteur  en  fonction  de 
la  distance  apparente  z  au  zénith  apparent.  Si  on  fait  p=zm  —  n^ 
on  a  pour  déterminer  m  et  n, 

sin  m  =  sin  H'  sin  s 

sin  H'  cot  Z/  .    ,  •   *v\ . 

n  =  ''JL^ — (sm  /  cos  jK  — sm  D)  t  : 

cos  /  cos  m 
on  rendra  cette  dernière  quantité  logarithmique  en  posant 

sin  /  cos  :; 


cosD 
et  il  vient 


=  tang  A 


sin  ff  cot  g  sin  (A  —  D)  . 

cos  /  cos  m       cos  A 

Pour  juger  de  la  grandeur  de  Terreur  que  Ton  commet  lorsqu'on 
détermine  la  parallaxe  p  par  la  formule  sinp  =  sin  H'  sin  z^  nous 
remarquerons  que  i  sin  H'  peut  atteindre  jusqu'à  12"  pour  /  = 
45^,  comme  nous  l'avons  déjà  vu  précédemment;  Terreur  sur  la 
parallaxe  de  hauteur  peut  donc  être  égale  à 

rrr—  (sm  45"*  cos  ;? -*  sm  D)  : 

C0845»    ^  ^ 

die  est  donc  nulle  pour  z^idO"";  mais  le  facteur  multipliant  12" 
peut  devenir  plus  grand  que  Tunîté  quand  Tastre  est  à  une  grande 
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hauteur,  surtout  si  la  déclinaison  est  négative.  Pour  D=0  et 
2  =  48%  cette  erreur  est  déjà  de  12"  sin  48%  c'est-à-dire  de8",5. 

198.  -—  La  valeur  de  l'aplatissement  que  nous  avons  adoptée 
dans  ce  qui  précède,  est  celle  qui  déduite  des  inégalités  lunaires, 
conviendrait  à  l'ensemble  du  globe.  Mais  on  sait  que  cette  valeur 
varie  suivant  les  localités.  Si  on  connaît  la  valeur  de  l'aplatissement  ti  . 
qui  répond  à  une  région  donnée  et  la  valeur  correspondante  R'  du 
rayon  équatorial  qui  aurait  lieu  si  cet  aplatissement  u'  se  prolon- 
geait jusqu'à  l'équateur,  il  faudrait,  dans  le  calcul,  employer  pour 
parallaxe  horizontale  équatoriale  celle  des  tables  multipliée  par 

R' 
le  facteur  -5- ,  R  étant  le  rayon  équatorial  admis  pour  la  formation 

des  tables.  Le  calcul  se  ferait  ensuite  comme  précédemment,  en  cal- 
culant ta  l'aide  des  formules  que  nous  avons  données,  formules  dans 
lesquelles  on  substituerait  u'  à  u;  on  aurait  alors  pour  la  pa- 
rallaxe horizontale  locale  H  ti  —  v!  sin*/-f-^t/'sin'2/ j.  Tous 

les  calculs  se  feraient  ensuite  comme  précédemment.  En  général, 
pour  la  majeure  partie  des  régions  du  globe,  l'aplatissement  local 
est  inconnu.  II  faut  alors  employer  les  formules  précédentes  en 
calculant  t  et  H'  à  Taide  de  l'aplatissement  moyen.  U  est  bon  tou- 
tefois de  remarquer  que,  dans  un  observatoire,  des  observations 
précises  continuées  pendant  longtemps  sur  la  lune,  observations 
permettant  de  mesurer  la  valeur  du  déplacement  azimutal  de  cet 
astre  par  la  parallaxe ,  feraient  connaître  conune  conséquence  la 
valeur  de  l'angle  t  pour  cet  observatoire,  et  par  suite  celle  de 
l'aplatissement  répondant  à  la  région  de  cet  étid)lissement. 

199.  —  Dans  ce  qui  précède,  nous  avons  calculé  la  parallaxe  de 
hauteur  en  supposant  connue  la  distance  zénithale  apparente.  C'est 
le  cas  où  on  a  le  plus  besoin  du  calcul  de  la  parallaxe  de  hauteur, 
afin  de  réduire  en  distance  zénithale  vraie  la  distance  apparente 
observée.  Toutefois,  il  arrive  quelquefois  qu'on  a  besoin  de  calculer 
la  distance  apparente  au  zénith  répondant  à  une  distance  vraie 
donnée.  Nous  allons  indiquer  le  moyen  de  résoudre  ce  problème. 

Soit  connue  la  distance  vraie  z"  au  zénith  apparent,  on  calcule 
d'abord,  à  l'aide  de  la  latitude,  la  distance  i  du  zénith  apparent 
au  zénith  vrai.  U  faut  ensuite  calculer  la  distance  vraie  £"  nu 
zénith  vrai.  Pour  cela ,  remarquons  que  nous  avons  les  deux 
équations. 
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C0S2"  =  sin  /  sin  D  +  cos{  cos  D  cosP 
cos  z'"  =  sin  (/  —  f)  sin  D  +  cos  (/  —  t)  cos  D  cos  P. 


z!'j  D  et  /  étant  connus,  on  peut  calculer  P  par  la  première  équa- 
tion en  la  transformant  suivant  l'usage  pour  la  rendre  logarithmi- 
que, et' alors  on  peut  calculer  z"^  par  la  seconde  équation.  Mais 
on  peut  aussi  éliminer  P  entre  les  deux  équations ,  en  multipliant 
la  première  par  cos  (/ — i),  la  seconde  par  cos/  et  en  les  retran- 
chant ensuite  l'une  de  l'autre^  il  vient  alors 

cos  {l  —  i)  cos  s"  —  cos  /  cos  «'"  =  sin  D  sin  t 

d'où 

cos  z!-  =  £?!i^  cos  ."  -  ?!E£4L\ 
cos  /  cos / 

Cette  équation  peut  se  transformer  comme  l'équation  analogue 
du  n*  197,  donnant  la  valeur  de  cos  {z'  —p')*  Si  donc  nous  faisons 
z"'—s^:=  p,  il  viendra  comme  dans  le  numéro  que  je  viens  de  citer 

.    ,  ^     cos-8"sin(/— it)— sinD  ...      .^t  .  ,10 
sini  6= ^ — .  *  \, smi+cota"sm*iB. 

P  étant  de  l'ordre  «,  nous  pouvons  tant  que  cot  z"  n'est  pas 
très-grand,  c'est-à-dire  tant  que  l'astre  n'est  pas  tout  près  du 
zénith,  négliger  le  terme  en  sin  '  |  p  qui  est  du  deuxième  ordre 
(près  du  zénith,  sin  i  P  sera  donné  en  résolvant  l'équation  du 
second  degré).  En  général ,  on  a  donc,  en  négligeant  les  termes 
du  second  ordre  en  2, 

û      cos^'^sin/ — sinD  . 

p=. --: ;; f. 


En  faisant  alors 

sin/ cos  g"^ 
nos  D 

il  vient 


sstangA 


sin(A^-D)     . 
cos  A  cos  /  sin  z" 


il 


',  qui  est  égal  hz!' — p,  étant  alors  connu,  on  remarquera  que 
z^iz^-^-p^  et  l'équation  sin  ;>'  =  sin  H'  sin  z'  devient 

sinp'  =  sinH'8În(«"'+p') 
ou 

sinp'  =  sin  H'  (sin  z"'  cosp'  +  cos  %"'  sin  p') 
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d'où,  en  divisant  par  cos/>', 

sinH'sina"' 


(E)  tangp'  = 


i  —  sinH'cosjs 


77 


équation  qui  fera  connaître  ;>'  et  qu'on  résout  facilement  en  posant 

.    „,        «^       •  1       .  1      .        ^      sinH'sinjs" 

sin  H  cos  z  =sin*  Y ,  et  on  a  alors  tang  p  = 3 • 

'^'  °  '^  cos  X 

200.  —  Dans  les  ouvrages  d'astronomie,  on  développe  la  for- 
mule (E),  qui  peut  se  mettre  sous  la  forme 

tang  p'  =  sin  H'  sin  z'"  (1  —  sin  H'  cos  «'")  ~  * 

ou,  en  développant 

tang  p'  =  sin  H'  sin  «"'  +  sin*  H'  sin  z'"  cos  z' 

et  en  remplaçant  la  tangente  par  Tare,  c'est-à-dire  en  faisant 
tang /?'=;)'  sin  1"  et  sin  H'  =  H'  sin  1",  il  vient 

(F)         p'  =  H'  sin  s'"  4-  4  H'*  sin  2  «'"  sin  1". 


jft 


Cette  formule  n'est  pas  rigoureuse,  et  donne  une  petite  erreur. 
Elle  sufBt  dans  les  approximations.  Dans  les  calculs  rigoureux ,  il 
faut  employer  la  formule  (E) ,  dont  le  calcul  est  plus  court  que  celui 
que  Ton  aurait  à  faire  en  poussant  le  développement  jusqu'au  troi- 
sième terme,  et  en  tenant  compte  en  même  temps  de  l'erreur  com- 
mise en  remplaçant  les  tangentes  et  les  sinus  par  les  arcs.  Tou- 
tefois la  formule  développée  (F)  peut  être  employée  pour  tous  les 
astres  autres  que  la  lune,  et  même  dans  ce  dernier  cas  on  peut  se 
limiter  à  son  premier  terme  et  faire  2"=;;",  ce  qui  dispense  du 
calcul  de  p. 

Une  fois  l'arc  p'  obtenu  par  la  formule  (E),  on  peut  en  général 
regarder  p^  comme  égal  à  ;>,  et  alors  z'^  +p'  peut  être  considéré 
comme  égal  à  la  distance  zénithale  apparente  z.  Si  on  veut  une 
précision  extrême ,  il  faudra  calculer  p'  — p  par  la  formule  que 
nous  avons  donnée  précédemment  (n*  196), 

r  t  sin  H' sin  t  .  , 

P  — P  =  a — : — TT-sm'a. 
2     sin  a 

Mais  si  on  ne  connaît  pas  l'azimut  apparent  a,  on  pourra  se 
dispenser  de  le  calculer  en  remarquant  qu'on  a,  comme  nous  Ta- 
vons  vu  précédemment  (n*  195), 


ET  POSITIONS  GÉOGRAPHIQUES.  319 

sin(a— <p)= — : — rr-^y 

mais  Tare  f  peut,  à  moins  que  la  lune  ne  soit  tout  près  du  zénith, 
être  négligé  à  cause  de  sa  petitesse  dans  l'expression  dep' — py  par 

/       *  A  •  .        sin*Pcos*D     ^  , 

conséquent  on  peut  y  poser  sin'a= — r-j-77 — >  et  alors 

,  t  sîn  H'  sin  «   .  ,  t*     «.  t^ 

^~P  =  2     sin^^-    sm'Pcos'D. 

L'angle  P  pouvant  être  connu  du  moment  où  on  connaît  z!',  et 
cet  angle  ayant  généralement  été  d'ailleurs  calculé  pour  pouvoir 
effectuer  le  calcul  de  z",  ou  donné  pour  obtenir  la  valeur  de  z!' 
qu'on  veut  transformer  en  distance  apparente,  on  voit  que/?' — p 
est  déterminé.  En  posant  p'  — p=zWy  on  en  tire  p=^p'  —  m;,  et 
alors  la  distance  zénithale  apparente  est  z"  4-  f>' — tv. 

La  déviation   azimutale   correspondante  sera  alors  (n""  194) 

sîn  H' sin  1  sin  a        .  sin  H' sin  s    .    ^         ^^ 

sinç= ; — -77 ousin9  =  — .  *  „      sm  P  cos  D,    en 

I       ,    .  sinPcosD 

remplaçant  sin  a  par 


sin  z" 


201 .  —  Les  déviations  azimutales  par  la  parallaxe  sont  négli- 
geables pour  tous  les  astres  autres  que  la  lune.  On  peut  aussi,  pour 
le  soleil  et  les  planètes,  négliger  dans  les  calculs  de  la  parallaxe 
de  hauteur  la  différence  des  distances  au  zénith  vrai  et  au  zénith 
apparent,  et  môme  on  peut  substituer  les  arcs  à  leurs  sinus.  On 
a  alors,  pour  l'expression  de  la  parallaxe  de  hauteur  en  fonction 
de  la  distance  apparente  z^ 

p  =  H'  sin  z. 

Cette  considération  simplifie  beaucoup  les  calculs  de  parallaxes 
du  soleil  et  des  planètes.  Les  calculs  de  parallaxes  ne  sont  donc 
compliqués  que  pour  la  lune. 

202.  —  Ce  dernier  astre  présente  aussi  une  variation  dans  son 
diamètre  apparent,  suivant  la  hauteur  à  laquelle  on  l'observe. 
Soient  0  (fig.  44)  le  centre  de  la  terre,  Z  le  zénith  vrai  du  point 
M,  L  le  centre  de  la  lune.  Du  centre  de  la  terre,  le  demi-diamètre 
lunaire  sous-tend  l'angle  LOK;  du  point  M,  il  âous-tend  l'angle 

LN 

LMN.  Or,  dans  le  triangle  LMN,  on  a  sin  LMN  =  TTr ,  et  dans 
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le  triangle  L0K,8inL0K=:^;  mais  comme  LK=LN,  en 

divisant  ces  deux  équations  membre 

h  r«««.i^«^   -1    •    *  sin  LMN       OL 
a  membre ,  il  vient    .    -^-^  =  57=- 

sm  LOK  ML 
Mais  dans  le  triangle  MOL ,  on  a 
OL  _  sinZML  ,  sinLMN  _ 
ML  ~  sin  ZOL  '  ^^^^  sin  LOK  "" 
sinZML 
sin  ZOL' 

.  ''**•  •••  Remarquons  maintenant  que  ZOL 

est  la  distance  vraie  z*"  au  zénith  vrai,  ZML  la  distance  apparente  z 
au  même  zénith  ;  sin  LOK  est  le  demi-diamètre  lunaire  vu  du 
centre  de  la  terre,  c'est  celui  qui  est  inscrit  dans  les  éphémérides  et 
que  nous  appellerons  ^;  enfin  sin  LMN  est  le  demi-diamètre 
vu  du  point  M  pour  la  distance  apparente  z!  au  zénith  vrai,  nous 
appellerons  8*  ce  diamètre.  H  vient  donc 

.   «,       .   «  sin  z' 
sin$  =sind-: 


sinz'"* 


Mais  js"' = ^  — y,  donc 

sin  z' 


sio$'=sind-7 


sin  {z'  — p") 


Gomme  le  demi-diamètre  lunaire  n'atteint  jamais  17' et  comme 
le  sinus  et  l'arc  de  17'  ont  la  même  valeur  jusqu'à  la  septième 
décimale^  on  peut  sans  aucune  erreur  sensible  remplacer  id  les 
sinus  des  arcs  è  et  8'  par  ces  arcs  eux-mêmes,  et  il  vient 

sin  {z'  — p")        cos  p  —  siu  p'  cot  x' 

Remplaçant  dans  cette  équation  cos;>'  par  sa  valeur  très-appro- 

} 

chée  1  — ^sin*;>',  et  sinp'  par  sa  valeur  sin  H' sin  z',  il  vient 

S' = fi 

1  —  i  sin*  H'  sin*  z'  —  sin  H'  cos  s'  ' 

d'où 

j, ^  _  ^      j  sin*  H'  sin*  z'  +  sin  H'  cos  x' 

1  —i  sin*  H' sin* «'—sin  H' cos  a'' 
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OU  en  négligeant  les  termes  en  osin'H',  qui  sont  du  quatrième 
ordre  par  rapport  à  la  parallaxe 

8'  — 8  =  srsinH'cos«'+^sin>H'(4+cos*5')l. 

203. — L'accroissement  S  — 8  du  diamètre  de  la  lune  se  trouve  ici 
exprimé  en  fonction  de  la  distance  z!  au  zénith  vrai  ;  si  on  le  veut 
en  fonction  de  la  distance  z  au  zénith  apparent,  il  faut  remarquer 

en  négligeant  les  termes  de  l'ordre  t*  dans  la  valeur  de  p,  termes 
qui,  dans  l'expression  de  8'  —  8,  donneraient  des  termes  du  qua- 
trième ordre  en  i,  8  et  H'. 
On  a  alors 

8'~8  =  8  fsin H' cos{«—p)+i8in* H' (l+C08«(a-p)l. 

P  étant  de  l'ordre  i,  on  peut  remplacer  dans  le  second  terme  du 
econd  membre  cos*  {z  —  p)  par  cos*  z,  à  des  termes  près  du  qua- 
rième  ordre,  et  on  a  alors 

^'^t=B  |s!nH'cos(s— p)  +  isin*H'(l  +  cos*a)|. 

En  développant  et  remarquant  qu'on  peut  faire  cos  p = i  à  des 
termes  près  du  quatrième  ordre,  il  vient 


0 


—  8 = 8  jsin  H' cos  z -h  sin  H' sin  X  sin  p  4- i  sin' H' (1+ cos* -s)  j - 

Or,  dans  l'expression  de  sin  p,  on  peut  négliger  p'  à  des  termes 
près  du  quatrième  ordre  dans  la  valeur  de  5'  —  8,  et  on  a  alors 

.   û       sin/cosz  —  sinD    .     . 
smp= r-r sm  I. 


En  substituant,  il  vient 


r-S=8rsinH' 


t'—8s=sB    sinH'cosz+sinH'sini 


.   „r  •    •  sin/coss  —  sinO 


i  sin' H' (1  +  cos' z)1 


cos/ 


21 
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Le  plus  souvent,  on  peut  négliger  les  termes  en  sin  H'  sin  t  et 
sin'H',  gui  réunis  ne  forment  qu'une  fraction  de  seconde,  et  on 
a  alors 

S'  — 8  =  5sinH'cos5. 

Les  formules  précédentes  font  connaître  très-simplement  l'ac- 
croissement du  demi-diamètre  de  la  lune  en  fonction  de  la  distance 
apparente  du  centre  de  Tastre  au  zénith  astronomique.  Si  on  n'a 
observé  qu'un  des  bords  de  l'astre,  auquel  cas  on  n'a  que  la  distance 
apparente  de  ce  bord  au  zénith  astronomique,  on  effectue  d'abord 
la  correction  de  réfraction,  puis  on  ajoute  ou  on  retranche,  suivant 
qu'on  a  observé  le  bord  supérieur  ou  le  bord  inférieur,  la  valeur 
que  possède  à  l'horizon  le  demi-diamètre  de  l'astre.  On  a  alors  z 
d'une  manière  très-approchée,  et  on  calcule  ^  —  S  par  la  formule. 
On  corrige  ensuite  la  distance  z  apparente  à  l'aide  du  diamètre 
corrigé^  mais  il  est  inutile  de  recommencer  le  calcul  delà  correc- 
tion de  ce  diamètre,  parce  que  la  différence  avec  la  correction  pré- 
cédente serait  de  l'ordre  de  £*  sin  ^  H'  ou  du  quatrième  ordre. 

204. — L'altitude  d'un  lieu  au-dessus  du  niveau  de  la  mer  aug- 
mente la  parallaxe,  parce  qu'elle  augmente  la  distance  de  ce  lieu 
au  centre  de  la  terre.  Cette  altitude  modifie  aussi  légèrement  l'an- 
gle i  entre  le  zénith  vrai  et  le  zénith  apparent.  Soit^  en  effet,  0 
(fig.  45)  le  centre  de  la  terre,  OP  son  axe  de  rotation.  Considérons 
un  point  M  au  niveau  de  la  mer.  En  ce  point ,  la  verticale  appa- 
rente est  ZM,  la  verticale  vraie  estZ"  MO  et  on  a  ZZ"=  i.  Considé- 
rons maintenant  un  point  m  pris  sur  la  verticale  apparente  de  M  ; 

les  points  m  et  M  auront  la  même  latitude  as- 
tronomique et  le  môme  zénith  apparent  Z  ; 
mais  le  zénith  vrai  de  m  sera  en  Z*  sur  la  11- 
gne  0  m  prolongée  :  alors  l'angle  Z  m  Z'  dif* 
férera  de  ZMZ"  ou  i  de  l'angle  Z'OZ",  on  a 

donc 

ZmZ'  =  i— Z'OZ", 

et  en  appelant  t'  l'angle  ZmZ'   pour  le 
""**''^  lieu  d'altitude  A,  c'est-à-dire  pour  lequel 

mM=/<,  ona«'=i — Z'OZ".  Mais,  dans  le  triangle  MwiO, 
on  a 

5inZ'0Z"=ïîr.sini'. 

MU 
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Or,  en  appelant  r  le  rayon  MO  et  remarquant  que,  vu  la  peti- 
tesse des  arcs  i'  et  Z'OZ'\  on  peut  remplacer  les  sinus  par  leurs 
arcs,  il  vient 

Z'OZ"=  *  i'. 

r 

Substituant  dans  Téquation  précédente,  on  a 

i'=i--i',   d'eu  t'=— j—t. 

Ainsi,  pour  avoir  l'angle  i  entre  le  zénith  vrai  et  le  zénith  ap- 
parent d'un  lieu  d'altitude  A,  on  calculera  par  les  formules  ordi- 
naux Tangle  i  pour  le  niveau  de  la  mer,  et  on  le  multipliera 

par— -7,  r  étant  le  rayon  terrestre  à  la  latitude  du  lieu,  rayon 

^ooné  par  la  formule  habituelle  ;  mais  à  cause  de  la  petitesse  des 
altitudes  h  auxquelles  on  peut  observer  par  rapport  à  ce  rayon, 

on  peut  prendre  pour  r  le  rayon  moyen  de  la  terre. 

sin  i 
Dans  le  triangle  m  MO.  on  a  encore  mO=MO  -. — irjou  très- 

°  '  sin  e  ' 

approximativement mO=:r-7  =  r  +  A.  Or  la  parallaxe  horizon- 

t 

taie  pour  le  lieu  d'altitude  h  est  à  celle  qui  existe  au  niveau  de  la 

mer  dans  le  rapport  des  distances  de  ces  deux  lieux  au  centre  de 

la  terre.  La  parallaxe  horizontale  H',  calculée  pour  le  niveau  de 

r  +  A 
la  mer  et  la  latitude  / ,  devra  donc  être  multipliée  par 

pour  être  rapportée  à  l'altitude  h. 

208.  —  Nous  avons  supposé  dans  lé  calcul  précédent  que  le  point 
m  âtué  sur  la  verticale  astronomique  de  M  avait  la  même  lati- 
tude apparente  que  ce  dernier  point  ;  cela  n'a  pas  rigoureusement 
lieu  à  cause  de  la  courbure  de  la  verticale.  Cette  courbure  provient 
de  ce  qu'à  mesure  qu'on  s'élève  au-dessus  du  niveau  de  la  mer, 
la  pesanteur  diminue  tandis  que  la  force 
centrifuge  augmente.  Soit,  en  effet,  0 
(fig.  46)  le  centre  de  la  terre ,  OP  Taxe 
polaire,  et,  pour  plus  de  simplicité,  suppo- 
sons la  terre  sphérique  et  de  rayon  r.  La 
pesanteur  est  alors  dirigée  suivant  le  rayon 
MO;  soit  g  l'intensité  de  la  pesanteur  à  la  .  ^'^'  ^' 

surface  de  la  terre  ;  à  la  hauteur  h  au  dessus  du  point  M,  c'est-à- 
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dire  en  m,  la  pesanteur  sera  alors  7— ^tttî-  En  M  au  niveau  de  la 

mer,  la  vitesse  de  rotation  d'un  point  de  la  surface  terrestre  est 
égale  à  la  vitesse  t;  de  Téquateur  multipliée  par  cos/;  à  lahau- 

r  +  A 

teur  h  elle  est  égale  à  v cos/ .  Conséquemment,  au  point  M 

„       ,  ,  ,   -  ,  .p  t^'cosV       v'cos*/ 

à  la  surface  de  la  mer,  la  force  centrifuge  sera     ,,,.     ou  7- 

'  °  MK  rcos/ 

V*  cos  /  ^ — H- 

ou  enfin  —  cos  /:  à  la  hauteur /i  elle  sera  — 7 — .  ,x  — 7—  cru  —  cos  / 
r         '  (r  +  //)cos/  r 

:  mais  —  n'est  autre  que  la  force  centrifuge  à  Téquateur,  la- 


V*        .  .  ,  ,  .    ,.  r*  v' 


r  r 


quelle  est  ^^  de  la  gravité^.  La  force  centrifuge  au  niveau  de  la  mer 

sera  donc  ^—t?  cos  /,  et  à  la  hauteur  /i,  elle  sera  ^^  cos  / 

Cela  ppsé,  le  fil  à  plomb,  sollicite  par  la  gravité  et  la  force  cen- 
trifuge, se  place  suivant  la  résultante  des  deux  forces,  et  sa  direc- 
tion prolongée  marque  le  zénith  apparent.  Or  la  force  centrifuge 
se  décompose  en  deux  autres  forces,  Tune  suivant  la  direction  de 
la  gravité,  mais  de  sens  contraire,  et  l'autre  perpendiculaire  à 
cette  direction.  En  appelant  /  la  force  centrifuge,  la  première 
compo5antc  est  /cos/,  la  seconde  /  sin  /.  Ainsi,  par  la  force  cen- 
trifuge, la  gravité  sera  diminufe  dans  sa  vraie  direction  de  /cos/; 

elle  deviendra  donc  ff(l  —  ^rr^  cosV  j  au  niveau  de  la  mer;  et 

(/  , 775  —  zéïi  cosV ,  c  est-û-dire  g ( 7-,  — 

5^cos'/J  à  la  hauteur  h.  En  posant  —  =r  m,   cette  dernière 

expression  devient  y  (l 4- m)  Q^^^.,  —  ^  cos'/J- 

On  a  maintenant  pour  les  composantes  perpeudiculaires  à  la 
dircclion  de  la  gravitent  cos/  sin/  au  niveau  de  la  mer,  et 

fi    f  -4-//  o 

rftû cos /sin  /,  ou  -^  (l-l-w/)cos/sin/  îi  la  hauteur  A. 
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Or  la  tangente  de  la  déviation  de  la  verticale  par  Teffet  de  la 
force  centrifuge  a  pour  expression  cette  dernière  composante  divi- 
sée par  la  gravité.  En  appelant  donc  a  au  niveau  de  la  mer  la  dé- 
viation en  question ,  a'  cette  même  déviation,  à  la  hauteur  A,  on  a 

.  4       sin/cos/  sin/cos/ 

tang  a  = 


28U.        1    _,#      289  — cos»/ 

1 cos*  / 

289 

j^  r__J sin / cos /  /i  1^x3  sin/cos/ 

^^""289        i  4     ^.y""^       ^  289  — (4 -+-»»)' cos'/' 

(4  4-w)'""289^  ^ 

On  peut  remplacer  les  tangentes  par  les  arcs,  et  en  retran- 
chant ensuite  les  deux  équations  membre  à  membre,  il  vient 

'  —   ,^sin  /cos/  r  (i  +  my I         1 

sin  4"     L289  —  (4 -+- »w/ cos' /       289  — cos vj' 

L'angle  a' —  a  donné  par  cette  expression  est  Tangle  que  la  force 
centrifuge  détermine  entre  les  verticales  de  deux  points  dont  Tu n 
serait  au  niveau  de  la  mer  et  l'autre  dans  le  prolongement  de  la 

verticale  apparente  du  premier. 

4 
Si  on  fait  /=  45"  et  h=  4  kilomètres,  auquel  cas  m =^7:7:11,  et 

fi^74 
l+m=^s^,  on  trouve  que  a'— a =0", 675 4. 

On  peut  simplifier  l'expression  de  a' —  a,  en  ne  gardant  que  les 
termes  du  premier  ordre  en  m.  A  lors  (4  +  nif  se  réduit  à  4  -h  3  w , 
et  la  quantité  entre  crochets  devient 

'  (4+ 3  m)  (289 — cos*  /)  —  (289  —  cos'  /  —  3  m  cos'  /) 
;.  (289  — cos'/)  (289— cos' /— 3  wi  cos'/)  ' 

.o„  •       /j  ux  3m  X  289  . 

ce  qu»  se  réduit  à  (289-cos'/)(289-cosy-3mcosV)  ^">  '"^  ^^ 

„r«   '4            1     *                  ,  ^     3m  x289  , 

gligeant  encore  les  termes  enm%  à  j^^ j-rr,,  on  a  alors 

,  3 sin /cos/        289  m 

a  —  a  = 


■     sin  4"      (289— cosV)'* 
Pour  A=: 4000  millimètres  et  /=45',  cette  formule  donne  a' — a 
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=  0",6749,  tandis  que  la  première  formule  donnait  0",6751  ;  la 
différence  n'est  que  de  deux  dix-millièmes  de  seconde  pour  les 
plus  grandes  hauteurs  auxquelles  on  observe  vers  la  latitude 
pour  laquelle  la  valeur  de  a'  —  a  est  maximum. 

L'expression  de  a' — a  peut  encore  être  simpliflée,  car  en  déve- 
loppant le  dénominateur  et  en  divisant  le  numérateur  et  le  dénomi- 

l 

nateur  par  289,  et  négligeant  dans  ce  dernier  ^^  cosV,  qui  n'in- 
troduirait que  des  termes  du  deuxième  ordre  à  cause  de  la  petitesse 
de  son  coefficient  ^^ ,  il  vient 

f       3  sin  /  cos  /  m 

*  ~*~      sinl"       289— 2  cos* /• 

Remarquons  que  c'est  vers  le  4S«  degré  que  la  valeur  de  a'  —  a 
est  maximum  ;  cette  valeur  est  nulle  à  l'équateur  et  au  pôle  ;  on 
peut  donc,  sans  erreur  sensible,  donner  à  cos*/  la  valeur  qui 
convient  au  45*  degré.  Il  n'en  résultera  aucune  erreur  pour  le 
45*  degré,  et  pour  les  autres  latitudes  l'erreur  sera  excessivement 
petite.  Or,  au  45'  degré  cos*/=:^;  donc  nous  pouvons  sans 
erreur  sensible  admettre  pour  od  —  a  l'expression 

, 3 sin/ cos t  m 

*      *~     sinl'     288 
ou 

'_   ^38in8/  m  _3sin2/  i   h 
"~ 2 sin  4" 288      2 sin  1" 288 r* 

Telle  est  l'expression  de  l'augmentation  de  la  latitude  astrono- 
mique avec  l'altitude,  par  suite  de  la  diminution  de  la  pesanteur 
et  de  l'accroissement  de  la  force  centrifuge  avec  l'élévation  au- 
dessus  du  niveau  des  mers. 

206.  —  Mais,  pour  l'obtention  de  cette  formule,  nous  avons 
supposé  que  la  gravité  diminue  on  raison  inverse  du  carré  de 
la  distance  au  centre  du  sphéroïde  ;  ceci  a  lieu,  en  effet,  si  on 
ne  considère  que  l'attraction  de  la  partie  du  sphéroïde  com- 
prise jusqu'au  niveau  des  mers  ;  mais  en  s'élevant  sur  une  monta- 
gne, il  faut  joindre  à  cette  attraction  celle  des  couches  atmosphé- 
riques, qui,  de  supérieures  à  la  station,  deviennent  inférieures,  et 
de  plus  l'attraction  de  la  montagne  elle-même.  D'après  le  docteur 
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Young,  cette  action  diminue  de  0,28  à  0,50  de  sa  valeur  le  décrois- 
sement  de  la  pesanteur  déterminé  par  Taugmentation  de  l'altitude. 
D'après  Baily,  la  diminution  serait  du  tiers.  Enadmettantle  facteur 
0,30,  valeur  qui  paraît  convenir  aux  massifs  montagneux ,  la  gravité, 
au  lieu  de  décroître  en  raison  inversedu  carré  de  la  distance  au  centre 
du  sphéroïde,  ne  décroîtrait  qu'en  raison  inverse  de  cette  distance. 

En  effet  en  posant  toujours  -  =  m,  et  en  appelant  g  la  gravité  à 

l'altitude  A  et  ^  la  gravité  au  niveau  de  la  mer,  on  aurait  dans 

Thypothèse  du  carré  des  distances  ^  =  f J   =  (  1  4-  m  )  " 

ou,  en  négligeant  les  termes  du  second  ordre  en  m,  ^=l-4-2m: 

d'où  y'— y  =2  m  y.  En  diminuant  de  moitié  la  valeur  de  g'  —  y, 

il  vient  alors  y'  —  g  =my,ou  ^z=l  -fm= • 

En  reprenant  le  calcul  de  a' — a  d'après  les  raisonnements  efTec- 
tués  dans  le  numéro  précédent  et  d'après  l'hypothèse  que  la  gra- 
vité diminue  simplement  en  raison  inverse  de  la  distance  au 
centre  du  sphéroïde  terrestre,  on  trouverait 

,_    _^  gsin/cosf         289m 
*      *~"     sinr      (289  —  cos*  /)* 

expression  qui  se  réduirait  alors,  comme  précédemment,  à 


, _sin2/   m   __  sin2/    1    h 

"      *"*  sin  1"  288  ""  snTP  ^  r" 

Cette  valeur  de  a'  —  a  doit  être  regardée  comme  plus  appro- 
chée encore  que  la  première. 

207.  —  A  l'altitude  A,  l'angle  i"  entre  le  zénith  vrai  et  le  zénith 
apparent  est  par  rapport  à  l'angle  i  qui  aurait  lieu  au  niveau  de  la 
mer  diminué,  comme  nous  l'avons  vu  dans  le  n*  204,  dans  le  rap- 
port de  rà  r+  A,  et  ensuite  augmenté  de  a' — a.  Nous  allons  voir 
maintenant  que  ces  deux  effets  se  compensent  sensiblement. 

PourFangle  i  à  la  surface  de  la  mer,  nous  avons  en  effet 

t»Ksin2/+iK'sin4/, 
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expression  dans  laquelle  K=  0370 iOuK=.  en  né- 
gligeant les  termes  du  second  ordre,  u  étant  l'aplatissement. 

l  i 

En  admettant  pour  u  la  valeur  ^^ ,  il  vient  alors  K  =  t??* 

On  a  donc 


._   1   sing/       i  /  1  Ysin4/ 
*      304sinl"  "*■  2^3047  sin  1" 


En  appelant  t' l'angle  i  réduit  dans  le  rapport  de  rà  r  +  A,ou 
àei  h  l+rrij  nous  avons  d'ailleurs 

t- ==  i' +  0^  -  «===  y-J— +;a'-a. 

En  négligeant  les  termes  de  l'ordre  tm%  il  vient 

i'=i{l — m)  +  a'  —a 


d'où 


Vf  •  f  • 

i — t=a — a  —  mt. 


En  mettant  dans  le  second  membre  pour  i  sa  valeur  précédente 
et  en  négligeant  les  termes  en  roÂr)  ^j  ^^  ^ 


3048inl"' 


mettant  pour  a' — a  sa  valeur  donnée  dans  le  numéro  précédent, 

i"  —  i^m(l i  \sin2/_A  /       16       ^8in2/ 

^288      304ysin  i''  ""  r  \wM8  X304y  sin  !'' 

Pour  /=  45*,  cas  où  i'  —  i  est  maximum  et  pour  h =4000"; 
on  trouve  alors  que  t" —  t  =  0",02,  quantité  tout  à  fait  négligea- 
ble, comparativement  aux  anomalies  locales,  et  dont  par  consé- 
quent il  est  complètement  inutile  de  tenir  compte. 

De  là  résulte  ce  théorème.  A  la  surface  de  la  terre,  t angle  en- 
tre le  zénith  vrai  et  le  zénit\  apparent  petit  être  regardé  comme 
constant,  quelle  que  soit  f  attitude,  du  moins  jusqtCaux  limites 
où  peuvent  être  faites  des  observations. 

Les  calculs  de  la  parallaxe  ne  sont  donc  modifiés  par  l'altitude 
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qu'en  ce  que  la  parallaxe  horizontale  à  faire  entrer  dans  le  calcul 
est  augmentée  dans  le  rapport  dé .  Quand  la  parallaxe  hori- 
zontale de  la  lune  possède  sa  valeur  moyenne  qui  est  de  57',  son 
augmentation  par  kilomètre  est  donc  de  jj^^de  S'^S  ©t  par  con- 
séquent de  0",54,  ce  qui  donne  0",054  par  100". 

On  n'a  besoin  de  réduire  les  latitudes  astronomiques  etgéocen- 
triques  au  niveau  de  la  mer  que  dans  certaines  opérations  géodési- 
ques.  Cette  réduction  se  fera  d'après  ce  qui  précède,  en  retran- 
chant des  unes  et  des  autres  la  valeur  de  a'-*-a,  c'est-à-dire  le 

nombre  de  secondes  donné  par  l'expression  tt^tî — r-rn» 

'^  '^  288rsinl 

Dans  le  calcul  de  a'  — a,  nous  avons  supposé  la  gravité  dirigée 
vers  le  centre  du  sphéroïde,  quoiqu'elle  en  soit  un  p,eu  déviée. 
Mais  cela  ne  change  pas  la  valeur  de  oi — a,  du  moins  lorsqu'on  la 
considère  comme  représentant  l'effet  de  la  diminution  de  la  gra- 
vité et  de  l'accroissement  de  la  force  centrifuge.  Il  n'y  aurait  que 
la  différence  de  la  direction  de  la  résultante  des  forces  attractives 
elles-mêmes,  différence  entre  cette  direction  à  la  surface  de  la  mer 
et  à  l'altitude  A,  qui  viendrait  s'ajouter  à  la  valeur  de  ai — a  pour 
représenter  l'effet  total;  mais  cette  différence  déjà  petite  par  rap- 
port à  a' — a  qui  est  lui-même  presque  négligeable,  peut  être  com- 
plètement négligée,  vu  surtout  les  anomalies  qui  l'emportent  de 
beaucoup  sur  la  variation  régulière. 

208.  —  Nous  avons  donné  (n"  194)  l'expression  de  la  déviation 
azimutale  par  la  parallaxe  en  fonction  de  l'azimut  a  par  la  formule 

,r,\  .  sin  H'  sin  i  sin  a  . 

(G)  Sm(p=  : ;; ; 

on  peut  dans  cette  formule  éliminer  l'azimut  apparent  a,  sans  in- 
troduire l'angle  horaire  P.  En  effet,  dans  le  triangle  formé  par  le 
pôle,  le  zénith  astronomique  et  la  position  vraie  de  l'astre,  on  a,  en 
remarquant  que  l'azimut  vrai  égale  a — <p, 

sinD  =  sin / cos  z"  4-  cos  /  sin  z"  cos  (  180® — (a —  sp)  j, 

car  (6g.  43,  page  307)  cos  PE=sinD,  PZ=90*— /etZE  =  5V 
ou  la  distance  zénithale  vraie. 
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Nous  avons  appelé  a  l'azimut  apparent  E'ZZ',  et  ç  est  l'angle 
E'ZE  de  sorte  que  EZZ'=a— 9  et  PZE=180*—  fa— <p). 
La  formule  précédente  se  transforme  en  les  deux  suivantes 

sin  D = sin  (/ + a")  —  4  cos  /  sin  s"  ces"  (^^^^) 


d'où 


sinD=8in{/— s")+îcos/sinx"sin*  (^^^) 

2  cos*  C^=^\  =  2""n^+g"-D)c<»i(^  +  «"-»-D) 
V,   2    /  cosisinz" 

.  ■     2sin i  (D—(l—zr))  coi^fo-^-a—z")) 

in-  ^=1)  = ^^ i^_i 1 

\    2    J  cos/smz'' 


2  sin 


ou  en  posant  pour  abréger  l  +  zf'=s  et  / — z"z=sfj  multipliant 
les  deux  équations  membre  à  membre  et  prenant  la  racine  carrée, 
il  vient 

^l^f^       X      2l^sini(5-D)co8H^H-D)sin^(D-Ocosi(D  4-0 
^       ^'  cos  /  sin  z" 

Remarquant  que  dans  la  formule  (G)  on  peut,  sans  erreur  sen- 
sible, sauf  dans  le  voisinage  immédiat  du  zénith,  remplacer  a  par 
{a  —  9)  et  J5"  par  z,  on  a 

gjj^  _ 2 sinff sin  1  j/^sin j  (5— D)cos ^ (5+D)  sin  ^  (D s')  cos { (U4- Q 
^  cos  /  sin*  z 

Cette  expression,  dans  laqueUe  alors  s=^l+z  eis'=:zl — ;:, 
donne  f  en  fonction  de  la  distance  zénithale  apparente  z. 

209.  —  Par  Teffet  de  h  parallaxe,  le  soleil,  la  lune,  les  planètes 
et  les  comètes  sont  vus ,  comme  nous  l'avons  déjà  dit  dans  le 
n^  191 ,  avec  une  ascension  droite  et  une  déclinaison  différentes  de 
leur  ascension  droite  et  de  leur  déclinaison  vraie,  c'est-à-dire 
avec  une.  position  différente  de  celle  que  ces  astres  occuperaient 
s'ils  étaient  vus  du  centre  de  la  terre.  Or  c'est  cette  dernière  po- 
sition qu'on  inscrit  dans  les  éphémérides.  Dans  un  assez  grand 
nombre  de  problèmes,  on  a  besoin  de  connaître  les  différences  en 
ascension  droite  et  en  déclinaison,  qui  existent  entre  les  positions 
apparentes  et  les  positions  vraies.  Ces  différences  sont  appdées 
parallaxes  d'ascension  droite  et  de  déclinaison. 
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Nous  oommeacerons  par  calculer  la  parallaxe  d'ascension  droite, 
qui  Q*est  autre  que  l'augmentation  de  l'angle  horaire  due  à  l'effet 
de  la  parallaxe. 

Soient  P  (fig.  47)  le  pôle,  N  le  zénith  vrai  et  A  la  position  vraie 
d'un  astre.  Par  l'effet  de  la  parallaxe,  cet  astre  est  transporté  de 
A  en  B  sur  le  prolongement  de  l'arc  de  grand  cercle  NA,  de 

telle  sorte  que  AB  est  la  parallaxe 
de  hauteur;)'  donnée  par  l'équation 

sin/>'  =  sinH'sin«', 

dans  laquelle  z'  est  la  distance  ap- 
parente NB  au  zénith  vrai  N. 
Le  triangle  PAB,  dans  lequel  le 
côtéPA=90*— D,  D  étant  la  déclinaison  vraie  de  l'astre,  et 
Tangle  APB  égale  la  parallaxe  xi  d'ascension  droite,  donne  l'é'- 
quation 

sinB  _sinAPB 

sin  P  A       sinAB  ' 
ou 

sinB sintrf 

cosD        sinp'* 

ou  encore,  en  remplaçant  sin  p'  par  sa  valeur 


Fig.  47. 


W 


sinB  sin  zi 


cos  D      sin  H'  sin  z' 


Le  triangle  PNB,  dans  lequel  le  côté  PN=90  —  /,  /  étant  la 
latitude  géodésique  de  la  station,  et  l'angle  NPB  égale  l'angle  ho- 
raire P  plus  la  parallaxe  ti d'ascension  droite,  donne  à  son  tour 
l'équation 

sin  NPB  _  sinB 

sinNB       sinPN' 
ou 

(h)  sin  (P  4- tjj)  _  sin  B 

sin  z'  cos  /' 

Multipliant  membre  à  membre  les  équations  (a)  et  (*),  sin  B  et 
sin  2f  disparaissent,  et  il  vient  l'équation 

(f \  sin  (P  +  vS)  ^     sint;^ 

cos  D  sin  H' cos/* 
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En  développant  sin  (P  +  xn^),  divisant  par  ces  ni  les  deux  mem- 
bres et  résolvant  par  rapport  à  tang  xiy  cette  équation  devient 

,..  , ,  sin  H' CCS /sin  P 

0)  ^»"g  ^  =  — n ^TT ; c» 

cosD  —  sinUcos/cosF 

équation  qui  donne  Taccroissement  xj  de  l'angle  horaire  par  la 
parallaxe,  c'est-à-dire  la  parallaxe  d'ascension  droite. 

On  rend  facilement  l'équation  (1)  propre  au  calcul  logarith- 
mique en  posant 

.  ^          sin  H'  cos  I  sin  P 
tang  «  = — j— 

^  cos  D 

il  vient  alors 

.         .  1  sin  P  sin  « 

tangtrf= 


cot  «  —  cot  P       sin  P  cos  a  —  sin  «  cos  P 

ou  enfin 

/a\                              I       _.      sin  P  sin  a 
(J)  tang  xi  =  -T-7B r- 

A  moins  qu'on  n'exige  une  extrême  précision ,  on  simplifie  le 

,,,,,,  ,         H' cos /sin  F 

calcul  de  langle  a  en  posant  «= rr — • 

°  *^  cos  D 

Je  préfère  la  formule  (2)  qui  est  trèssimple,  au  développement 

en  série  de  la  formule  (1),  développement  qu'on  obtient  en  posant 

pour  abréger  p=: rr — ,  puis  en  développant  la  puissance — ! 

du  dénominateur  et  en  remplaçant  tang  xi  par  xi  sin  i".  H  vient 
alors 

psiaP  .  P'sinîP 
^""STF^âsinr  ^ 

Comme  ^  est  très-petit,  on  a  rarement  besoin  de  pousser  la 
série  jusqu'au  troisième  terme.  Toutefois  le  calcul  de  la  série  est 
plus  long  que  celui  de  l'équation  (2),  et  il  est  moins  exact  pour  la 
parallaxe  lunaire,  à  cause  du  remplacement  de  tang  tj  par  t$  sin  1". 
Le  calcul  d'un  grand  nombre  de  termes  de  la  série  pourrait  aus!^i 
devenir  nécessaire  pour  une  comète  très-rapprochée  de  la  terre 
et  située  dans  une  direction  voisine  de  celle  du  pôle. 

Mais  quand  la  parallaxe  est  tr^*petite,  ce  qui  est  le  cas  pour  le 
soleil,  les  planètes  et  la  majorité  des  comètes,  on  peut  employer 
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la  série  réduite  au  premier  terme.  Dans  ce  cas,  la  formule  de  la 
parallaxe  devient  en  remplaçant  sin  H'  par  H'  sin  1"  dans  la  va- 
leur de  ^ 

,,  cos/sinP 


xi  =  W 


cosD 


Sauf  le  cas  dont  nous  venons  de  parler,  il  vaut  mieux  pour  le 
calcul  de  vi  employer  la  formule  (2)  que  la  série. 

L*angle  xi  est  l'accroissement  de  l'angle  horaire  dû  à  la  paral- 
laxe. Or  Fangle  horaire  exprimé  en  temps  égale  Theure  sidérale 
moins  l'ascension  droite.  (Jn  accroissement  de  l'angle  horaire  ré- 
pond donc  à  une  diminution  de  l'ascension  droite.  En  appelant 
ÂR'  l'ascension  droite  apparente  affectée  de  parallaxe,  AR  l'as- 
cension droite  vraie»  et  enfin  xi^  l'angle  xi  réduit  en  temps,  on 
a  par  conséquent 

AR'  =  AR  —  trf. 

et  dans  le  calcul  de  l'angle  t^,  il  faut  avoir  soin  de  donner  à  l'angle 
horaire  P  son  signe,  qui  est  positif  à  l'ouest  du  méridien,  négatif 
à  Test,  afin  d'avoir  le  signe  de  xi  et  par  conséquent  de  tii.  trf,  de- 
venant négatif  à  l'est  du  méridien,  la  formule  montre  que  de 
ce  côté  du  ciel  l'ascension  droite  apparente  est  plus  grande  que 
l'ascension  droite  vraie,  comme  d'ailleurs  on  reconnaît  à  première 
vue  que  cela  doit  avoir  lieu. 

210.  —  Nous  allons  maintenant  passer  au  calcul  de  la  parallaxe 
de  déclinaison.  En  appelant  D'  la  déclinaison  apparente,  c'est-à- 
dire  la  déclinaison  affectée  de  la  parallaxe,  on  a  dans  le  triangle 
PNB(fig.  47),  PB  =  90»— D';  on  a  d'ailleurs  PN  =  90— /,  et  en 
appelant  z  la  distance  apparente  au  zénith  vrai  N,  on  a  dans  le 
triangle  PNB,  par  l'équation  fondamentale  de  la  trigonométrie 
sphérique, 

sin  D'  =  sin  l  cos  s'  4-cos  /  sin  z'  cos  PNB. 

On  a  de  même  dans  le  triangle  PNA,  oîi  on  fait  la  distance  zé- 
nithale vraie  NA  =  s  et  où  PA  =  90  —  D, 

sin  D = sin  /  cos  s  +  cos  /  sin  5  cos  P  N  B . 

Egalant  les  valeurs  de  cos  PNB  cos/  données  par  ces  deux  équa- 
^ons,  il  vient,  en  chassant  les  dénominateurs, 


l 
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sin  z  (sin  D'  —  sia  /  cos  z')  =  sia  z'  (sin  D  —  sin  /  006  z), 
ou 

sin  z  smU  =  sin  z'  sin  D  —  sin  f  (sin  z'  cosz-^siaxcosz^. 

Mais  sins^  cosz — sin  zcos;s=sin  {i^ — z)=:  sinp'j  et  nous  avons 
vu  dans  le  u''  193  que  sin/?'=sin  H'  sin  2'.  L'équation  précédente 
devient  donc 

(d)  sin  z  sin  D  '=  sin  x'  (sin  D  —  sin  H'  sin  /)• 

D'un  autre  côté,  la  règle  des  sinus  appliquée  successivement 
aux  triangles  PNÂ  et  PNB  donne  en  remarquant  que  NPA  est 
l'angle  horaire  P,  et  que  NPB  =  P+t!{,  xi  étant  la  parallaxe 
d'ascension  droite, 

rinPNB  =  *^""°P     et     sin  PNB  =  £2i£4!L<Ç±^ 

Sin  z  sin  z 

Égalant  ces  deux  valeurs  de  sin  PNB ,  il  vient 

sin  2'  cos  D  sin  F 


(e)  8injs(cosD'  = 


sin(P  +  x*)     ' 


Divisant  membre  à  membre  l'équation  {d)  par  l'équation  (e),  on 
obtient 

(3)  tangD'  =  ^'°P-^'°»p"»^ia(P-i.^, 
^  cos  D  Sin  P  ' 

formule  qui  donne  la  déclinaison  apparente  D'  quand  la  parallaxe 
d'ascension  droite  xi  est  déterminée. 
On  rend  l'équation  (3)  propre  au  calcul  logarithmique  en  posant, 

sin  H'  sin  / 

tang  Y  = -— , 

cosD 

et  il  vient 

tangD'=  (tangD-tang  y)  îîï^ff^^, 
ou 

(4)  tangD'=5i£<2zjT^«îL(P+^. 
'  ^  cesDcosysinP 

Quand  H'  est  très-petit,  on  peut  faire  y = H' — pt  et  on  fcit 

alors  cosysi  dans  la  formule  (4),  qui  devient  ainsi 
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tang  D'  =  sin(D-T)sin(P  +  trf), 

cos  D  siu  P 

Cette  simplification  peut  môme  être  employée  pour  la  parallaxe 
lunaire,  à  moins  qu'on  n'exige  une  extrême  précision. 

ïï  étant  obtenu  par  l'équation  précédente,  D'— D  est  alors 
connu,  et  c'est  la  parallaxe  de  déclinaison. 

Quand  P  est  très-petit,  le  rapport  — ^^t— ^ — -  devient  celui  de 

deux  très-petits  arcs,  et,  dans  le  calcul,  cette  circonstance  fait  per- 
dre à  la  formule  (4)  un  peu  de  sa  précision.  Pour  éviter  cet  incon- 
>énient,  remarquons  qu'on  a,  en  développant  sin(P  +  t:(), 

sm(P-i-trf)  ^costrf(i+tangtrfcotP). 
sm  P  \  o  / 

En  remplaçant  tang  xi  par  sa  valeur  donnée  par  l'équation  (1) 
(n*  209),  a  vient 

sm  P  cos  D  — smH'  cos  /cos  P 

Q.   ^  1      *  sinH'cos/cosP    .,    .    ^ 

bi  on  pose  alors  tang  x= =r ,  il  vient 

'^  °  cosD        ' 

^i"  (P + vi)  _      cosxj      _  cosxj  _  cosirfcosxcos45^ 

sin  P      ""  i  —  tang  x  "~  tang  45*  —  tang  x  ""       sin  (45*  — x) 

Cette  formule  servira  à  obtenir  le  rapport  ^^^.  p  quand 
P  est  très-petit. 

On  peut  encore  rendre  logarithmique  la  valeur  de  ^^"\  JT^ 

sinP 

donnée  par  l'équation  (/*)  en  posant 


il  vient  alors 


«;..  a ,.  —  ^'"  H' cos  /  cos  P . 

SlU  Z  "  ^—  ■  _^  « 

cosD 


sin  (P -f- xj)  _^     costrf     _         cos  Vf 
sin  P  i  —  sin  2  v  ■"  2  sin*  (45«— u)* 
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On  peut  facilement  de  l'équation  (3)  déduire  le  développement 
de  la  parallaxe  de  déclinaison  D' — D  en  série,  mais  le  calcul  par 
la  série  ne  me  paraît  offrir  aucun  avantage  ni  au  point  de  vue  du 
temps,  ni  à  celui  de  l'exactitude,  et  il  présente  l'inconvénient  que 
des  erreurs  de  signe  sont  alors  plus  faciles  à  commettre  qu'avec 
la  formule  primitive  elle-même. 

211.  —  Le  demi-diamètre  delà  lune  varie  avec  la  distance  au 
zénith,  et  nous  avons  vu  (n®  202)  qu'en  appelant  8  sa  valeur  à 
l'horizon  et  H'  sa  valeur  à  la  distance  zénithale  apparente  z',oi\  a, 
en  appelant  :;  la  distance  zénithale  vraie, 

sin  t'  sin  z' 

sin  B       sin  z* 

Remplaçant  -, —  par  sa  valeur  déduite  de  l'équation  (e),  il 
vient,  en  remplaçant  les  sinus  de  i'  et  de  8  par  leurs  arcs, 

cos  D  sm  F 

Quand  les  parallaxes  d'ascension  droite  et  de  déclinaison  sont 
connues,  cette  équation  fait  connaître  le  demi-diamètre  apparent 
de  la  lune,  sans  qu'il  soit  nécessaire  de  calculer  la  distance  zéni- 
thale. On  a  soin,  si  P  est  petit,  de  calculer  — -. — =? — -  à  l'aide 

'  ^  smP 

d'une  des  deux  transformations  que  nous  avons  indiquées  (n*2i0). 

212.  —  Passons  maintenant  au  calcul  des  parallaxes  de  longi- 
tude et  de  latitude. 

Si,  à  l'instant  où  nous  voulons  ces  parallaxes,  nous  déterminons 
la  distance  X  du  zénith  vrai  à  l'écliptique,  et  par  conséquent  la  dis- 
tance 90® —  X  de  ce  zénith  au  pôle  de  l'écliptique,  et  si  nous  déter- 
minons en  outre  l'angle  compris  à  ce  pôle  entre  le  zénith  vrai  et 
l'astre  dont  on  veut  la  parallaxe,  angle  que  nous  appellerons  n,  il 
est  évident  que  les  parallaxes  de  longitude  et  de  latitude  seront  don- 
nées par  les  mêmes  formules  que  les  parallaxes  d'ascension  droite 
et  de  déclinaison,  en  remplaçant  par  n  l'angle  horaire  P  et  par  X 
la  latitude  /du  zénith  vrai,  et  en  substituant  aux  déclinaisons  vraies 
et  apparentes  les  latitudes  vraies  et  apparentes  de  Tastre,  car  on 
construirait  alors  par  rapport  au  pôle  de  l'écliptique  la  figure  47 
que  U'ius  avons  construite  par  rapport  au  pôle  de  l'équateur,  en 
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considérant  toujours  N  comme  le  zénith  vrai;  seulement  P  devient 
alors  le  pôle  de  Fécliptique,  PN  =  90*— X  au  lieu  de  90*—  /, 
NPA  =  n  au  lieu  de  P,  PA  est  égal  à  W  —  L,  L  étant  la 
latitude  vraie  de  Tastre,  et  PB  à  90**— L',  L'  étant  la  latitude 
apparente  ;  enfin  l'angle  APB  égale  la  parallaxe  xi'  de  longitude. 
On  aura  donc,  comme  précédemment,  en  posant 

.         ;       sinH'oosXsinn 

tang  a'  = = , 

^  cos  L 

ia\  A         .f       sinllsina' 

formule  qui  donnera  la  parallaxe  ri  de  longitude  et  se  réduira  à 
tf =H' = —  pour  le  soleil  et  les  planètes. 

La  latitude  apparente  L'  sera  donnée  en  posant  tang  y  = 

sinH'sinX         ,,. 
""cosL     ^  P^r  1  équation 

(7)  tangU  =  ^'"^'--;^^)^^"/°-!;^^)  ; 

'  °  cos  L  cos  y'  sm  II 

enfin  le  demi-diamè^  je  de  la  lune  sera  fourni  par  l'équation 

(8^  a'  =  5  CQS  U  sin  (Il  4-  Tii') 

cos  L  sin  Q       ' 

n  ne  nous  reste  donc  plus  qu'à  indiquer  le  moyen  de  calculer  \ 
etn. 

213.  —  Pour  calculer  X,  remarquons  que  l'ascension  droite  du 
pôle  nord  de  l'écliptique  est  de  270®  ou  18''.  En  appelant  donc  S 
ITieure  sidérale  de  l'instant  pour  lequel  on  veut  effectuer  le  calcul 
des  parallaxes,  S  —  IS**  est  en  temps  l'angle  horaire  du  pôle  de 
l'éclipiique.  Nommons  s  l'heure  sidérale  réduite  en  arc,  on  a  : 
angle  horaire = 5  —  270*  =  360®  -h  s  —  270®  ==  90"  +  s.  Main- 
tenant, dans  le  triangle  formé  par  le  pôle  de  l'équateur,  le 
pôle  de  l'écliptique  et  le  zénith  vrai,  nous  connaissons  l'angle 
90*  H-  $  au  pôle  de  l'équateur;  nous  connaissons  de  plus  la  dis- 
tance du  zénith  à  ce  dernier  pôle,  distance  qui  est  le  complément  de 
la  latitude  géodésique  /  de  la  station,  et  enfin  nous  trouvons  dans 
les  éphémérides  la  distance  du  pôle  de  l'équateur  au  pôle  de 
l'écliptique,  laquelle  n'est  autre  que  l'obliquité  co  de  l'écliptique 

22 
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pour  rinstant  cherché.  Nous  connaissons  donc  deux  cAtés  et 
Tangle  compris,  et  il  est  facile  de  trouver  le  troisième  côté,  qui  est 
la  distance  90  —  X  du  zénith  au  pôle  de  Técliptique.  La  for- 
mule générale  de  la  trigonométrie  sphérique  nous  donnera  alors 
pour  déterminer  X 

(a')  sin  X  =  sin  /  cos  &>  —  cos  /  sin  «d  sin  s. 

Maintenant  remarquons  que  la  longitude  du  pôle  nord  de  Té- 
quateur  est  de  90**;  si  donc  nous  appelons  N  la  longitude  du  zé- 
nith, Tangle  au  pôle  de  Técliptique  entre  le  pôle  de  Téquateur  et  le 
zénith  sera  90"  —  N.  La  règle  des  sinus  appliquée  au  triangle 
zénith,  pôle  de  Técliptique  et  pôle  de  Téquateur,  nous  donnera 
donc  réquation 

,,^  cos  X      cos  / 

^  '  cos  s      cosN 

En  outre,  la  formule  générale  de  la  trigonométrie  sphérique 
appliquée  au  côté  représentant  la  distance  du  pôle  de  l'équateur 
au  zénith  donne  Téquation 

(c')  sin  /  =  sin  X  cos  01  H-  cos  X  sin  ai  sin  N. 

Si  dans  Téquation  {c')  nous  mettons  pour  sin  X  et  cos  X  leurs 
valeurs  déduites  des  équations  (a)  et  (6'),  et  si  nous  remplaçons 
sin  /  —  sin  /  cos'  (o  par  sin  /  sin  ^  co,  il  vient  après  division  de 
réquation  par  sin  o)  cos  / 

tang  /  sin  0»  =  —  cos  co  sin  1 4-  cos  s  tang  N, 
d'où 

{d')  tang  N  =  cos  co  tang  s  +  ^^"g  ^  ^in  co 

"  jCOSJ 

ou 

tang  N  =tang  s  f  cos«  4-  ^"^    sin  w  j. 

tanfir  / 
Si  nous  posons  -r-^—  =  cot  ?,  d'oîi  tang  f  =  cot  /  sin  5,  il 

vient  alors 

tang  N  =  ■  .  ^    (cos  w  sin  9+ sin  «  cos  •), 
sinf  ^  ^" 

ou 
(e-)  tangN  =  i22££i|£i:i±j}. 

sm  «p 
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En  posant  également,  dans  Téquation  (a')y  tang  ^  =cot  /  sin  5, 
après  y  avoir  mis  sin  /  sin  m  en  facteur  commun,  on  a 

{I)        sin  X  =  sin  /  sin  ai  (cot  co  •--  tang  cp)  =  sin  / iîilîlli. 

Quoique  cette  dernière  équation  soit  logarithmique,  elle  a  le  dé- 
faut de  donner  Tare  par  un  sinus,  mais  on  peut  l'avoir  par  la 
tangente,  en  divisant  cette  équation  membre  à  membre  par  Té- 

cos  /  cos  s 

quatîon  Œ)  mise  sous  la  forme  cos  X  = r? — :  il  vient  alors 

^  ^  cos  N     ' 

tang  X  =  ^"g^CQsNcos(o>4-?) 

coscpcoss 

équation  qu'on    peut  simplifier  en  mettant  pour   cos   N   sa 

?aleur  déduite  de  l'équation  {e')  dans  laquelle  on    remplace 

,      ,,        sin  N  .  ,  ., 

tang  N  par  — =j;  ce  qui  donne  pour  cos  N 

çqgM-       sincpsinN      , 
tang5  sin(ci)4-(py 

il  vient  alors 

tang  X  =  — 5S-  tang  9  sin  N  cot  (w  +  9). 
^         sins  ^  ^        T/ 

sin  s 
Mais  tang  ç  =  cot  /  sin  s  =  j  :  donc 

tang  X  =  sin  N  cot  (cii+  «p)- 

Ainsi  donc  au  système  des  deux  équations  (a!)  et  (d)  qui  don* 
nent  X  et  N,  on  peut  substituer  pour  avoir  les  mêmes  arcs  le  sys- 
tème des  trois  équations  suivantes  : 

tang  (p  =  cot  /  sin  5 

(A)         !         tangN  =  Î2H££SÎ£(ïL±î2 
^  °  sinç 

tang  X  s=  sin  N  cot  (a> + cp). 

Dans  les  équations  (A),  les  arcs  étant  donnés  par  des  tangentes, 
leurs  valeurs  peuvent  être  très-exactement  obtenues,  mais  à  une 
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même  tangente  répondent  deux  arcs  qui  diffèrent  de  180*.  Nous 
avons  donc  à  examiner  quel  est  celui  de  ces  arcs  qui  devra  être 
choisi  suivant  les  cas. 

Pour  l'arc  9,  il  n'y  a  pas  de  difficulté,  c'est  un  arc  auxiliaire 
qui  doit  être  pris  entre  0  et  90"*  avec  le  signe  4-  ou  le  signe  —, 
suivant  celui  de  sa  tangente.  (On  voit  au  reste  immédiatement 
qu'en  augmentant  l'arc  f  de  180®,  les  valeurs  de  tang  N  et  de 
tang  X  ne  changent  pas.) 

Mais  pour  l'arc  N  qui  représente  la  longitude  du  zénith,  comme 
cet  arc  peut  varier  de  0  à  360®,  il  importe  d'examiner  quel  est 
celui  qui  doit  être  choisi  parmi  les  deux  arcs  différant  de  ISC"  et 
répondant  à  la  valeur  obtenue  pour  la  tangente. 

Pour  cela  remarquons  que  le  point  de  l'écliptique  dont  la  lon- 
gitude est  N  est  celui  sur  lequel  tombe  le  pied  de  l'arc  abaissé  du 
zénith  perpendiculairement  surl'écliptique,  arc  qui,  prolongé,  passe 
par  le  pôle  de  l'écliptique.  Ce  point  de  l'écliptique  qui  varie  d'un 
instant  à  l'autre,  porte  le  nom  de  nonagésime^  et  l'arc  N  s'appelle 
alors  la  longitude  du  nonagésime.  Ce  nom  de  nonagésime  vient 
de  ce  qu'en  un  instant  donné,  le  point  de  l'écliptique  en  question 
est  le  point  de  ce  cercle  qui  est  le  plus  rapproché  du  zénith  ;  il 
se  trouve  par  conséquent  à  90®  des  deux  points  du  même  cercle  si- 
tués dans  l'horizon.  Le  nonagésime  étant  à  la  distance  X  du  zé- 
nith, on  voit  donc  que  ce  point  est  à  la  hauteur  90®  — X  au-dessus 
de  l'horizon. 

Gela  posé,  en  rappelant  que  l'heure  sidérale  est  l'ascension  droite 
du  point  de  l'équateur  qui  est  au  méridien,  nous  remarquerons  que 
la  longitude  du  point  de  l'écliptique  au  méridien  diffère  peu  de 
l'heure  sidérale  réduite  en  arc,  avec  laquelle  cette  longitude  va  en 
croissant,  et,  d'un  autre  côté,  la  longitude  du  nonagésime  ne  diffère 
jamais  beaucoup  de  celle  du  point  de  l'écliptique  au  méridien.  Si 
donc  nous  notons  que  l'arc  s  et  la  longitude  du  nonagésime  passent 
précisément  ensemble  par  90®  et  270®,  car  quand  l'heure  sidérale 
est  de  6**,  auquel  cas  5=90®,  le  pôle  de  l'écliptique  qui  a  18*  d'as- 
cension droite  est  au  méridien,  de  sorte  que  le  nonagésime  qui  se 
trouve  par  conséquent  au  méridien  possède  90®  pour  longitude. 
Après  cet  instant,  la  longitude  du  nonagésime  continue  de  crottiv 
en  même  temps  que  l'heure  sidérale,  et  quand  cette  dernière  est  de 
18**,  c'est-à-dire  quand  5  =270®,  le  pôle  de  l'écliptique  se  trouvée 
son  passage  supérieur  au  méridien,  et  la  longitude  du  nonagésime 
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est  de  270"  comme  l'angle  5,  c'est-à-dire  comme  l'heure  sidérale 
transformée  en  arc.  On  voit  donc  ^u'on  a,  pour  reconnaître  lequel 
des  deux  arcs  différant  de  180''  et  répondant  à  tang  N  doit  être 
choisi,  la  règle  suivante  qui  est  très  simple.  Tant  que  s  est  com^ 
pris  entre  90**  et  270*,  on  doit  prendre  pour  N  tare  compris 
entre  90*  et  270°  qui  répond  à  la  valeur  trouvée  pour  la  tangente. 
Quand  s  est  compris  dans  P autre  moitié  de  la  circonférence  entre 
0  et  90*  ou  entre  270°  et  360°,  on  doit  également  prendre  pour  N 
les  arcs  compris  dans  cette  dernière  moitié  de  la  circonférence. 

Quand  s  égale  0  ou  180%  on  a  9=0  ;  par  conséquent  on  a  à  la 
fois  tang  5=0  et  sin  ©1=0,  la  seconde  des  équations  (A)  donne 

alors  tang  N  =3  ^;  mais  si  on  remonte  à  Véquation  (cP)  d'où  elle 

est  tirée,  on  voit  qu'alors  tang  N=tang  /  sin  co  pour  5=  0  et 
tang  N  =  —  tang  /  sin  wpour  5  =  180°.  Or  quand  sin  s  est  très- 
voisin  de  zéro,  la  seconde  des  équations  (A)  ne  donne  plus  N  avec 
une  exactitude  suffisante.  Dans  ce  cas,  il  faut  recourir  à  l'équa- 
tion [d)  qu'on  peut  rendre  logarithmique  sous  une  autre  forme 

en  mettant en  facteur  commun  ;  il  vient  alors 

cos  s 

m 

tang  N  =  — ^  (  cot  w  sin  5  4-  tang  /). 
cos  s  ^  ' 

Si  ensuite  on  pose 

{3')  tang  «=  cot  0)  sin  5, 

on  a 


cos  5  cos  /  cos  a 


équation  qui  donne  N  également  par  la  tangente  et  qiii  détermine 
cette  tangente  avec  exactitude,  puisque  le  second  membre  ne  peut 

jamais  se  réduire  à  -,  à  moins  que  si  s  étant  égal  à  90^  ou  à 

270%  a  devenait  égal  et  de  signe  contraire  à  la  latitude  /,  ce  qui 
n'est  possible  que  quand  /  =  ±  (90  —  co),  c'est-à-dire  aux  cer- 
cles polaires.  Mais,  quand  ^  a  la  valeur  dont  nous  venons  de  parler, 
la  seconde  des  équations  (A)  donne  N  avec  exactitude. 

Ainsi  donc,  en  général,  il  y  aura  avantage  à  substituer  à  la  se- 
conde des  équations  (A)  les  équations  (A')  et  [g'). 
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N  étant  connu,  la  troisième  des  équations  (A)  fait  toujours  con- 
naître X  avec  exactitude  et  sans  ambiguïté,  car  on  doit  toujours 
prendre  pourX  Tare  inférieur  à  90**  et  positif  ou  négatif  suivant 
le  signe  de  la  tangente.  Cela  résulte  de  la  manière  même  dont  X  a 
été  introduit  dans  les  formules  où  il  a  été  supposé  inférieur  à  90*. 

Si  maintenant  on  appelle  M  la  longitude  de  Tastre  dont  on  veut 
les  parallaxes  de  longitude  et  de  latitude,  on  a 

n=N— M. 

n  et  X  étant  ainsi  connus,  on  peut  calculer  les  parallaxes  de 
longitude  et  de  latitude  ;  les  équations  (6),  (7)  et  (8)  (n""  212)don<- 
nent  ces  parallaxes  et.le  demindiamètre  de  la  lune. 

DÉTERMINATION   DE  l'aNGLE  HORAIRE  d'uN  ASTRE  AU  MOYEN  d'OB- 

SERV AXIONS  DE  HAUTEUR. 

214. —  Dans  ce  problème,  il  y  a  trois  cas  à  considérer  :  r  celui 
où  la  hauteur  simple  d'un  astre  a  été  observée  à  un  instant 
connu  ;  2**  celui  où  l'observation  se  compose  de  la  somme  de  deux 
distances  au  zénih  obtenues  à  deux  instants  connus  ;  ^"^  celui  où 
l'observation  est  faite  avec  le  théodolite  répétiteur,  et  se  compose 
d'une  somme  de  plusieurs  distances  zénithales  prises  à  des  ins- 
tants connus. 

l''  Cas  des  distances  zénithales  simples. 

21S.  —  Le  premier  cas  a  lieu  particulièrement  dans  les  observa- 
tions au  sextant,  soit  qu'on  ait  pris  l'horizon  de  la  mer  pour  point 
de  départ,  comme  on  le  fait  sur  l'Océan,  soit  qu'on  ait  employé  un 
horizon  artificiel  à  glace  ou  au  bain  de  mercure,  auquel  cas  la  hau- 
leur  obtenue  est  doublée,  mais  répond  cependant  à  un  seul  ins- 
tant d'observation,  de  sorte  que  la  moitié  de  l'angle  trouvé  est  la 
hauteur  de  l'astre  à  l'instant  cherché.  Si  l'observation  a  été  rap- 
portée  à  l'horizon  de  la  mer,  il  faut  diminuer  l'angle  mesuré  de  la 
quantité  représentée  par  la  dépression  de  cet  horizon.  Si,  au  con- 
traire, il  a  été  employé  un  horizon  artificiel ,  le  demi-angle  lu  sur 
l'instrument  est  directement  la  demi-hauteur  apparente  observée. 

Avec  le  théodolite,  on  peut  obtenir  également  des  observations  de 
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hauteur  simple  répondant  à  un  instant  donné.  Pour  cela,  il  suffit,  à 
Taide  de  deux  pointés  sur  un  point  terrestre  et  éloigné,  faits  l'un 
dans  la  position  directe  et  l'autre  dans  la  position  inverse  de  Tinstru- 
ment,  de  déterminer  la  double  distance  au  zénith  de  ce  point  fixe. 
On  pointe  ensuite  sur  ce  dernier,  puis  sur  Tastre,  dont,  on  veut  la 
hauteur;  la  différence  des  lectures  répondant  à  ces  deux  pointés  fait 
connaître  la  différence  des  distances  zénithales  du  point  fixe  consi- 
déré et  de  l'astre  observé  à  l'instant  donné.  Retranchant  cette  diffé- 
rence de  la  distance  zénithale  du  point  fixe,  on  a  la  distance  zéni- 
thale de  l'astre  observé.  J'ai  vu  quelquefois  employer  cette  méthode, 
qui  cependant  doit  être  condamnée  comme  multipliant  les  chances 
d'erreur.  En  effet,  d'une  part  la  distance  zénithale  des  objets  terres- 
tres varie  parfois  rapidement  à  cause  de  changements  rapides  dans 
la  valeur  de  la  réfraction  terrestre  ;  d'autre  part,  les  erreurs  prove- 
nant, soit  des  pointés,  soit  de  l'instrument,  sont,  pour  la  distance  zé- 
nithale du  point  fixe,  égales  à  celles  d'une  distance  zénithale  de  l'as- 
tre lui-même  observé  à  deux  instants,  et  à  ces  erreurs  se  joignent 
celles  qui  sont  commises  dans  la  mesure  de  la  différence  de  hauteur 
de  l'astre  et  du  point  fixe  considéré.  Or  ces  dernières  erreurs,  qui 
se  rapportent  à  un  arc  simple,  ont  à  elles  seules  autant  d'impor- 
tance, quant  aux  pointés,  à  la  graduation  et  au  nivellement, 
que  les  erreurs  qu'on  aurait  commises  sur  l'arc  double  fourni 
par  les  observations  d'une  même  étoile  à  deux  instants  rap- 
prochés. Donc,  avec  le  théodolite,  la  mesure  des  distances  zéni- 
thales simples  d'un  astre  à  un  seul  instant  doit  être  toujours 
abandonnée.  Les  observations  bien  faites  avec  cet  instrument  ren- 
trent donc  dans  le  second  cas. 

II  y  aurait  toutefois  un  moyen  d'obtenir  avec  les  théodolites  les 
arcs  simples  sans  avoir  à  déterminer  la  distance  zénithale  d'un 
objet  éloigné,  mais  il  faudrait  pour  cela  que  le  théodolite  employé 
fûtmuni  d*un  oculaire  portantle  système  d'éclairage  nécessaire  pour 
la  réflexion  des  fils  du  réticule  sur  un  bain  de  mercure.  En  géné- 
ral, les  théodolites  ne  sont  pas  munis  de  cet  appareil,  mais  on  pour- 
rait appliquer  cette  disposition  à  ceux  dont  la  construction  permet  le 
pointé  de  la  lunette  au  nadir.  Avec  un  tel  appareil,  il  serait  possible 
de  pointer  successivement  à  l'astre  et  au  nadir,  et  le  supplément  de 
Tangle  ainsi  obtenu  serait  la  distance  zénithale  de  l'astre.  Ce  pro- 
cédé, qui,  au  premier  abord,  parait  avoir  l'avantage  de  supprimer 
le  niveau,  laisse  toutefois  porter  sur  un  arc  simple  l'erreur  de  deux 


SUh  COORDONNÉES  DES  ASTRES 

pointés  et  celle  de  la  graduation.  Sous  ce  rapport,  il  est  inférieur 
à  la  méthode  des  doubles  distances  zénithales,  et  cela,  d*autant 
plus,  que  le  pointé  nadiral  des  fils  sur  leur  image  réfléchie  est  loin 
d'avoir  la  précision  qu'on  est  tenté  de  lui  attribuer,  car  il  est  très- 
difficile  de  reconnaître  avec  certitude  si  Timage  directe  et  intense 
des  fils  recouvre  exactement  la  totalité  de  la.  largeur  de  l'image  ré- 
fléchie qui  est  très-afTaiblie,  de  sorte  qu'une  très-petite  déviation 
latérale  de  cette  dernière  n'est  guère  perceptible.  D'un  autre  cdté, 
l'avantage  du  pointé  nadiral,  qui  permet  de  supprimer  le  niveau, 
est  de  fait  illusoire  dans  le  cas  présent,  car  on  a  besoin  du  niveau 
pour  s'assurer  si  l'instrument  n'a  pas  varié  dans  son  nivellement 
en  passant  du  pointé  de  l'astre  au  pointé  nadiral,  surtout  dans  le 
cas  où  le  théodolite  est  placé  sur  son  pied  en  bois  ordinaire,  comme 
il  arrive  nécessairement  en  voyage.  Ces  pieds  en  bois  n'offrent  pas 
en  efTei  une  grande  stabilité,  de  sorte  que  les  corrections  résultant 
des  variations  du  niveau  sont  aussi  nécessaires  que  dans  le  ca> 
des  doubles  distances  au  zénith. 

Il  résulte  de  ce  qui  précède  qu'avec  les  théodolites ,  la  mé- 
thode des  doubles  distances  zénithales  doit  toujours  être  préférée  : 
ce  n'est  donc  qu'avec  les  instruments  de  réflexion  (sextant  et 
cercle  de  réflexion,  à  la  condition  pour  ce  dernier  de  lire  l'angle 
chaque  fois)  qu'on  a  à  calculer  des  arcs  simples. 

216.  —  Dans  le  cas  d'une  distance  zénithale  simple,  le  calcul 
de  l'angle  horaire  se  fait  avec  la  plus  grande  facilité. 

En  effet,  si  nous  appelons  z  la  distance  zénithale  vraie  que  l'on 
déduit  de  la  distance  zénithale  apparente  donnée  par  l'instrument 
en  y  ajoutant  la  correction  de  réfraction,  et  en  en  retranchant  la 
parallaxe  s'il  s'agit  d'un  astre  à  parallaxe  sensible,  et  enfin  en 
tenant  compte  de  l'aberration  diurne  si  on  veut  une  grande  pré- 
cision (1  ),  et  si  nous  nommons  de  plus  /  la  latitude  du  lieu  d'obser- 
vation, D  la  déclinaison  de  l'astre,  et  P  l'angle  horaire  cherché,  on 
a,  en  posant  /  —  D=flet/-hD  =  é, 


8in4P=5lîLMi±4iîfLi 

cos/cosD 


(«-«) 


(i)  Cette  dernière  correction  indiquée  dans  le  n*88  est  si  petite  par  rap* 
port  aux  erreurs  d  observation  commises  avec  les  instruments  de  réflexioD* 
qu'il  n'y  a  pas  lieu  en  général  d*y  avoir  égard. 
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^o^.ip_cosè(^4-g)cosi(6— g) 

cos  /  cos  D 

d'où  en  divisant  ces  deux  équations  Tune  par  l'autre  (1) 

L'une  quelconque  des  trois  formules  précédentes  peut  servir 
pour  le  calcul  de  l'angle  horaire,  avec  la  réserve  toutefois  de  ne 
pas  employer  la  première  pour  les  grands  angles  horaires,  ni  la 
seconde  pour  les  petits.  La  troisième  formule,  celle  de  la  tangente, 
peut  être  utilisée  dans  tous  les  cas. 

Les  latitudes  et  les  déclinaisons  seront  regardées  comme  posi- 
tives dans  un  des  hémisphères  (l'hémisphère  boréal,  par  exemple), 
elles  seront  regardées  comme  négatives  dans  l'autre  hémisphère. 

II  est,  au  reste,  facile  de  voir  d'après  la  forme  des  formules 
précédentes  qu'on  peut  à  volonté  regarder  toujours  la  latitude 
comme  positive  \  mais  alors  la  déclinaison  sera  regardée  comme 
positive,  si  elle  est  du  même  hémisphère  que  la  latitude^  et  néga- 
tive si  elle  est  de  l'hémisphère  opposé. 

Quant  au  signe  de  l'angle  horaire ,  on  le  fait  positif  si  l'astre 
est  à  l'ouest  du  méridien,  et  négatif  dans  le  cas  contraire. 

(i)  Ces  formules  dérivent  immédiatement  de  la  formule  fondamentale  de 
la  trigonométrie  sphérique.  En  effets  daus  le  triangle  pôle^  zénith,  astre^ 

on  a 

oos  s  =  sin  /  Bin  D  +  cos  /  cos  D  C08  P, 

d'où 

n      cos  2  —  sin  (  sin  D 

COSP  = ; 

,  COS  /  COS  U 

de  la  on  tire 

l-cosP  =  ^5llt=D^:;cosj 
cos  /  COS  D 

cosicos  D 

Remarquant  que  1  —  cos  P  =  2  sin*  -  P,  et  1 + cos  P = 2  cos*  ^  P,  et  que 
cos(i-.  D)  -cos  z  =  2  sin  ^^^[^"^^    gin  iH^TlHl,  et  que  cos  (/+D) 

+  cos  z= 2  cos  ^  '^"o  cos  (ilL^Lzif  et  substituant  ces  valeurs,  on 

2  2 

retombe  sur  les  deux  équations  ci-dessus. 
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2""  Cas  des  distances  zénithales  doubles. 

217 . — Les  formules  que  nous  venons  de  donner  pour  le  calcul  de 
l'angle  horaire  ne  sont  autres  que  celles  qui  sont  généralement  usi- 
tées. Elles  ne  conviennent  qu'au  cas  des  distanceszénithalessimples. 
Cependant  ce  sont  elles  qu'on  a  employées  jusqu'ici  le  plus  souvent 
pour  le  cas  des  distances  zénithales  doubles,  c'est-à-dire  de  la  somme 
de  deux  distances  zénithales  prises  à  deux  instants  séparés,  telle  que 
la  donne  le  théodolite.  Pour  faire  dans  ce  dernier  cas  usage  des 
formules  précédentes ,  on  prend  la  moitié  de  la  distance  zénithale 
double  obtenue,  et  on  suppose  qu'elle  s'applique  àTinstant  moyen 
des  deux  observations  consécutives.  Mais  cette  supposition  n'est 
pas  exacte.  L'erreur  commise,  il  est  vrai,  peut  être  regardée 
comme  nulle  si  les  deux  observations  ne  sont  séparées  que  d'une 
minute  à  une  minute  et  demie  de  temps  ;  mais  cette  erreur  cesse 
d'être  négligeable,  lorsque  l'intervalle  est  plus  grand.  Or,  dans  la 
pratique,  les  intervalles  dépassent  souvent  cette  limite,  surtout 
quand  le  temps  est  peu  favorable  et  quand  les  nuages  sont  abon* 
dants.  La  formule  que  nous  allons  donner  a  l'avantage  de  s'appli- 
quer à  un  intervalle  quelconque  sans  introduire  aucune  erreur. 

Appelons  z'  la  distance  zénithale  de  la  première  observation  et 
p'  l'angle  horaire  correspondant.  Appelons  de  même  z"  la  distance 
zénithale  de  la  seconde  observation  et  p"  l'angle  horaire  qui  lui 
répond  ;  soient  toujours  d'ailleurs  /  la  latitude  de  la  station  et  D 
la  déclinaison  de  l'étoile  observée,  z'  et  z"  sont  inconnus  séparé- 
ment; mais  z'  +  z"  est  connu  :  c'est  l'arc  double  2  :;  mesuré  par 
l'instrument  et  corrigé  de  la  réfraction  répondant  à  la  distance 
zénithale  z,  ainsi  que  de  la  variation  du  niveau  entre  les  deui 
points  (n*  13),  p'  eip"  sont  également  inconnus,  mais  />' — /'est 
connu  :  c'est  l'intervalle  des  deux  pointés  mesuré  par  l'horloge  ou 
par  le  chronomètre  et  réduit  en  arc  après  transformation  en  temps 
sidéral. 

Gela  posé^  la  première  observation  donne  l'équation 

(4)  cos  «'  =  sin  /sin  D  +  cos  /  cas  Dcosp'. 

La  seconde  observation  donne 
(2)  cos  2"  =  sin  /sin  D  +  ces/  cos  D  cosp\ 
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Ajoutons  ces  deux  équations  membre  à  membre,  il  vient 
cos  «' +COS  a"= 2  sin  /  sin  D  -h  ces  /ces  D  (cosp'  4-  cosp"). 


ou 

ces 


+  cos/cosDcos  (E-—E^]  cosf^  ~^  y 

ou  encore  en  faisant  z'  +  z"  =z2z^p'  +p"  =2  p 

(3)  cos^cos(î-I^-î- j  =  sinZsinD+  cos/cosDcospcos/^-^^^^j- 

Dans  cette  équation,  tout  est  connu,  sauf  z' — z"  et  l'angle/?,  qui  est 
la  quantité  à  déterminer  ou  l'angle  horaire  moyen  des  deux  obser- 
vations. Il  nous  faut  donc  déterminer  z'  — z'\  et  alors  l'équa- 
tion (3)  servira  à  déterminer  Tangle  horaire  moyen  cherché. 

218.  —  Pour  déterminer  l'angle  z'  —  z",  retranchons  Tune  de 
Tautre  les  équations  (1)  et  (2),  il  vient 

cos  z"  —  cos  s' = cos  /  cos  D  (cos  p" —  cosp'), 
ou 

inffl^j  sin  (^  =  cos/  cosD  sin  (S:±£yir.(S:^) 


sm 

ou  encore 


(.)      ,„(£^j=.  00., COSD  »£«.(£=£:). 

L'angle  horaire  p  n'est  pas  exactement  l'angle  horaire  P,  qui 
répond  à  la  distance  zénithale  z^  mais  il  en  diffère  extrêmement 
peu,  et  seulement  de  la  quantité  qui  était  négligée  dans  l'ancienne 

méthode.  Or  l'angle  — ^ —  ^^t  toujours  très-petit  et  n'entre  dans 

l'équation  (3)  que  par  son  cosinus.  Comme  une  très-forte  erreur 
sur  l'arc  n'en  fait  qu'une  très-petite  sur  le  cosinus,  il  en  résulte 

que,  dans  le  cas  considéré,  on  peut  calculer  — ^-^  par  l'équa- 

tioQ  (4),  en  substituant  dans  cette  équation  au  rapport  4^  le 

sin  P 
rapport  -: — ;  l'erreur  qui  en  résultera  sur  la  valeur  de  p  dé- 
sin  z  '  ^  '^ 
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duîte  de  l'équation  (3) ,  sera  du  second  ordre,  par  rapport  à  celle 
que  Ton  commet  avec  la  méthode  des  distances  simples.  Ainsi 


z" 


nous  calculerons  "—^ —  par  la  formule 


(5)         sin 


in  f£llf:)  =  cos  /  cosD  !!^  sin  (tlztX 
V     2     y  sin«       \^     2     y 

Or  P  est  lié  à  z  par  l'équation 

cos s  =  sin/  sin D  +  cos /cosD cos  P, 

équation  d'oîi  résultent,  comme  nous  l'avons  vu  précédemment 
(note  du  n"  215),  les  deux  salivantes  : 

^  cos  /  cos  D 

cos» i  p-^cQs|(^-l-D  +  g)cosè(/4-D  — a). 

cos/ cos D  * 

multipliant  membre  à  membre  ces  deux  équations,  puis  multipliant 
chaque  membre  par  4  et  remarquant  que  4  sin'  |  P  cos'  ^  P  = 
sin'  P,  on  a,  en  prenant  la  racine  carrée  des  deux  mem  bre 

sinP  = 
2l^sini[g+(/— D)]sin^[z^(/— D)]cos|(/H-D4-g)cos|(/+P-g) 


cos/ cos D 
Substituant  cette  valeur  de  sin  P  dans  l'équation  (5),  il  vient 

(e,  ,.(£=£) =.i.(P^')x 

l^sin  ^[g+(/— D)]8iné[g— (/— D)]  cos^(/4-IM-g)cos^(/-t-D-g) 


sm  s 


équation  calculable  par  logarithmes,  et  qui  détermine — 5 — > 

de  sorte  qu'on  peut  procéder  au  calcul  de  p  par  l'équation  (3). 

219.  —  Mais,  avant  d'examiner  conunent  doit  se  faire  ce  cal- 
cul^ je  ferai  remarquer  qu'en  général  il  existe  dans  la  pratique 

des  moyens  plus  simples  d'obtenir  ^  J"   avec  une  approximation 

suffisante,  sans  recourir  à  la  formule  (6).  En  effet,  on  ne  fidt  pas 
ordinairement  une  seule^observation  de  distance  zénithale  double, 
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mais  on  fait  une  série  d'observations.  Cela  a  surtout  lieu  quand  on 
emploie  le  théodolite  répétiteur  et  quand  on  lit  chaque  fois  Tare 
double,  ce  qui  est  le  meilleur  moyen  de  vérifier  le  comptage  du 
nombre  des  observations. 

Or,  quand  on  a  ainsi  une  série  d'observations  doubles,  si  on 
appelle  /.  Tinstant  moyen  des  deux  pointés  de  la  première  obser- 
vation double^  et  (^  celui  de  la  dernière,  ^i  -^  ^a  représente  en  temps 
la  variation  d'angle  horaire  entre  ces  deux  instants ,  variation 
qu'on  transforme  en  arc.  Nommons  g  l'arc  obtenu  par  cette 
transformation,  si  de  plus  on  appelle  Zi  la  demi-distance  zénithale 
répondant  à  la  première  des  observations  doubles,  et  ^2  celle  qui  ré- 
pond à  la  dernière,  on  pourra,  sans  erreur  bien  sensible  sur  les  arcs 

z'—z!' 

-—^—  répondant  aux  observations  doubles,  obtenir  leur  valeur 

par  la  proportion 
d'où 

2  q  2      ' 

Le  rapport  -î *  étant  le  même  pour  toutes  les  observations 


doubles  de  la  série,  on  le  calcule  une  fois  pour  toutes  et  on  a  alors 
rapidement  les  valeurs  approchées  de  — 5 —  pour  toutes  ces  ob- 
servations doubles,  lesquelles  valeurs  approchées  sont  suffisantes^ 
puisque  l'arc  — 5 —  n'entre  dans  l'équation  (3)  que  par  son  co- 
sinus. 

Ainsi,  on  voit  qu'en  général,  dans  la  pratique,  on  n'a  pas  besoin 
de  l'équation  (6),  sauf  dans  le  cas  oh  on  n'a  qu'une  seule  obser- 
vation double. 

220.  —  Passons  maintenant  au  calcul  de  l'équation  (3).  Cette 
équation  peut  se  mettre  sous  la  forme 

fz'  —  z"\  .      ,    .     r. 

cosscosl — -T —  — sm/smD 
fp'^p"\  V     2     y 

cosp cos  (  ^  ^  ^   1  = . ^ »      ^ 

^       \     ^     )  cos /cos  D 

On  rend  cette  équation  logarithmique  en  posant 
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cos  z  cos  I  ^!^— - —  )  =  cos  Z, 


(^)= 


(^)= 


cospcos  (i— --£-)  =  cosA, 


ce  qui  est  toujours  possible,  puisque  le  produit  de  deux  cosinus 
est  plus  petit  que  l'unité. 
La  formule  devient  alors 

.-  ^^^4      cos  Z  —  sin  /  sin  D 

(7  cos  A  = ; =r j 

cos/ cos D 
ou  en  retranchant  chaque  membre  de  l'unité 

cos  /  cos  D 

.  ..  ,      sin4[Z  +  (/--D)]sin|[Z-(/^D)] 

sm*  i  A  = ^ r 57= ^1 

^  cos  /  cos  D 

formule  logarithmique  qui  donnera  l'angle  auxiliaire  A.  Cet  angle 
pourrait  encore  s'obtenir  par  la  formule 

*  cos  /  cos  D  ' 

qui  résulterait  de  l'équation  (7)  en  ajoutant  l'unité  à  chaque  mem- 
bre, ou  encore  par  Téquation 

^ ,  ^       sîn^[Z  +  (/-D)lsin4r(Z-(/-D)1 
tangtA-    co8i(/4.D—Z)cosi  (/+D—Z)    ' 

laquelle  résulterait  de  la  division  des  deux  formules  donnant 

1  1 

sin*  9  ^  ®^  ^^^*  9  ^9  ®^  V^^  ^  l'avantage  de  permettre  le  calcul  de 

l'angle  A,  quelle  que  soit  sa  grandeur. 

L'angle  A  étant  obtenu  par  l'une  des  trois  formules  logarithmi- 
ques précédentes,  on  a  l'angle  p  par  la  formule 

cos  A 
cosp  --:  - 


cos 


M 


formule  également  logarithmique. 

Il  n'y  a  toutefois  d'avantage  à  rendre  l'équation  (3)  logarith- 
mique que  si  on  a  une  seule  observation  double  à  calculer.  Si  on 
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a  une  série  de  plusieurs  observations  du  même  astre,  il  est  plus 
court  de  mettre  tout  simplement  cette  équation  sous  la  forme 


fz'  —  z"\ 


cos  z  cos  [  ^!^— r= —  )  —  sin  /  siD  D 
cosp  =  . 


cos  /  cos  D  cos[^   ^^  j 


et  de  calculer  en  passant  des  logarithmes  aux  nombres. 

En  effet,  dans  le  cas  en  question,  sin  /sin  D  est  une  quantité 
constante  dont  le  nombre  est  à  obtenir  une  fois  pour  toutes.  On  a 
également  une  fois  pour  toutes  le  logarithme  du  produit  cos /cos  D. 
Il  n'y  a  donc  dans  chaque  cas  qu'à  prendre  le  nombre  répondant 

au  produit  COS  J5  cos  f — ^ —  Jî  on  en  retranche  le  produit  constant 
sin /sin  D,  et  du  logarithme  de  la  différence  on  soustrait  d'abord 
celui  de  cos  r"  9  )^  P^^^  ^^^^  ^®  cos /cos  D,  et  on  aie  loga- 
rithme de  cosp.  Le  calcul  se  fait  alors  avec  une  grande  rapidité. 

22i . — Examinons  maintenant  quelle  est  l'expression  de  Terreur 
que  l'on  commet  lorsqu'on  suppose,  au  lieu  d'employer  la  méthode 
précédente,  que  la  distance  zénithale  moyenne  se  rapporte  à  l'ins- 
tant milieu  des  deux  observations.  Pour  cela,  reprenons  l'équa- 
tion (3),  mise  sous  la  forme 


fz'  -  z"\ 


cos  s  cos  I  — r —  1  — sin  /  sm  D 
cosp  cos 


cos  /  cos  D 


en  y  remplaçant  cos  K  T^  }  par  1  — 2  sin'  f^  ~^  ^  et 
cos  (^  ~^  j  par  4  —2  sin«  P  ~^  \  elle  devient 

cos  a  —  sin  /  sin  D   ,  a  •  .  /p'  —  p"\ 

cosp=' .       _        +^cospsmM£ — tL] 

'^  cos/ cos  D  '^        V      ^     / 

cos /cos  D         \     4     y 

Or  admettre  la  supposition  en  question ,  c'est  admettre  que, 

conformément  à  l'équation  générale  cos  p  =  ^^g— sin /sin  D, 

'^  cos /cos  D      ' 
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c'est  par  conséquent  négliger  sur  la  valeur  de  cos  p  la  quantité 

2  cosp  sin«  (P^)  -  2  -^1-  sin-  f fJÇ^' Y 
^        \     A     J         cos/cosD        \     A     j 

Si  on  appelle  a  Terreur  qui  en  résulte  sur  Tare  p,  de  sorte  qu'on 
ait  à  la  fois  les  deux  équations 

cosz — sin/sinD 
cosp= j — , 

cos  /  cos  D 
et 

-.^«z-       \      cosj»  —  sin/sinD  ,  ^  •  *^p'—p"\ 

cosip  —  a)  = ; 1-2  cospsm*  {(—.^ 

^^       '  cos/cosD  '^        \     A     } 

2  cos*     .  ./'V  — a"\ 
cos/cosD        \^     4     y 

Il  en  résulte  en  développant  cos(p — a)  et  remarquant  que,  vu 
la  petitesse  de  Tangle  a,  on  peut  poser  cos  a= 1  et  sin  a  =  a  sin  1", 
puis  en  retranchant  les  deux  équations  Tune  de  l'autre 


(8)  asinpsini"  =  2cospsin'[Ç-— £-j 


2C0SS 


cos /cos 


Remplaçant  cosjs  par  sa  valeur  sin/sinD  +  cos /cos  D  cos  ;>,  et 
divisant  par  sin  josinl'',  il  vient 


2tangJtangpcoseçg 

.ff  sm 

sm  1' 


-(^) 


formule  dans  laquelle  a  est  exprimé  en  secondes  d'arc  et  qui  pour- 
rait servir  à  corriger  l'angle  horaire  obtenu  par  la  méthode  an- 
cienne pour  obtenir  l'angle  horaire  réel. 

Dans  cette  expression  de  a,  le  second  terme  devient  nul  si 
l'observateur  est  à  l'équateur,  car  alors  tang/=0.  Ce  deuxième 
terme  est  également  nul  si  l'étoile  est  à  l'équateur,  car  tangD=0. 

Le  premier  terme  est  toujours  positif,  car  sin^  ^  est  toujours 
plus  grand  que  sin  — ~ — ,  sauf  si  l'astre  observé  et  l'observateur 

Â 
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sont  tous  les  deux  dans  l'éguateur^auquel  cas,  le  premier  terme 
est  nul,  car  alors  z'  — z"  =/>'  — p\  On  voit  donc  que  a  est  nul  si 
Tobservation  est  faite  à  Téquateur  sur  une  étoile  équatoriale, 
puisque,  dans  cette  condition,  le  second  terme  est  également 
nul.  Mais,  hors  ce  cas,  le  premier  terme  n'est  jamais  égal  à  zéro. 

Si  /  et  D  sont  de  signe  contraire,  le  second  terme  de  a  devient 
positif;  a  se  trouve  alors  composé  de  la  somme  de  deux  termes 
positifs.  Si  /  et  D  sont  de  même  signe,  il  est  composé  de  la  diOé* 
rence  de  deux  termes. 

On  peut  encore  donner  à  l'expression  de  a  une  autre  forme,  en 
remarquant,  comme  nous  l'avons  vu  précédemment  (n^  218),  que 

sin  I  — - —  I  =  cos/ cosD -r— ^ sm  { ^   ^^  J, 
V    2     y  smj5      \     2     y 

ou,  si  les  arcs  — 5 —  et      ex      sont  petits, 

sm  (  — - —   ==  cos /cosD  -r— ^ sm  (  ^    ,  ^  )  ; 
\     ^     J  sm  2       \^     4     y 

il  vient  alors,  en  reportant  cette  valeur  dans  l'équation  (8), 


= \—^ — L  fcot  f)  — 


(9)   a  = ^^ — L  (cot  p— cot  jzcosecjs  cos  /cosDsin o). 

sml 

Cette  formule  est  d'un  emploi  plus  commode  que  la  précédente 
dans  les  cas  où  on  voudrait  corriger  la  valeur  obtenue  par  la  méthode 

ordinaire,  car  elle  ne  nécessite  pas  le  calcul  de  l'angle  — t — . 

222.  —  Dans  ce  qui  précède,  nous  avons  supposé  que  la  décli- 
naison de  l'astre  observé  était  la  même  lors  des  deux  observations 
qui  ont  fourni  une  distance  zénithale  double.  Ceci  n'a  lieu  que  pour 
les  étoiles.  Il  est  vrai  que  ce  sont  les  astres  que  l'on  doit  toujours 
choisir  de  préférence  lorsqu'on  emploie  le  théodolite  pour  la  déter- 
niination  de  l'heure.  Toutefois  il  importe,  dans  le  cas  oîi  on  aurait 
obsené  le  soleil,  la  lune  ou  une  planète,  de  pouvoir  également 
calculer  l'observation  avec  précision.  Pour  le  soleil,  l'astre  le  plus 
employé  après  les  étoiles,  la  variation  de  déclinaison  est  assez 
f^le  pendant  le  court  intervalle  qui  sépare  les  deux  observations, 
pour  que  l'on  puisse  employer  la  déclinaison  qui  répond  à  l'instant 
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moyen  des  deux  pointés.  Toutefois,  nous  allons  indiquer  uoe  mé- 
thode pour,  avec  un  astre  dont  la  déclinaison  varie,  effectuer  le 
calcul,  en  tenant  compte  de  la  variation  de  la  déclinaison.  U  faut 
seulement  avoir  au  préalable  corrigé  de  la  parallaxe  les  distances 
zénithales,  ce  qu'on  fait  en  corrigeant  du  double  de  la  parallaxe 
répondant  à  la  moyenne  hauteur  les  doubles  distances  zénithales 
obtenues,  comme  on  le  fait  d'ailleurs  pour  la  réfraction. 

Appelons  D  la  déclinaison  répondant  à  l'instant  moyen  des 
deux  observations,  et  D  +  p  celle  qui  répond  à  la  première  obser- 
vation, D  —  p  sera  celle  de  la  seconde.  On  a  alors  les  deux  équa- 
tions suivantes,  dans  lesquelles  :;'  et  £'  sont  les  distances  zénithales 
vraies  : 

cos  js'  =  sin  l  sin  (D  -h  p)  4-  cos  /  cos  { D  +  p)  cos  j>', 
cos  a"  =  sin  /  sin  (D  —  p)  +  cos  /  cos  (D  —  p)  cos  /)", 

ou  en  développant  les  sinus  et  les  cosinus  de  D  -i-  3  et  de  D  —  p , 
et  en  ajoutant  les  deux  équations 


cos  i + coss"  =  2  sin  /  sin  D  cos  p  4-  cos  /  cos  D  cos  p  (cos  p'  +  cos  f) 

+C0S / sin  Dsin  p  (cosp"  —  cos/)'), 


ou  encore 

cos 


x)s /^fi^^^'j cos  r^l— llWsin/sinDcosp 
+COS  /  cos  D  cos  p  cos  (  ^^i^  J  cos  (  ^-^^-^ 


4-c 


'OS  /  sin  D  sin  p  sin  (^  "T^  )  sin  (  S ^V 

En  posant,  comme  précédemment ,  ^   ^  ■=,  z  et  ^    ^  =/), 


on  a 
cos  2  cos 


— 3-I.  j=sin/sinDcosp  -hcos/cosDcospcos»cos(^-3^) 
•+-  cos  /sin  D  sin  p  sin  p  sin  y~^  \ 

Dans  cette  équation,  remplaçons  p  par  p  -i-y,  il  vient  en  négli- 
geant le  terme  en  sin  p  sin  y  sin  (^  ~^^  J  qui  est  du  3"  ordre, 
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cos2cosf  — - — }=ssin/smDcosB 
+  cos/cosDcospcospcos  Ycos  r  -  T^  ) 
—  cos/cosDcospsinpsinY  cos  [  ^  ~^  J 
+COS  /sin Dsin psinp  cos y  sin  f*^  "7      j* 

Déterminons  maintenant  y  P&r  Isi  condition  d'égaler  à  zéro  les 
deux  derniers  termes  du  second  membre,  nous  aurons 

(a)  tang  y  =  tang  D  tang p  tang  Ç'  ~^  j, 

et  il  nous  reste  l'équation 

cos J5 cos  (  — ^-^  j  =siD  /  sin  D  cos^ 

+  cos  /  cos  D  cos  p  cosp  cos  Y  cos  r    T     J» 
d'où  on  tire 
(6)  cosp  cos  (^  'Z^  )  cos  Y 

cos  5C0S  f  — ^ —  j  —  sin  /sin  D  cos  p 
!  cos/ cos  D  cosp  ' 

y  étant  d'abord  déterminé  par  l'équation  (a),  et  — - —  par  la  mé- 

thode  ordinaire;  en  employant  pour  déclinaison  celle  qui  répond 
à  l'instant  moyen,  tout  est  connu  dans  l'équation  (d),  qui  donne 
alors  cos/7.  On  la  rend  logarithmique  en  posant 

cosp  cos  r  T^   1  cos  Y  =  cos  A,        ^^^cos  (  ^  ~^  )  =  cos  Z. 
\^     2     /  cos  p       \^    2    y 


La  première  équation  est  toujours  possible,  la  deuxième  ne  ces* 

serait  de  l'être  que  si  z  étant  voisin  de  0%  cos — = —  était  plus 

grand  que  cos  %  mais  cela  n'a  jamais  lieu  dans  le  cas  des  obser- 
vatioQs,  car  on  n'entreprend  pas  de  déterminer  les  angles  horaires 
avec  un  astre  au  zénith  ;  donc  la  seconde  équation  est  également 
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toujours  possible  dans  le  cas  des  observations.  L'équation  {b)  de- 
vient alors 

A      cos  Z  —  sin  /  sin  D 

cos  A  = z =r > 

cos  /  cos  D 

équation  qui,  comme  nous  l'avons  vu,  se  transforme  en 

sini[Z+(/~'D)]smKZ-(^~D)] 
^  ^  cosi  (/+  D  — Z)cos  i  (/  +  D+  Z) 

On  détermine  donc  A  par  cette  formule  logarithmique ,  et  on  a 
ensuite 

cos  A 


(c)  cos  p  =  — 

cos 


(^-2^)  "^  ^ 


formule  également  logarithmique  qui  donne  la  valeur  de/?,  et  alors 
/?  +y  est  l'angle  horaire  cherché. 

Si  rintervalle  des  deux  observations  était  un  peu  grand  et  si 
l'astre  observé  était  la  lune,  il  faudrait  pour  calculer  Tobservation 
double  recourir  au  procédé  que  je  viens  dindiquer. 

223 . — Ce  même  procédé  peut  encore  servir  à  utiliser  une  obser- 
vation double  dans  laquelle  on  n'aurait  pas  observé  la  même  étoile 
aux  deux  observations,  mais  deux  étoiles  voisines  et  par  conséquent 
diOérant  peu  de  déclinaison.  Une  méprise  de  ce  genre,  quoique 
rare,  peut  avoir  lieu  quand,  faisant  une  longue  série  d'observa- 
tions au  théodolite  répétiteur,  on  observe  par  un  temps  très- 
chargé  de  nuages.  Elle  se  manifeste  en  ce  qu'un  des  groupes  de 
deux  observations  ne  concorde  pas  avec  les  autres.  On  peut  alors 
facilement  reconnaître  quelle  étoile  a  pu  6tre  prise  entre  les 
nuages  pour  celle  qu'on  voulait  observer,  et  en  essayant  le  calcul, 
on  reconnaît,  s'il  y  a  accord  parfait,  que  la  méprise  a  réellement  eu 
lieu.  Dans  un  calcul  de  ce  genre,  on  prend  pour  D  la  moyenne  des 
déclinaisons  des  deux  étoiles,  et  pour  p' — p"  la  différence  du  temps 
des  pointés  exprimée  en  arc  ±  la  différence  des  ascensions  droites 
des  deux  astres,  suivant  que  cette  différence  augmente  ou  diminue 
la  différence  des  angles  horaires,  ce  qu'on  reconnaît  à  première 
vue.  C'est  à  l'aide  de  cette  valeur  de  p' — p"  qu'on  calcule  la  valeur 
approchée  de  z'^-z";  mais  il  faut  pour  cela  que  la  différence  des 
déclinaisons  soit  très-petite.  Si  elle  dépasse  quelques  minutes,  il 
faut  calculer  z' — s!'  d'une  autre  manière* 
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Pour  cela  on  diOerentie  par  rapport  à  js,  D  et  P  la  formule  gé- 
nérale 

cos  z  s=  sin  /  sin  D  +  cos  l  cos  D  cos  P, 

et  on  a 

.        (cos  /  sinD  cos  P  —  sin  /  cosD)  dP-f-  cos/  cos  D  sin  PdP . 

Sin  2 

remplaçant  alors  les  difierentielles  par  les  variations  qui  sont 
z!-~z"  pour  la  différence  de  distance  zénithale,;?'  —  /?"pour  la 
différence  d'angle  horaire,  et  D'  —  D"  pour  la  différence  de  dé- 
clinaison ,  il  vient 


«'—«"= 


(cos  /  sin  D  cos  P—  sin  /  cos  D)  (D'  —  D^^)  +  cos  /  cos  D  sin  P  (p' — p") 

sin  s 

En  remplaçant  dans  cette  formule  cos  P  par  1  —  2  sin^  ^  P, 
mettant  pour  sin*  ^  P,  sa  valeur 

sini[«  +  (/-D)]sini[z-(/-D)] 

cos  /  cos  D  ' 

et  pour  sin  P  sa  valeur  qui  est,  d'après  le  n'  218, 


H^sinj|g+(/— D)1sin|[2-(/— D)Jcos|(/+D— 3)cos|(/+D+^) 

cos/ cos  D 

il  vient,  en  posant  pour  abréger  /— D  =  aet/+D  =  ô, 

•'  ^z!'=(  —  sino— 2tangDsin|(g-f-a)  sin^(g-^a)^  ,^,  _  ^„ 
\  sinjs  p  ' 

âl^sin  A  («  -*-  a)  sin  ^  (z —  a)  cos  {(b  +  z)  cos  J  {b  —  z) 
+ IITT^ [P'-Pl- 


sin  z 


Dans  cette  formule,  on  met  pour  ^  la  demi-distance  zénithale 
donnée  par  l'observation,  pour  D  la  moyenne  des  déclinaisons  des 
deux  étoiles,  et  pour/?'  — p"  sa  valeur  obtenue,  comme  nous 
l'avons  dit  précédemment.  La  valeur  de  p  donnée  ensuite  par 
l'équation  (c)  du  numéro  précédent  se  rapporte  à  l'instant  moyen 
des  observations  et  à  un  astre  fictif  dont  l'ascension  droite  serait 
la  moyenne  des  ascensions  droites  des  deux  étoiles  observées.  Par 
conséquent  on  connaît  en  cet  instant  l'angle  horaire  de  chacune 
des  deux  étoiles,  en  ajoutant  à  /?  la  différence  de  cette  moyenne  et 
de  leur  ascension  droite. 
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En  calculant  la  valeur  de  2'  —  5"  par  la  formule  précédente, 
on  peut  utiliser  des  observations  où  les  deux  étoiles  observées  ar- 
riveraient jusqu'à  différer  de  quelques  degrés  en  déclinaison. 

224.  —  Il  résulte  de  ce  qu'on  peut  calculer  les  observations  don- 
nant la  somme  des  distances  zénithales  de  deux  étoiles  diOérentes  de 
la  même  région  du  ciel  que,  dans  un  cas  de  ciel  défavorable  où  on 
a  besoin  d'un  angle  horaire  pour  utiliser  des  séries  antérieures 
pour  la  latitude  ou  la  longitude,  on  peut,  pour  accélérer  les  obser- 
vations, si  surtout  on  craint  que  le  ciel  ne  se  couvre  tout  à  fait,  chan- 
ger d'étoiles  dans  le  cours  des  observations.  Les  ouvrages  théori- 
ques ne  prévoient  pas  ce  cas.  Mais,  dans  la  pratique,  on  re- 
connaît qu'on  peut  avoir  besoin  de  recourir  à  ces  changements, 
et  tel  est  le  motif  pour  lequel  j'ai  donné  quelques  développements 
à  cette  théorie. 

Si  les  deux  étoiles  observées  étaient  dans  des  régions  du  ciel 
éloignées  l'une  de  l'autre,  les  formules  précédentes  ne  seraient 
plus  applicables.  Cependant  les  observations  pourraient  être  en- 
core utilisées.  En  effet,  en  appelant  p  l'angle  horaire  de  la  pre- 
mière étoile  observée,  D'  sa  déclinaison,  B  l'excès  de  son  ascen- 
sion droite  sur  celle  de  la  seconde  étoile,  et  G  la  différence  en 
temps  sidéral  et  réduite  en  arc  des  temps  des  observations  des  deux 
étoiles,  on  aurait  en  appelant;?"  l'angle  horaire  de  la  seconde  étoile 

f  =;>'  +  C  +  B, 

ou  en  posant  G  +  B  =  <p 

fi'  =  ;?'  4-  ^. 

Si  donc  D''  est  la  déclinaison  de  la  seconde  étoile,  2  z  la  double 
distance  zénithale  donnée  par  l'observation,  et  si  z'  et  2"  sont  les 
distances  zénithales  des  deux  étoiles  au  moment  de  leurs  obser- 
vations, on  a  les  trois  équations  : 

cos  /  =  sin  /  sin  D'  4-  cos  /cosD'  cos  p', 
cos  J8"  =  sin  /  sin  D"H-  cos  /  cos  D"  cos  (/?'  -f-  y), 

Ges  trois  équations  ne  renferment  que  trois  inconnues  :  5*,  r" 
et/)';  on  voit  donc  qu'elles  peuvent  ôlre  toutes  les  trois  déterminées. 

Si  9  est  très-grand  et  si  D'  et  D"  sont  très-différents,  le  mieux  à 
faire  est  de  résoudre  ces  équations  parles  approximations  successi- 
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ves.  Pour  cela  on  substitue  dans  les  deux  premières  équations  une 
valeur  approchée  k  pour/?',  valeur  qu'on  peut  toujours  connaître 
d'après  l'heure  approchée  de  l'observation  donnée  par  le  chro- 
nomètre. On  en  tire  les  valeurs  correspondantes  de  z'  etz";  on 
donne  ensuite  à  p  une  valeur  un  peu  phis  grande  A  -f-  m,  et  on 
obtient  de  nouvelles  valeurs  pour  2'  et  s".  Soient  a  la  valeur  de 
z  +  z"  déduite  du  premier  calcul,  et  p  la  valeur  déduite  du  se- 
cond. On  forme  alors  la  proportion 

a  — p  :  m  ::  a  —  2x1  \p'  ^k, 

d'où 

*  — P 

Si  la  quantité  • — est  très-petite,  la  valeur  de  /)'  ainsi 

obtenue  sera  très-exacte  ;  si  cette  quantité  est  un  peu  grande,  on 
,  prend  pour  valeur  de  k  la  nouvelle  valeur  de  p'  ainsi  obtenue,  et 
on  recommence  les  calculs,  après  quoi  on  a,  avec  une  approxima- 
tion suffisante,  la  valeur  de  jd'. 

On  voit  donc  que  dans  la  pratique  on  peut,  au  besoin,  observer 
des  étoiles  quelconques  toutes  les  fois  que  le  temps  y  oblige.  Le 
seul' avantage  que  l'on  a  à  continuer  toujours  les  observations  sur 
le  même  astre,  provient  de  ce  que  les  calculs  sont  alors  plus  rapi- 
des. Mais  comme  les  calculs  définitifs  ne  se  font  ordinairement 
qu'après  les  voyages,  les  observateurs  ne  doivent  pas,  pour  s'as- 
treindre à  observer  le  même  astre,  manquer  les  observations  ou 
déterminer  l'état  du  chronomètre  trop  loin  de  l'instant  d'un  phé- 
nomène observé. 

225.  —  Lorsqu'on  observe  un  astre  à  déclinaison  variable  comme 
le  soleil,  la  lune  ou  les  planètes,  la  déclinaison  pour  l'instant  des 
observations  n'est  connue  qu'autant  qu'on  connaît  l'heure  exacte  des 
observations.  Or,  précisément  les  calculs  d'angle  horaire  ont  pour 
but  de  déterminer  cette  heure.  On  ne  connaît  donc  par  le  calcul 
que  l'heure  approchée,  et,  par  conséquent,  la  déclinaison  appro- 
chée. Après  avoir  obtenu  l'heure,  il  faudrait  donc  recommencer 
les  calculs  avec  la  nouvelle  déclinaison,  en  considérant  l'heure 
ainsi  obtenue  comme  une  nouvelle  approximation,  plus  grande 
toutefois  que  la  première.  Mais  si  les  obsei*vations  de  la  série 
sont  nombreuses,  il  est  plus  simple  de  corriger  le  résultat  au 
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moyen  de  la  différentiation  de  la  formule  générale  de  la  trigo- 
nométrie sphérique, 

cos  z  =  sin  /  sin  D  -t-  cos  l  cos  D  cosp. 

En  considérant  dans  cette  formule  z  et  l  comme  constants,  la 
diCTérentiation  fait  connaître  la  variation  de  p  par  rapport  à  D.  En 
effectuant  cette  différentiation,  on  a,  en  efTet, 

0  =  (sin  /cos  0  —  cos/  sin  D  cosp)  dO  —  cos/cosDsin  pdp^ 

d'où 

dp  _  sin  /  cos  D  —  cos/  sin  D  cosp  . 
rfD  ""  cos  /  cos  D  sinp  ' 

p  et  D  étant  approximativement  connus  (et  on  emploie  ceux 
qui  se  rapportent  à  l'instant  moyen  de  la  série),  on  peut  calculer 

le  second  membre,  et  on  a  la  valeur  très-approchée  de  ^*En  mul- 
tipliant cette  valeur  de  •-£.  par  la  correction  qu'il  faudrait  ap-  ' 

pliquer  à  la  déclinaison,  on  a  la  correction  à  appliquer  à  Tangle 
horaire  moyen  fourni  par  la  série,  sans  pour  cela  recommencer 
tous  les  calculs  de  cette  série.  Si  on  emploie  les  étoiles,  dont  les  dé- 
clinaisons sont  fixes,  on  est  débarrassé  de  ces  corrections.  Au 
point  de  vue  de  la  rapidité  des  calculs  comme  à  celui  de  la  préci- 
sion des  résultats  obtenus,  les  observations  sur  les  étoiles  doivent 
donc  toujours  être  préférées. 

3*  Cas  d'une  somme  de  plusieurs  distances  zénithales. 

226.  -f-  Ce  cas  a  lieu  si  le  théodolite  a  été  employé  comme  instru- 
ment répétiteur.  L'arc  final  lu  sur  l'instrument  est  alors  la  somme 
d'une  série  de  distances  zénithales  obtenues  à  des  instants  connus. 
Ce  cas  rentre  dans  le  précédent  si  on  a  eu  soin  de  lire  l'arc  sur  le 
limbe  après  chaque  observation  double,  et  je  vais  faire  voir  que, 
dans  cette  manière  de  procéder,  l'avantage  de  la  répétition  subsiste- 

En  effet,  chaque  double  distance  zénithale  estdonnée  alors  par  la 
différence  des  deux  lectures  consécutives  faites  sur  le  limbe.  Or  si 
l'unedes  lectures  a  été  faite  trop  grande,  ce  qui  donnerait  un  arc  trop 
grand,  on  aura  un  arc  trop  petit  de  la  même  quantité  pour  la 
double  observation  faite  après  celle-ci,  quand  on  vient  à  retran- 
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cher  de  la  suivante  cette  lecture  trop  grande.  Soit  donc  x  l'excès 
d'une  lecture,  excès  d*où  résulterait  pour  une  observation  Tangle 
trop  grand  de  Xy  et,  pour  la  suivante,  l'angle  trop  petit  de  x. 
L'angle  horaire,  répondant  à  la  première  observation,  sera  trop 
grand  de  la  quantité  x  multipliée  par  une  fonction  de  z^  et  celui 
de  la  seconde  observation  sera  trop  petit  de  la  même  quantité  x 
multipliée  par  la  même  fonction.  Or,  dans  l'intervalle  de  deux 
séries  consécutives,  la  position  de  l'astre  n'a  été  que  peu  changée, 
de  sorte  que  z  et  p  ont  très-peu  varié ,  et,  par  conséquent,  la 
fonction  qui  multiplie  x  n'a  varié  que  d'une  quantité  inapprécia- 
ble. La  moyenne  des  deux  observations  deviendra  donc  indépen* 
dante  de  a:  à  une  grandeur  près  du  second  ordre ,  et,  par  consé- 
quent, la  moyenne  générale  de  toutes  les  observations  de  la  série 
sera  indépendante  des  lectures  intermédiaires,  et  ne  dépendra  que 
de  la  lecture  d'origine  et  de  la  lecture  finale,  de  sorte  que  les  er- 
reurs de  graduation  et  de  lecture  se  trouvent  divisées  par  le 
nombre  des  observations,  comme  si  les  lectures  intermédiaires 
n'avaient  pas  existé  et  n'avaient  pas  été  employées  dans  le  calcul. 
Mais,  outre  la  facilité  des  calculs  qui  se  font  alors  par  la  méthode 
du  cas  précédent,  le  grand  avantage  qui  résulte  de  ces  lectures  in- 
termédiaires, consiste  en  ce  qu'on  est  sûr  du  nombre  des  répéti- 
tions, nombre  qui  se  trouve  vérifié  par  la  loi  de  variation  des  diffé- 
rences des  lectures  consécutives,  de  sorte  que  des  accidents  dans  la 
série  deviennent  immédiatement  manifestes.  Ainsi,  si  une  des  vis  de 
l'instrument  n'a  pas  été  bien  serrée,  on  s'en  aperçoit  par  la  diver- 
gence des  résultats,  et  ce  cas  se  distingue  immédiatement  de  celui 
des  erreurs  de  lectures  en  ce  qu'une  observation  seule  est  altérée, 
tandisqu'une  erreur  dans  une  des  lectures  intermédiaires  auraitagi 
en  sens  contraire  sur  deux  résultats  consécutifs^  de  sorte  que  leur 
moyenne  se  serait  accordée  avec  les  autres  pour  donner  le  même 
état  du  chronomètre.  On  reconnaît  ainsi  les  anomalies  qui  pro- 
viennent des  erreurs  de  lecture,  et  comme  elles  n'altèrent  pas  le 
résultat,  on  reste  sans  inquiétude  sur  la  valeur  de  la  série,  tandis 
que  les  accidents  des  vis  se  reconnaissent  et  permettent  de  rejeter 
un  résultat  vicieux,  tout  en  employant  le  reste  de  la  série.  Dans 
le  cas  d'anomalie  dans  un  des  résultats  partiels,  il  est  bon  toute- 
fois, avant  de  les  rejeter,  de  s'assurer  si  cette  anomalie  ne  viendrait 
pas,  dans  le  cas  de  mauvais  temps,  d'une  erreur  d'étoile.  Mais  si 
en  essayant  les  étoiles  voisines  de  même  grandeur,  on  n'arrive 
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pas  à  des  résultats  concordants  avec  les  autres,  alors  l'erreur  vient 
certainement  des  vis,  et  l'observation  fautive  doit  être  rejetée.  Les 
lectures  intermédiaires  servent  aussi  de  vérification  h  la  lecture 
finale  et  h  la  lecture  primitive.  De  fait^  en  considérant  toutes  les 
erreurs  possibles  qui  peuvent  s'introduire  dans  une  série  au  théo- 
dolite répétiteur,  on  voit  qu'il  est  très-imprudent  de  faire  une 
telle  série  d'observations  sans  prendre  note  des  lectures  intermé- 
diaires, qui  donnent  les  moyens  de  faire  connaître  ces  erreurs  et 
de  rejeter  celles  des  observations  qui  en  seraient  affectées.  Avec 
la  précaution  de  détruire  le  jeu  des  vis  de  rappel  et  de  faire  toutes 
les  lectures  intermédiaires,  le  théodolite  répétiteur  se  trouve  à 
l'abri  des  objections  qu'on  lui  a  faites^  et  reste  le  plus  parfait  des 
instruments  propres  à  mesurer  les  angles. 

227.  —  Toutefois,  si  une  ou  deux  des  lectures  intermédiaires 
avaient  été  oubliées^  la  série  n'en  serait  pas  moins  bonne^  car  la  loi 
des  variations  des  lectures  précédentes  et  suivantes  ferait  facilement 
connaître  si  la  somme  des  arcs  dont  les  lectures  ont  été  oubliées 
ne  renferme  pas  d'anomalie.  Seulement,  dans  ce  cas,  le  calcul  de  la 
somme  d'arcs  en  qtiestion  ne  pourrait  plus  être  fait  par  les  métho- 
des que  nous  avons  indiquées,  et  comme  il  y  a  avantage  à  tenir 
compte  de  toutes  les  observations  pour  assurer  la  totalité  du  béné- 
fice de  la  répétition,  nous  allons  indiquer  le  moyen  de  calculer 
une  série  dont  les  lectures  intermédiaires  n'ont  pas  eu  lieu.  On 
appliquera  alors  cette  nouvelle  méthode  à  la  partie  de  la  série 
dans  laquelle  elles  ont  été  oubliées. 

Soient  z\z'\  z'" chacune  des  distances  zénithales  d'une 

étoile,  distances  dont  la  somme  seule  est  connue.  Soieni  p',p\ 
p'" les  angles  horaires  correspondants.  On  a  les  équations 

cos  2'=  sin  /  sin  D  +  cos  /  cos  D cosp 
cos  z"=  sin  /  sin  D  -4-  cos  /  cos  D  cosp" 
(A)         {         cos  j5'"=  sin  /  sin  D  +  cos  l  cos  D  cos  p'" 

m 

cos  jr.  =  sin  /  sin  D  +  cos  /  cos  D  cosp^. 

Soient  z  la  distance  zénithale  moyenne  et  P  l'angle  horaire  qui 
lui  répondrait,  angle  donné  par  l'équation  connue 
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Soit  maintenant  P  +  y,  l'angle  horaire  moyen  de  la  série, 
qui  répond  à  rinstant  moyen  des  observations.  Appelons  a' ,  a" , 

d" a„  la  différence  du  temps  des  observations  et  de  l'instant 

moyen,  réduite  en  temps  sidéral  et  transformée  en  arc  (les  pre- 
mières différences  seront  négatives,  les  dernières  positives^  mais 
nous  admettons  que  les  lettres  ron forment  leur  signe).  Nous  au- 
rons alors 

p'  =  P  +  y  — a',    p''=P  +  y— o" p«  =  P4-y  — «.. 

Posons2'=Z'  +  6',z"  =Z"  +  A". -».=Z„  +  ô„,  équa- 
tions dans  lesquelles  b\b'\ b^  sont  de  petites  quantités  arbi- 
traires, et  substituons  ces  valeurs  de  p\z\p\  5",  etc.,  dans  les 
équations  (À),  il  viendra 

CCS  Z'  cos  6' —  sin Z'  sin  i'  =  sin  /  sin  D  -h cos  /  cos D  cos  (P  —  a')  cos  y 

—  cos  /cos  D  sin  (P  —  a*)  sin  y, 
fosZ"cos6" —  sin  Z"  sin  6"=sin  /sin  D  +  cos  /cos  D  cos  (P — a")  cosy 

—  cos  /  cos  D  sin  (P  —  a")  sin  y, 

cos  Z'"  cos  6'"— sin  Z"'sin  6'"=sin  /  sin  D-hcos  /cos  D  cos(P— a'")  cos  y 

—  cos  /  cos  D  sin  (P  —  a'")  sin  y, 

cos  Z,  cos  6.— sin  Z,  sin  ô.  =  sin  /  sin  D-f-cos  /  cos  D  cos  (P — û,)  cosy 

—  cos  /cos  D  sin  (P  —  aj)  sin  y; 

comme  A',  A",  ô'", ô„  sont  arbitraires,  posons 

Isin  Z'  sin  b'  =  cos  /  cos  D  sin  (P  —  a!)  sin  y 
sin  Z"  sin  6"=  cos  /  cos  D  sin  (P  —  a")  sin  y 
sin  Z.  sin  fr«  =  cos  /  cos  D  sin  (P  —  a.)  sin  y 

y  étant  un  très-petit  arc,  nous  pouvons  poser  sin  y=y  et  cos  y 
=  1.  Or,  comme  les  seconds  membres  des  équations  (B)  sont  très- 
petits,  tandis  que  Z',  Z",  Z'" Zn  sont  nécessairement  assez 

grands,  puisqu'on  n'observe  pas  tout  près  du  zénith,  on  voit 
que  la  condition  que  nous  avons  supposée,  d'après  laquelle  b\ 
*">  etc.,  seraient  de  très-petits  arcs,  est  possible  avec  les  équa- 
tions (B).  Nous  poserons  donc  cos  A'  =  1 cos  ou,  =1,  et 

sin  6' =6',  sin  b"  z=i  b" sinA„,  =  6„.  Afors  les  équations 

ci-dessus  deviennent 
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cosZ'  =  siD/sinD  +  cos/cosDcos(P  —  a*), 
cos  Z"  =  sin  /  sin  D  +  cos  /  cos  D  cos  (P  —  a"), 
cos  Z'"=  sin  /  sin  D  +  cos  /  cos  D  cos  (P — a'"), 

cos  Z.  =  sin  /sin  D  +  cos  /cosDcos (P — aj, 

équations  dans  lesquelles  P  —  a',  P — a", P  —  a.  sont  con- 
nus, de  sorte  que  ces  équations  déterminent  Z',  Z",Z"'...Z,. 
Les  équations  (B)  deviennent 

., cos  /  cos  D  sin  (P  —  o") 

~  sinZ'  ^> 

.„      cos  /  cos  D  sin  (P  —  a") 

,  ,„      cos  /  cos  D  sin  (P  —  a'") 

* iEr' y' 

.         COS  /  cos  D  sin  (P —  o  J 

équations  dont  tous  les  seconds  membres  sont  connus,  moins  y; 
en  les  ajoutant,  nous  avons 

A' _i_  A"  _i- #.'"  _i-      _i_A y  COS  l  cos  D  sin  (P  —a) 

'  sinZ 

j       1        11    ^  cos /cos  D  sin  (P— a)     ,  ,.,, 

dans  laquelle  2 .    „  ^ est  une  quantité  connue  que 

nous  appellerons  H. 
Nous  aurons  alors 

z'  +  z"  +  z"'  +  ...  +  «.  =  Z'  +Z"  -l-Z'"-^  ...  +  Z.  +H  y. 

Mais  z'  +  5"  -^  s'"  + -H  :Sfl»  est  connu,  c'est  Tare  mz  lu  sur 

l'instrument;  Z',  Z",  Z'". . .  Z„  sont  également  connus,  de  sorte  que 
leur  somme  que  nous  appellerons  M  l'est  également.  L'équation 
devient  donc 

m4  =  M-i-Hy,  d'où         y=^^~ — , 

équation  dans  laquelle  le  second  membre  composé  de  quantitc^ 
connues  tait  connaître  y,  et  comme  P  est  connu,  on  connaît  Tan- 
gle  horaire  P  +  y  répondant  à  l'instant  moyen  de  la  série. 
228*  —  La  méthode  précédente  se  simplifie  beaucoup  si  la  du- 
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rée  totale  de  la  série  qu'il  s'agit  de  calculer  est  courte  et  ne  dépasse 
pas  10  à  12  minutes. 
En  effet,  reprenons  l'équation  générale 

(1)  cos2  =  siQ/sinD  +  cos/cosD  cosP; 

Si  on  y  remplace  z  par  z  -h  S^?  et  P  par  P  -f-  ^  P,  en  représentant 
par  z  la  distance  zénithale  moyenne  de  la  série  et  par  P  Tangle 
horaire  qyii  a  lieu  pour  cette  distance  z,  il  vient  en  développant 
les  cosinus  de  z-^^z  et  P  4-  ^P  et  en  remplaçant  les  cosinus  de 
Iz  et  de  JP  par  1  —  2  sin  '^  ^z  et  1  —2  sin'  \  *P  et  en  ayant 
égard  à  l'équation  (1), 

(â)      2  C0S2 sin' \^z+  sin  z  sin  Ss  =  2  cos  / cos  D  cos P  sin* \  oP 

+  cos  /  cos  D  sin  P  sin  8P. 

Remplaçant  sin  ^z  par  î z  sin  1"  et  sin  ^ Ppar  î  P  sin  1",  ce  qui 
est  possible  si  la  série  est  de  peu  de  durée,  et  résolvant  par  rap- 
port à  ^P,  cette  équation  devient 


.«.        gp ^^  }  COS  /  cos  D  sm  i 


•) 


sinl'' 
sin  z  . 

cos  /  cos  D  sm  P 

Sin*|îP  et  sin  '|  ^z  sont  de  très-petites  quantités  par  rapport  à 
sin  )P  et  sin  ^z.  Si  donc  on  les  néglige  dans  l'équation  (2),  il  vient 
approximativement 

sin  2  sin  $2  =  cos/ cos  D  sin  P  sin  $P, 

ou  encore 

.    ,  ^^      cos/cosDsinP   .    ,  ^^ 
smiôjsz=  : smiSP. 

^  sm  5  ^ 

Substituant  cette  valeur  très-approchée  de  sin  \  8z  dans  l'équa- 
tion (3),  cette  équation  devient 

/.x     gp 2sin' j  8P  /     .  p  ^  cosf  cosDsin  Pcotg\ 

sin  1"     \  1  sin^  j 

cos  /  cos  D  sin  P 

Dans  cette  formule,  8  P  est  pour  chaque  observation  la  diffé- 
rence de  l'angle  horaire  répondant  à  cette  observation  avec  l'an- 
gle horaire  qui  répondrait  àla  distance  zénithales,  valeur  moyenne 
de  la  série.  La  somme  des  ^P  pour  toutes  les  observations  de  la 
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série  est  donc  la  correction  à  appliquer  à  l'angle  horaire  P  répon- 
dant à  la  distance  zénithale  z  et  donné  par  l'équation  générale  (1). 
En  appelant  donc  ip  la  correction  à  ajouter  à  l'angle  horaire  P 
ainsi  calculé  pour  avoir  l'angle  horaire  moyen  de  la  série,  on  a 

f    *n      cos/cosDsinPcot3\  V  2sin*iôP 

v-.-(^cotp ^5;^^ j^-iiirF- 

sin::         ^^^^ 


cos/cosDsinP 


Or  z  étant  la  distance  zénithale  moyenne  de  la  série^  ou  l'arc 
somme  lu  sur  le  limbe  et  divisé  par  le  nombre  des  observations, 
il  s'ensuit  que  2  jz=o,  car  2  jz  n'est  autre  que  la  ditférencede 
toutes  les  distances  zénithales  avec  leur  moyenne,  somme  qui  est 
nécessairement  nulle.  On  a  donc  définitivement 

,^.        ^  /    .n      cos/cosDsînPcotz'N  «  2sin"iôP 

(5)        0/}=— (cotP : )2 :—fr, — y 

\  siaz  J         sml' 

formule  dans  laquelle  :;  est  la  distance  zénithale  moyenne  donnée 
par  l'observation,  P  l'angle  horaire  correspondant  donné  par  l'équa- 
tion (1)  et  jP  la  différence  réduite  en  arc  entre  l'instant  de 
chaque  observation  et  la  moyenne  des  instants  de  toutes  les  obser- 
vations de  la  série.  L'angle  horaire  répondant  à  cette  moyenne 
des  instants  de  toute  la  série  est  alors  P  +  ^p. 

On  a  pour  les  calculs  de  latitude  construit  sous  le  nom  de  ta- 
bles de  réduction  au  méridien,  des  tables  dans  lesquelles  on  entre 
avec  l'angle  horaire  ^Pexprimé  en  temps  et  qui  donnent  directe- 

2  sin*^  ÎP 
ment  les  valeurs  de — .    ?„    .  Avec  ces  tables,  le  calcul  de  la  for- 

sm  1  ' 

mule  précédente  se  fait  très-rapidement. 

En  terminant  nous  ferons  remarquer  que  si  on  a  des  séries  de 
distances  zénithales  de  la  même  étoile  ou  de  deux  étoiles  de  dé- 
clinaison peu  différente  observées  à  l'est  et  à  l'ouest  du  méridien, 
l'heure  qu'on  en  pourra  tirer  sera  sensiblement  indépendante  de 
l'effet  des  erreurs  des  tables  de  réfraction  et  des  flexions  de  l'ins- 
trument. Ces  dernières  sont  au  reste  négligeables  dans  les  petits 
instruments. 

En  traitant  plus  tard  des  longitude»,  nous  ferons  voir  que  le? 
observations  dans  le  voisinage  du  premier  vertical  offrent  des 
avantages  particuliers  pour  la  précision  des  résultats. 
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Détei*mination  de  l'heure. 

229.  —  Lorsqu'on  a  déterminé  l'angle  horaire  d'un  astre  dont 
on  connaît  l'ascension  droite,  l'heure  sidérale  de  l'observation  est 
immédiatement  connue;  en  effet  en  appelant  H  l'heure  sidérale, 
AR  l'ascension  droite  exprimée  en  temps  conformément  à 
Tusage  adopté  dans  les  éphémérides,  et  P  l'angle  horaire  réduit  en 
temps,  et  qui  est  positif  si  l'astre  est  à  l'ouest  du  méridien  et  néga- 
tif s'il  esta  l'est,  l'ascension  droite  du  point  de  l'équateur  céleste 
qui  est  au  méridien  est  AR  +  P;  et  cette  ascension  droite  n'est  au- 
tre que  l'heure  sidérale;  on  a  donc  pour  déterminer  H,  l'équation 

H  =  AR-f-P, 

formule  dans  laquelle  il  faut  avoir  bien  soin  de  donner  à  P  son 
signe.  Si,  au  contraire,  H  et  P  sont  connus,  cette  équation  déter- 
mine l'ascension  droite. 

230.  —  L'heure  sidérale  H  étant  connue,  il  est  facile  d'obtenir 
Theurede  temps  moyen  correspondante. 

Pour  cela,  on  cherche  d'abord  quelle  heure  sidérale  il  était  à 
midi  moyen  du  lieu  d'observation.  Les  éphémérides  donnent  pour 
chaque  jour  de  l'année,  sous  le  titre  de  temps  sidéral  à  midi  moyen^ 
celte  heure  sidérale  à  midi  moyen  pour  le  premier  méridien.  En  ap- 
pelant L  la  longitude  occidentale  de  la  station  par  rapport  au  méri- 
dien auquel  se  rapporte  l'éphéméride,  L  étant  supposé  réduit  en 
heuresetfraction  décimale  d'heure,  il  sufQt  d'ajouter  aux  nombres 
donnés  par  l'éphéméride  le  nombre  de  secondes  représenté  par 
l'expression  9',8S6S  x  L  pour  avoir  les  heures  sidérales  répondant 
à  midi  moyen  pour  le  lieu  d'observation.  Ainsi  T  étant  le  temps 
sidénal  à  midi  moyen  pour  le  premier  méridien  à  une  date  quel^ 
conque,  T  +  9*,8S6S  x  L  est  le  temps  sidéral  à  midi  moyen  à  la 
même  date  de  l'année  pour  le  lieu  dont  la  longitude  occidentale 
est  L.  Nous  l'appellerons  T|. 

Tj  étant  calculé,  comme  nous  venons  de  le  dire,  pour  la  date  as- 
tronomique de  l'observation,  c'est-à-dire  pour  le  midi  précédant 
1  observation,  H — ^Tj  est  laquantitéde  temps  sidéral  qui  s'est  écoulée 
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depuis  midi  moyen  (1).  Or  la  seconde  sidérale  est  plus  courte  que 
la  seconde  moyenne,  puisqu'en  vingt-quatre  heures  de  temps 
moyen  où  il  y  a  86400'  de  temps  moyen,  il  y  a  86636%5S54  de 
temps  sidéral.  En  appelant  donc  H'  la  quantité  de  temps  moyen 
écoulée  depuis  midi ,  c'est-à-dire  l'heure  moyenne,  on  a  la  proportion 


d'où  on  tire 


H'  :  H  —  T,  ::  86400  :  86636,5554, 


H'  =  (H  -•  TO  X  8  Jae^v 


formule  dans  laquelle  H — T,  a  dû  être  réduit  en  secondes,  et  alors 
H'  est  donné  en  secondes  et  on  le  transforme  ensuite  en  heures, 
minutes  et  secondes. 

On  a  fait  des  tables  à  l'aide  desquelles  on  évite  ces  transforma- 
tions de  H  — Ti  en  secondes,  et  par  lesquelles  H'  ou  l'heure 
moyenne  est  directement  donnée  en  heures,  minutes  et  secondes. 
Ces  tables  donnent  pour  chaque  nombre  d'heure<«  «idérales  de  i  à 
24  le  nombre  d'heures,  minutes  et  secondes  moyennes  correspon- 
dantes, et  pour  chaque  nombre  de  minutes  et  secondes  sidéra- 
les de  i  à  60,  les  nombres  de  minutes  et  secondes  moyennes 
correspondantes.  Les  mêmes  tables  donnent  en  outre  la  transfor- 
mation des  centièmes  de  secondes  sidérales  en  centièmes  de  secon- 
des moyennes.  Avec  ces  tables,  le  calcul  de  H'  se  fait  très-rapide- 
ment; on  transforme  successivement  les  heures,  les  minutes  et  les 
secondes  de  H — Ti  en  heures,  minutes  et  secondes  moyennes, 
et  la  somme  de  ces  heures,  minutes  et  secondes  ainsi  transformées 
est  la  valeur  de  H' . 

231.  —  D'après  ce  qui  précède,  il  est  facile  de  voir  comment 
doit  se  résoudre  le  problème  inverse  du  précédent,  c'est-à-dire  la 
recherche  de  l'heure  sidérale  répondant  à  l'heure  moyenne. 

On  transformera  l'heure  moyenne  H'  en  temps  sidéral,  en  la 

multipliant  par  — ôïïtââ —  après  l'avoir  réduite  en  secondes,  on 
aura  alors  le  nombre  de  secondes  sidérales  écoulées  depuis  midi 

(i)  Il  importe  de  remarquer  que  si  H  était  plus  petit  que  T,,  il  faudrait  lui 
ajouter  24**.  11  faut  faire  bieu  attention  en  prenant  T  dans  les  épbémérides 
ù  ce  que  ce  soit  la  valeur  de  T  qui  répond  au  midi  précédant  l'obsenatiuu. 
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moyen^  et  on  réduira  ce  nombre  en  heures,  minutes  et  secondes  (1  )• 
En  y  ajoutant  ensuite  Ti,  ou  le  temps  sidéral  à  midi  moyen,  donné 
comme  précédemment,  on  aura  l'heure  sidérale  H. 

On  aura  ensuite  sans  difficulté ,  et  avec  son  signe  ^  l'angle  ho- 
raire P  d'un  astre  quelconque,  car  l'équation  du  n""  229  donne 

F  — H  — AR. 

232.  —  Nous  avons  précédemment  indiqué  le  moyen  d'obtenir 
l'angle  horaire  lorsque  les  observations  ont  fait  connaître  la  dis- 
tance zénithale  d'un  astre  dont  la  déclinaison  est  connue.  Le  pro- 
blème inverse  consistant  à  trouver  la  distance  zénithale  d'un  astre 
dont  on  connaît  l'angle  horaire  et  la  déclinaison,  est  parfois  utile 
dans  les  calculs.  Ce  problème  est  d'une  grande  simplicité,  car  la 
fonnule  générale  de  la  trigonométrie  sphérique  donne,  comme 
nous  l'avons  vu,  en  appelant  z  la  distance  zénithale, 

cos  2  =  sin  /  sin  D + cos  /  cos  D  cos  P, 

formule  qui  détermine  la  distance  zénithale  z  cherchée. 

Pour  rendre  cette  formule  logarithmique,  remarquons  qu'elle 
peut  s'écrire 

cos  s  =  sin  /  (sin  D  +  cot  /  cos  D  cos  P)  ; 

si  nous  posons 

tangf  =  cot/  cosP, 

il  viendra 

.,,.-.,,               ^.        .    , /sin  D  cos  9  4- sin  9  cos  D\ 
coss  =  8m/(sinD  +  lang9COsD)  =sm  /f 1 î 1» 

ou 

/*\  •    »sin(D+9) 

(A)  cos  js  ==  sm  /  — ^^ — ^-"» 
'  cos® 

La  formule  (A)  ^  laquelle  on  joint  l'équation 

(B)  tang  ç  =  cot  /  cos  P, 

qui  détermine  9,  donne  donc  la  distance  zénithale  z  par  une  for- 
mule logarithmique. 

(1)  Cette  opération  est  abrégée  par  les  tables  de  conversion  du  temps 
iQoyen  en  temps  sidéral^  tables  dont  l'usage  est  semblable  à  celui  des  tables 
de  conversion  du  temps  sidéral  en  temps  moyen. 

24 
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Dans  réquation  (B)  il  faut,  suivant  le  signe  de  tang  f ,  donner 
à  l'arc  f  la  valeur  positive  ou  négative  qui  est  inférieure  à  90"* 
comme  valeur  absolue. 

Les  équations  précédentes  donnent  z  par  un  cosinus  ;  consé- 
quemment  quand  la  distance  zénithale  est  petite,  cette  distance 
n'est  pas  obtenue  avec  une  grande  exactitude.  Or,  en  remplaçant 
dans  la  formule  générale  de  la  trigonométrie  sphérique  cos  P  par 
1  —  2  sin  •  I  P,  cette  formule  devient 

(a)  cos  2  =  cos  (/  —  D)  -r-  2  cos  /  cos  D  sin  "  ^  P . 

En  retranchant  chaque  membre  de  l'unité ,  cette  équation  de- 
vient 

(b)  sin  »  J  s  =  sin  4  (/ — D)H-  cos  /  cos  D  sin  '  i  P, 

formule  qu'on  rend  facilement  logarithmique  en  mettant  cos  / 

cos  D  sin'i  P  en  facteur  commun  et  en  posant 

sini(/— D)         .,    .    ,    , 

tang  6=  ■: — ,  ^/^ ,       .,,  il  vient  alors,  en  remarquant  que 

^      sm  ^  P  K  cos  /  cos  D 

i  +  tang* p  =  sec*  p, 

^ sin  \  P 

sin  J  s  =  l/cos  /  cos  D  ^^^^  ■ 

C'est  cette  formule  qui  devra  être  employée  quand  l'astre  est 
voisin  du  zénith. 

Toutefois  si  P  était  plus  petit  que  /  —  D,  il  y  aurait  avantage  à 

mettre  sin' ^  (/—  D)  au  lieu  de  cos  /  cos  D  sin  '  |  P  en  facteur 

sin  i  P 

commun,  et  alors  on  poserait  tang  a  =  l/cos  /  cos  D  -: — j^  s?^^  y\\ 

et  on  aurait  de  la  môme  manière  sin  i  z  =  — li-H-J. 

'  cos  a 

Quand  P  et  (/ — D)  sont  des  arcs  de  quelques  minutes  seule- 
ment, on  peut  dans  l'expression  de  tang  a  remplacer  les  sinus  par 
les  arcs. 


DÉTERMINATION   DES   LATITUDES  PAR   DES  OBSERVATIONS   hZ   HAUTSUR* 

233,  —  Pour  le  problème  des  latitudes  comme  pour  celui  des 
angles  horaires,  il  y  a  à  considérer  les  cas  où  on  a  des  distances 
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zénithales  simples  (sextant,  cercle  de  réflexion,  etc.)  et  celui  où 
on  a  seulement  des  distances  zénithales  doubles  ou  multiples 
(théodolite). 

Lorsque  l'heure  est  connue  exactement,  ce  qui,  par  exemple, 
peut  avoir  lieu  par  l'emploi  d'une  lunette  méridienne  (n°  97),  une 
distance  zénithale  mesurée  hors  du  méridien  peut  donner  la  lati- 
tude au  moyen  d'un  calcul  assez  simple. 

En  effet,  dans  le  triangle  formé  par  l'astre  E,  le  zénith  Z  et  le 
pôle  P,  on  connaît  deux  côtés,  savoir  :  i*"  la  distance  z  de  l'astre 
au  zénith,  qui  n'est  autre  que  la  distance  mesurée  par  l'instru- 
ment et  corrigée  de  réfraction  ;  2**  la  distance  de  l'astre  au  pôle, 
qui  est  le  complément  de  la  déclinaison  D  de  l'astre,  et  de  plus  on 
connaît  l'angle  opposé  à  la  distance  zénithale,  lequel  est  l'angle 
horaire  P.  On  connaît  donc  deux  côtés  et  un  angle  opposé  à 
l'un  d'eux  ;  on  peut  par  conséquent  déterminer  le  troisième  côté, 
qui  est  la  distance  du  zénith  au  pôle  ou  le  complément  de  la 
latitude. 

Pour  résoudre  ce  triangle,  abaissons  de  la  position  E  de  l'astre 
observé  un  arc  de  grand  cercle  perpendiculaire  au  méridien,  et 
soit  M  le  point  où  cet  arc  rencontre  le  méridien.  Dans  le  trian- 
gle rectangle  PME  formé  par  cet  arc,  par  le  méridien  du  Heu  et 
par  le  méridien  de  Tastre,  on  a 

lang  PM  =  lang  PE  cos  P  ; 

mais  tang  PE=  cotD;  l'équation  peut  donc  s'écrire 

tang  PM  =  cot  D  cos  P      ou      cot  PM  =  ÎEI^. 
°  cosP 

Cela  posé,  remarquons  que  le  problème  a  deux  solutions,  car  si 
de  l'astre  E,  comme  centre,  on  décrit  un  cercle  avec  la  distance  zé- 
nithale z  observée,  ce  cercle  coupera  le  méridien  en  deux  points 
également  espacés  du  pied  M  de  l'arc  perpendiculaire  abaissé  du 
même  point  E  sur  le  méridien.  Il  y  a  donc  deux  latitudes  répon- 
dant à  la  donnée  de  l'observation.  Appelons  /  la  plus  grande  de 
ces  deux  latitudes  et  /'  la  plus  petite.  La  distance  du  point  M  à 

l'équateur  est  égale  à— ^,  par  conséquent  PM  =  90**— — ^ 

on  a  donc 


,       //+/'\      tangD 
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/ P 

et  la  distance  du  zénith  au  point  M  ou  Z  M  est  égale  à  — ^ — 

Dans  le  triangle  PEM,  on  a  encore  cos  PE = cos  PM  ces  EM,  d'où 

sinD 


cos  EM  = 


^m 


en  mettant  pour  cos  P  E  et  cos  PM  leurs  valeurs. 
Maintenant  dans  le  triangle  rectangle  EMZ,  on  a  cos  ZM  = 

— ^rrt  ou,  en  mettant  pour  cos  E  M  sa  valeur  précédente, 


cosj: 

//  — 1'\  V      2      / 

cos 


sin  D 

l—l 
Si  —5—  n'est  pas  trop  petit,  cette  équation  peut  déterminer  sa 

valeur  et  en  la  joignant  à  Téquation  tang  T— 5^-  )  ^  — ^  q"i 

fait  d'abord  connaître  l'arc — ^9 on  a  l'arc /en  ajoutant  ces  deux 

arcs,  et  en  les  retranchant  on  obtient  l'arc  t^  c'est-à-dire  les  deux 
solutions  du  problème.  La  connaissance  de  la  latitude  approchée, 
connaissance  que  l'on  a  toujours  ,  indique  celle  des  deux  solu- 
tions qu'on  doit  choisir. 

234.  —  Mais  si  ^ —  est  petit,  sa  valeur  ne  peut  être  bien  fixée 

par  un  cosinus,  et  il  faut  t&cher  d'obtenir  une  formule  qui  donne 

Pour  cela  remarquons  que  dans  le  triangle  rectangle  Z  M  E,  on  a 

tang  Z  M  =  tang  ZE  cos  EZM  =  tang  ZE  l^i  —  sin"ËZM, 
ou 

tang  (^^)  =  tang  z  U^l  — sin^EZM  ; 

mais  on  a  par  la  règle  des  sinus 

sin  EZM  =2^, 
'Sinx 
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et  daos  le  triangle  rectangle  P  E  M  on  a 

sinEM=  sin  EPM  sin  PE 
ou 

sin  EM  =  sin  P  cos  D; 

reportant  cette  valeur  de  sin  E  M  dans  celle  de  sin  E  ZM ,  il  vient 

c;«w7w      sinPcosD 

sin  bZM  = : — • —  j 

sms 

et  substituant  cette  valeur  dans  celle  de  tang  f  — ^ —  J ,  on  a 

//—A       ,  .  /■]       sin' P cosVD 


d'où 


-«■(^0=^('-^^=:^¥^) 


OU  encore 

,  //  —  /'\ sin'z  —  sin' P  ces*  D 


'^■(^) 


COS"  z 


a  ^ 


Le  problème  peut  donc  se  résoudre  dans  tous  les  cas  par  les 
deux  équations  suivantes 


tangri+0=^' 
®V    2    y       cosP 


et 

z  —  sin*  P  C08*  D 


COS'jS 


a  m 


La  seconde  formule  n'est  pas  logarithmique,  mais  on  peut  la 
rendre  telle  en  posant 

sinP  cosD  =  siDcp^ 
car  alors  elle  devient 


lang'  f^~n  =  sin*  z  —  sin*  y  _  sin  (a  4-») sin  (g 

\     ^     J  COS*Z  C08*Z 


-?) 


Les  calculs  pour  déterminer  —^  par  la  tangente  sont  donc  un 
peu  plus  longs  que  pour  la  déterminer  par  le  cosinus,  et  c'est  pour 
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/ /' 

cela  que  si  on  a  lieu  de  soupçonner  que  Tare  est  grand  la 

formule  du  cosinus  est  plus  commode.  Mais,  hors  ce  cas,  la  formule 
de  la  tangente  doit  ôtre  préférée. 

SiTastre  a  été  observé  exactement  au  méridien,  la  formule 

tang(^)  =^  se  réduit  à  tang  (^-^)  =  tang  D,  d'où 
— —  =D  etsinf— ^ — j  =  sin  D.  La  formule  cos  T    o  "  )  ^ 

sm  f  — ^ — J  cos  z  . ,,  .^., 

: — K se  réduit  alors  à  cos  (  — ^r—  Y— cos  5,  d'où  -rr- 

sm  D  V    2    /  '  2 

=  z  :  on  a  donc  les  deux  équations 

i±i'  =  D        ^^=., 

d'où 

/n^D  +  3        et        /'  =  D— 5. 

La  première  solution  est  la  vraie  si  Tastre  passe  au  méridien  en- 
tre le  zénith  et  réquateur,  et  la  seconde  si  Tastre  passe  entre  le 
zénith  et  le  pôle. 

Les  valeurs  de  /  =D  -4-  2  dans  le  premier  cas,  /  =D  —  z  dans 
le  second,  sont  évidentes û/>rf  on,  mais  nous  avons  voulu  faire  voir 
comment  elles  dérivent  naturellement  des  formules  pour  les  dis- 
tances zénithales  prises  hors  du  méridien,  lorsqu'on  donne  à  ce:^ 
formules,  comme  nous  Tavons  fait,  la  forme  qui  renferme  les  deux 
solutions,  au  lieu  de  mettre  des  doubles  signes,  comme  on  a  Tha- 
bitude  de  le  faire.  La  forme  avec  les  deux  solutions  est  toujours 
plus  claire  à  l'esprit  que  celle  des  doubles  signes. 

235. — Venons  maintenant  à  la  solution  générale  par  la<iuelle  on 
obtientla latitude  par  des  observations  extra-méridiennes  dedistan- 
ces  zénithales  simples  ou  multiples. 

Soient  toujours  /la latitude,  D  la  déclinaison  d*une  étoile,  2  la 
distance  zénithale  observée  et  P  l'angle  horaire,  on  a  Téqualion 

cos  z  =  sin  /  sin  D  +  cos  /  cos  D  cos  P. 

Remplaçons  cos  P  par  sa  valeur 

1  — 2sin«iP, 
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il  vient 

cos  z  =  cos(/  —  D) — 2cos/cos  D  sin'  ^P. 

Or/ — Dest  la  distance  zénithale  que  possède  Tétoile  quand 
elle  passe  au  méridien ,  et  ce  passage  a  lieu  par  rapport  au  zénith  du' 
côté  de  réquateur  si  D  est  plus  petit  que  l,  et  du  côté  du  pôle  si  D 
est  plus  grand  que/,  auquel  cas  / —  D  est  négatif.  S11  s'agissait  du 
passage  inférieur  d'une  circompolaire,  il  faudrait  dans  cette  for- 
mule remplacer  D  par  180*  —  D.  Mais  en  général  on  n'emploie 
pas  les  passages  inférieurs  des  circompolaires  pour  des  détermi- 
nations de  latitude  par  les  hauteurs  circumméridiennes. 

/—  D  étant  donc  la  distance  zénithale  de  l'étoile  quand  elle 
passe  au  méridien,  z — (/ — D)  est  l'excès  de  sa  distance  zénithale 
observée  sur  sa  distance  zénithale  méridienne,  et  c'est  cette  quan- 
tité que  nous  allons  nous  proposer  de  déterminer  ;  car,  pour  chaque 
observation,  en  la  retranchant  de  la  distance  zénithale  obser- 
vée, on  réduira  celle-ci,  à  ce  qu'elle  aurait  été  au  méridien,  et  par 
conséquent  à  / — D.  Or  connaissant  / —  D  et  D,  on  en  déduira  /, 
et  le  problème  sera  résolu. 

Posons  donc  z — (/  —  D)  =  i,  i  est  la  correction  cherchée.  L'é- 
quation précédente  peut  s'écrire 

cos  (/  —  D)  —  cos  s  =  2  cos  /  cos  D  sin'  {  P, 
ou 

sin  \  [  5  — (/—  D)]  sini  [s-h  (/—  D)  ]  =cos  /cos  Dsin'i  P, 

ou  encore 

/.v  •    i  .      cos /cos  D  sin' iP 

(A)  sin  4  I  =-: — r-7 ; ^• 

^  ^  ^         sin  i  (s  4-  /  —  D) 

Dans  le  second  membre  z  et  D  sont  connus.  Si  on  connaît  l'heure 
de  l'observation,  on  connaît  aussi  P  (n'*231).  Il  n'y  a  donc  d'inconnu 
dans  le  second  membre  que  /,  mais  on  connaît  toujours  sa  valeur 
plus  ou  moins  approchée.  On  substitue  donc  cette  valeur  approchée 
dans  le  second  membre ,  et  on  en  déduit  une  valeur  approchée 
de  I,  avec  laquelle  on  obtient  une  valeur  très-approchée  de  la  lati- 
tude qu'on  substitue  une  seconde  fois  dans  l'équation  (A),  et  on  a 
alors  la  vraie  valeur  de  /  dans  les  limites  d'erreur  de  l'observa- 
tion. 

236.  — Il  est  facile  de  reconnaître  que  la  substitution  de  la  valeur 
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approchée  de  /  dans  réquation  (Â)  conduira  par  cette  méthode  à 
une  valeur  très-approchée  de  /.  Soit  en  effets,  la  valeur  approchée 
en  question  et  /=X  +  «  la  valeur  réelle  de  la  latitude.  En  substi- 
tuant à  /  dans  l'équation  (A)  sa  valeur  X  +  « ,  cette  équation 
devient  en  développant 

.    I  ._  (cos X cos «  — sin X sin a)  cos D sin*  { P 

^   ~~  sini(s+X  — D)cos^a  +  siniacos4(2  4-X  —  D)' 

Or,  comme  a  est  un  petit  angle,  en  ne  gardant  que  les  termes  du 
premier  ordre  en  a,  nous  pouvons  poser  cos  a  =  1 ,  et  de  plus 

fsini  (z  +  X  —  D)  -h  cos  i  (s  +X  -  D)  sin* al  ~  * 

i  COSi(g+X-D)      ;        , 

~8mi(s-+-X-D)      sin'i(5+X-.D)       ^    ' 

l 
pourvu  toutefois  que  ^{^-\-l — D)  ne  soit  pas  un  très-petit  arc, 

c'est-à-dire  pourvu  que  l'étoile  ne  soit  pas  observée  dans  le  voisi- 
nage immédiat  du  zénith,  et  telle  n'est  pas  en  général  la  condition 
des  observations  employées,  car  on  choisit  une  étoile  passant  au 
moinsàSoulO^duzénith.  On  a  donc  en  négligeant  les  termes  en 


sin' a 


,  , cosXcosDsin*  ^P 

sinj  (3-hX  —  D) 


sm^t  = 


cosACosDsm*lPcos4(5-hX  — D)    .    , 
sm4(2-f-X— D)  * 

sinXcosDsin'iP    . 
sin  i  («-+-/ — D) 

ou  en  appelant  i,  la  valeur  approchée  de  i  donnée  par  l'équation 

.    ,  .       cosXcosDsin'iP 
*  sini(«-|-A — D) 

résultant  de  la  substitution  de  X  à  /  dans  l'équation  (A)  et  rempia- 
çant  sin  a  par  2  sin  ^  a,  on  a 

sin^t  =  sin  J  i,  (i  —  [cot i  (s -+- X  —  D) 4- 2 lang X]  sin|  «]• 

I 

Cette  équation  montre  que,  pourvu    que  cot.  5(;5-4-/ — D) 

+2tangX  ne  soit  pas  une  très-grande  quantité,   c'est-à-dire 
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pounu  que  ^  (z  +  / — D)  ne  soit  pas  un  très-petit  arc  ou  queX  ne 

soit  pas  très-voisin  de  90**,  le  terme  Tcot  ^  (2  -H  X — D) + 2  tang  X  j 

i  1 

sin  ^a  sera  très-petit  par  rapporta  Funité,  car  sin  ^  a  est  un  très- 

petit  arc,  etconséquemment  inedifféreradeii  que  d'une  très-petite 
fraction  de  sa  valeur.  Sauf  donc  pour  des  lieux  voisins  du  pôle  ou 
pour  des  étoiles  observées  tout  près  du  zénith,  la  valeur  de  1  sera 
obtenue  très-approximativement^  en  substituant  X  à  /  dans  l'équa- 
tion (A),  et  par  conséquent  on  aura  une  valeur  très-approchée  de  la 
latitude  en  calculant  1  à  l'aide  de  cette  substitution.  £n  substituant 
alors  la  valeur  de  /ainsi  obtenue,  on  aura  une  nouvelle  valeur  de 
ij  d'où  on  tirera  la  latitude  avec  une  approximation  suffisante. 

237.  —  Mais,  au  lieu  de  répéter  les  approximations  successives, 
on  arrive  plus  vite  au  résultat  par  l'interpolation  proportionnelle. 
Pour  faire  comprendre  cette  méthode,  soit  X  la  valeur  approchée 
delà  latitude.  On  calcule  pour  chaque  observation  les  valeurs  de  t, 
en  substituant  X  à  /  dans  l'équation  (A).  Soient  alors  i,,  t.,  etc., 
les  valeurs  correspondant  à  chaque  observation,  on  retranche  de  la 
moyenne  z  des  distances  zénithales  mesurées,  la  somme  t,  +  f,  + 
...  4-  la  des  arcs  ainsi  obtenus,  divisée  par  le  nombre  n  des  ob- 
servations; nous  appellerons  m  le  résultat  de  cette  division.  La 
différences — m  donne  une  valeur  de  / — D  approchée,  et  on  en 
tire  une  nouvelle  valeur  approchée  de  la  latitude,  valeur  qui  sera 
z-^m+  D,  et  que  nous  appellerons  X..  Gela  fait,  on  calcule  avec 
une  autre  latitude  X  4-  «,  un  peu  plus  différente  de  X  que  ne  l'est 
\,  mais  dans  le  même  sens ,  les  nouvelles  valeurs  de  i  pour  cha- 
que observation.  Soient  alors  iî  -f-î'j. . .  -f-  i'n  la  somme  de  ces 
arcs,  on  la  divise  par  n  comme  précédemment,  et,  soit  m' le  ré- 
sultat de  cette  division,  on  obtient  alors,  en  le  retranchant  de  z, 
une  nouvelle  valeur  de  / — D,  d'où  on  tire  l=-z — m'-hD=X,. 

Nous  savons  maintenant  qu'un  changement  a  dans  la  lati- 
tude X  primitivement  supposée  a  introduit  une  différence  m!  — m 
dans  la  correction  calculée.  Soit  alors  /=X  +  ar  la  vraie  latitude, 
la  différence  introduite  par  la  valeur  de  x  dans  le  calcul  de  la  cor- 
rection à  appliquer  à  la  distance  zénithale  moyenne  pour  avoir 
/-*D  sera  donnée  par  la  proportion 

a  :  m'  —  rniix  :  y^ 
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d'où 

w!  —  m 
y=  X. 

a 

Ainsi  la  correction  à  appliquer  à  la  distance  zénithale  moyenne,  si 

on  faisait  le  calcul  avec  la  vraie  valeur  X  4-  a:,  serait  m  -| x. 

^  et, 

La  vraie  valeur  de  / — D,  qui  peut  alors  s'écrire  X  +  a: — D,doit 

donc  être  égale  à  z — m x.  Ainsi  on  a  Téquation 

oc 

A+a: — D=zz  —  m x, 

a 

d'où 


.r  = 


.    .   m  —  m 
1  H 


Mais  z — m  +  D  est  ce  que  nous  avons  appelé  primitivement  X, 
c'est-à-dire  la  latitude  calculée  par  la  première  approximation,  et 
en  ayant  égard  à  ce  que  \=:z  —  m-f-D  et  X,=z — m'-*-D, 
on  a  m'  —  mz=:\  —  X,. 
Donc 

>,  — X 
a  -f-  X|  —  X, 

et  la  vraie  latitude  est  alors 


X  + 


A 


a  4-  X,  —  X, 


expression  dans  laquelle  X  est  la  première  latitude  supposée,  X,  la 
latitude  calculée  avec  la  formule  (A)  dans  l'hypothèse  de  /=X,  X,  la 
latitude  calculée  dans  l'hypothèse  de  /=X+  a,  et  par  conséquent 
a  la  différence  des  deux  latitudes  avec  lesquelles  on  a  calculé,  diffé- 
rence qu'on  choisit,  comme  nous  l'avons  dit  précédemment,  de 
telle  sorte  que  X  4-  x  doive  être  compris  entre  X  et  X  -h  a.  Suivant 
le  sens  de  l'erreur  primitivement  commise  sur  X,  a  peut  être  po- 
sitif ou  négatif,  et  il  faut  bien  faire  attention  à  lui  conserver  dans 
le  calcul  de  la  formule  le  signe  qu'on  lui  a  donné. 

La  méthode  de  l'interpolation  proportionnelle  entre  les  résultats 
des  calculs  pour  deux  valeurs  rapprochées  est  bien  préférable  à 
celle  des  approximations  successives,  car  on  n*a  besoin  défaire 
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que  deux  fois  le  calcul  de  toute  la  série ,  tandis  que,  pour  obtenir 
la  même  exactitude  par  les  approximations  successives  dans  les 
cas  peu  favorables  à  cette  dernière  méthode ,  il  faudrait  le  faire 
trois  ou  quatre  fois.  Ces  cas  défavorables  ont  lieu ,  par  exemple , 
quand  la  latitude  est  très-grande,  ou  si  l'astre  a  passé  très-près  du 
zénith  ;  or ,  dans  ces  circonstances ,  l'interpolation  peut  encore 
fonctionner.  Sa  rigueur  ne  cesserait  que  si  on  avait  pris  primiti- 
vement une  latitude  très-erronée,  auquel  cas  on  aurait  été  conduit 
à  prendre  pour  a  une  valeur  un  peu  grande.  Mais  alors  on  obtien- 
drait une  valeur  encore  très-approchée,  et  il  suffirait  de  refaire  le 
calcul  avec  cette  valeur  approchée,  et  en  comparant  le  résultat  de 
la  même  manière  avec  la  plus  voisine  des  deux  valeurs  primitives 
X  etX  +  a  employées  pour  les  deux  premiers  calculs,  on  obtiendrait 
une  approximation  toujours  suffisante. 

Ce  n'est  pas  seulement  dans  le  cas  des  déterminations  de  lati- 
tude que  la  méthode  des  interpolation.^  proportionnelles  l'emporte 
sur  celle  des  approximations  successives.  Dans  tous  les  problèmes 
d'astronomie  où  les  approximations  successives  sont  employées, 
l'interpolation  proportionnelle  peut  leur  être  substituée  avec  avan- 
tage. 

238.  —  La  formule  (A)  du  n"*  235  n'est  pas  exactement  celle 
qu'on  a  l'usage  d'employer  pour  la  réduction  au  méridien  des  dis- 
tances zénithales  circumméridiennes.  Mais  elle  offre  sur  la  formule 
ordinaire  d'assez  grands  avantages.  Pour  le  faire  voir,  nous  allons 
donner  cette  dernière. 

Nous  avons  déjà  vu  précédemment  que  l'équation  fondamen- 
tale de  la  trigonométrie  sphérique  se  transforme  dans  la  suivante 

ces  s  =  cos  (/ — D)  — 2cos  /  cosD  sin'  i  F . 

En  posant  js  =  / —  D  +  î,  cette  équation  devient 

cos  (/— D)  cos  t — sin  (/  —  D)  sin  t=  cos  (/ — D)— 2  cos  /  cos  D  sin^  P  ; 

1 

remplaçant  cos  i  par  1  —  2  sin*  ^  *\  on  a 

(B)     îcos  (/  —  D)  sin'  ^  i  -h  sin  (Z  —  D)  sin  i  =  2  cos  /  cos  D  sin'  ^  P, 

\  { 

ou,  comme  l'arc  i  est  très-petit,  en  remplaçant  sin  —  i  par^r-sin  t, 

2  COS  /  cos  D  sin  4  P       ,      , ,,      rxv  .  ,  . 
sin  I  = '. — 77 — Trr^ *  cot  [l  —  D)  sm»  I  : 
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sin*  t  étant  uae  tràs-petite  quantité,  on  le  néglige  provisoirement, 
ce  qui  donne 

j    . 8  cos/cos  D  sin'jP 

sin  ^  —  D 

Substituant  cette  valeur  approchée  de  sin  t  dans  le  second  membre 
de  l'équation  précédente,  il  vient  alors 


(C) 


isOsin' jP 


sin{/  — B) 

_  î  colU-D)  /'£^i£2i£^liPY. 
^        '  \_       sin  /  —  D       J 


Telle  est  l'équation  usitée,  mais  elle  a  l'inconvénient  d'être 
composée  de  deux  termes,  tandis  que  l'équation  (A)  n'en  a  qu'un, 
et  malgré  cela  l'équation  (A)  offre  encore  l'avantage  d'être  rigou- 
reuse, tandis  que  l'équation  (C)  n'est  qu'approchée. 

Pour  faciliter  le  calcul  de  l'équation  (G),  on  remplace  sin  i  par 
t  sin  1"  afin  d'exprimer  i  en  secondes,  alors  il  vient 

-r,,    .      2  sin'  i  P  /cos  /  cos  D\      2  sin*  i  P  /cos  /  cos  D V     . ,,     ,,, 
et  on  a  formé  des  tables  qui  donnent  en  secondes  les  valeurs  de 


sin  i"  sin  1" 

chaque  observation  individuelle ,  le  calcul  est  plus  long  que  par 
la  formule  (A),  pour  laquelle  d'ailleurs  on  peut  aussi  se  servir  des 

tables  qui  donnent  — .■    ',    exprimé  en  secondes,  tables  qui  por- 
tent le  nom  de  tables  de  réduction  au  méridien. 
En  effet,  ta  formule  (A)  est 


'"'         sin4(3-(-/  — b) 

En  y  remplaçant  sîn  ^  t  par  -s  i  sin  1",  ce  qui,  tant  que  les 

bservations  sont  très-voisines  du  méridien,  est  aussi  bien  posà- 
ile  qu'avec  la  formule  (C),  il  vient 

-g,  .^aain'jP/     eosfcosD      \ 

*^  '  sin  l"    ^■in4{*  +  /— D)/ 
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2  sin'-  P 
On  voit  donc  qu'on  peut  prendre  — : — jV  dans  les  tables  de 

réduction  au  méridien,  et  alors  si  on  calcule  une  seule  observation , 
le  calcul  sera  moins  long  qu'avec  l'équation  (D). 

Mais  l'avantage  de  la  formule  (D)  est  de  faciliter  le  calcul  d'une 
série  observée  au  théodolite  répétiteur,  lorsqu'on  n'a  pas  lu  les  an- 
gles intermédiaires.  En  effet,  dans  ce  cas,  on  cherche  dans  les  tables 

2  sin*  -  P 
de  réduction  au  méridien  les  valeurs  de  — : — ^  pour  les  divers 

sm  1     '^ 

instants  d'observation,  c'est-à-dire  pour  les  diverses  valeurs  de  P^ 
et  on  fait  la  moyenne.  On  fait  de  la  même  manière  la  moyenne  des 

diverses  valeurs  de  — .    J,    .  Comme  les  tables  donnent  ces  quan- 

sml  ^ 

tltés  en  nombres  et  non  en  logarithmes,  le  calcul  des  moyennes 
est  assez  rapide.  Ce  sont  ensuite  ces  moyennes  qu'on  multiplie  res- 

cos/cosD    ^        /cos/cosD\2      .,     _.   _ _  . 
pectivement  par  g;^^^_p^  et  par  (^sin(/— D)y       ^  ^^^*  ^^^^ 

si  ce  procédé  est  très-commode  pour  réduire  une  série  d'observa- 
tions de  distances  zénithales  circumméridiennes  dont  on  n'a  que 
la  somme  et  les  instants  d'observation,  il  a  le  défaut  de  ne  pas 
permettre  de  comparer  les  résultats  partiels  pour  voir  si  quelque 
accident  ne  s'est  pas  introduit  dans  les  observations.  Nous  avons 
déjà  dit  en  traitant  de  l'angle  horaire  qu'avec  le  théodolite  répéti- 
teur, il  est  toujours  prudent  de  lire  l'angle  après  chaque  observation 
de  double  distance  zénithale.  C'est  même  réellement  indispensable 
à  cause  des  accidents  qui  peuvent  se  produire,  et  des  erreurs  de 
comptage  et  des  erreurs  d'étoiles,  parfois  possibles.  Pour  profiter 
de  tout  l'avantage  de  ces  lectures,|il  est  utile  de  réduire  les  obser- 
vations deux  à  deux  afin  déjuger  de  l'accord  partiel  des  résultats. 
Or,  dans  ce  cas ,  la  formule  (E)  est  plus  avantageuse  que  la  for- 
mule (D).  On  prend  en  effet,  d'après  les  instants  des  deux  observa- 

2  sin*— P 
tiens,  les  valeurs  de  — : — n?-  dans  les  tables  ordinaires  de  réduc- 
'  sm  1 

tion  au  méridien ,  et  on  fait  la  somme  de  ces  deux  valeurs.  On 

1 .  1.     1  1    i»   ^  cos/cosD  , 

multiplie  alors  cette  somme  par  le  facteur  .    i , — —7 — rrr- ,   dans 
^  ^  sin^(z-|-/ — D)  ' 

lequel  on  prend  pour  valeur  de  z  la  moitié  de  l'angle  mesuré  et 

corrigé  de  réfraction ,  angle  qui  n'est  autre  que  la  moyenne  des 

deux  distances  zénithales  correspondantes;  en  retranchant  le  pro- 


382  COORDONNÉES  DKS  ASTRES 

duit  obtenu  de  l'angle  mesuré,  on  a  le  double  de  la  valeur  de/ — D. 
On  voit  que,  dans  ce  cas,  le  calcul  est  plus  rapide  qu'avec  Téquation 
(D),  et  on  a  l'avantage  que  la  formule  est  plus  exacte.  Si  les  obser- 
vations sont  un  peu  loin  du  méridien,  auquel  cas  on  ne  trouve  plus 

2  sin'  -  P 
dans  les  tables  les  valeurs  en  nombre  de  — ; — j^,  l'avantage  est 

sm  r     '  ^ 

plus  grand  encore ,  car  alors  on  se  sert  de  la  formule  rigoureuse 

.    ,  .      cos/cosDsin*i  P 
sin  ^  (s  H-  /  —  D) 

et  on  fait  séparément  le  calcul  pour  chaque  opération,  en  mettant 
toujours  pour;z  le  demi-angle  observé  corrigé  de  réfraction,  puis  on 
ajoute  les  deux  valeurs  de  i  obtenues.  Dans  ce  cas,  non-seulement 
le  calcul  est  plus  rapide  qu'il  n'aurait  été  avec  la  formule  (D), 
mais  encore  cette  dernière  formule  n'aurait  pas  été  suffisamment 
exacte,  taudis  que  la  nôtre  est  rigoureuse. 

Il  est  vrai  qu'au  lieu  d'employer  la  valeur  de  z  répondant  à  cha- 
que observation,  comme  il  aurait  fallu  le  faire  pour  la  rigueur  ab- 
solue de  la  formule,  nous  avons  employé  la  moyenne  des  deux 
valeurs  de  z.  Mais  cela  se  compense  sensiblement  sur  la  moyenne 
des  résultats,  car  les  deux  observations  sont  rapprochées,  et  par 
conséquent  les  deux  valeurs  de  sin  ' ,  P  diffèrent  peu.  Dès  lors 
l'emploi  d'une  valeur  trop  grande  de  z  dans  un  des  calculs,  et 
trop  petite  de  la  même  quantité  dans  l'autre,  donne  le  même  ré* 
sultat  moyen  que  si  on  avait  employé  pour  chaque  cas  la  valeur  de 
z  qui  lui  correspond. 

Toutefois,  si  l'intervalle  des  deux  pointés  est  grand,  ce  qui  arrive 
surtout  dans  les  cas  de  ciel  très-nuageux,  il  est  bon  d'employer 
les  vraies  valeurs  de  z.  On  les  obtient  facilement.  Nous  avons  \u, 
en  effet  (n""  218),  qu'en  appelant  l'une  z'  et  l'autre  £"  ,  on  a,  en 
désignant  par  z  la  moyenne  de  z'  et  z"  et  en  nommant  p  !<') 
moyenne  des  angles  horaires  correspondants  p'  et  p'\ 

,    fz'  —  z"\      cos  /  cos  D  sin  p   .    fp'  —  Jt>"\ 

De  cette  équation  dont  tout  le  second  membre  est  connu,  oo 
tire  la  valeur  de  z'  —  z".  Soit  a  cette  valeur,  on  a  les  deux 
équations 
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d'où  on  tire 


et  on  peut  alors  calculer  la  formule  (A)  dans  toute  sa  rigueur. 

On  voit  donc  par  ce  qui  précède  que  Téquation  (A) ,  applicable 
à  toutes  les  distances  possibles  du  méridien,  est  dans  la  pratique 
plus  commode  que  la  formule  (D)  qui  ne  peut  servir  que  dans  le 
voisinage  immédiat  du  méridien.  L'équation  (D)  ne  doit  être 
employée  que  si  on  avait,  contrairement  aux  renseignements 
fournis  par  l'expérience,  négligé  de  faire  au  théodolite  répétiteur 
les  lectures  intermédiaires. 

239.  —  L'oubli  d'une  seule  des  lectures  intermédiaires  ne  nuit 
pas  à  l'usage  de  la  formule  (A),  car  alors  on  peut  prendre  pour  z  le 
quart  de  l'angle  mesuré ,  qui  représente  le  quadruple  de  la  dis- 
tance zénithale.  Si  les  lectures  intermédiaires  sont  oubliées  et  si 
Tastre  est  loin  du  méridien,  la  formule  (D)  elle-même  ne  peut 
servir.  Il  faut  donc  dans  ce  cas  calculer  les  distances  zénithales  à 
l'aide  de  l'angle  horaire  (n^*  232)  et  introduire  ces  distances  dans 
le  calcul  par  la  formule  (A). 

On  pourrait  au  reste  rendre  la  formule  (D)  un  peu  plus  rigou- 
reuse, à  l'aide  de  la  formule  (A)  elle-même.  Nous  avons  en  effet 
tiré  cette  formule  de  l'équation  (B) ,  qui  est  elle-même  rigoureuse 
et  qui  nous  donne 

.    .      3cos/cosDsin*iP      a^^*/f      tw  «•  .i- 

sua  f  = : — -; -r-2 2  cot  (/  —  D)  sm*  \  t. 

sm  (/  —  D)  ^  /a 

Substituant  dans  cette  équation  pour  sin  1 1  sa  valeur  rigoureuse 
donnée  par  l'équation  (A),  il  vient 

,.   .     â  cos  /  cos  D  sin'  i  P     ^  ^4  /i     i^\  ces'  /  cos»  D  sin*  A  F 

^'°*= ^-7ï =rr-i— 2C0t(i— D)    ■■.        .   . — ; ^. 

sm(/— D)  '    sm*^(3-|-/  — D) 

Remplaçant  sin  i  par  t  sin  1",  sa  valeur  approchée,  on  a 

/«  .  ^  2  sin'  ^P  /'cos  /  ces  D\ 

^  '  *        imr^ \,sin (/  —  0)7 

2sîn4^P/    cos/cosD    V^^w^^p. 
sinl"    Vsin4(«+^— 0)/ 

On  calculera  avec  cette  équation  (F),  comme  avec  l'équation  (D); 
seulement  dans  le  facteur  -. — ri î — ttx'^  on  mettra  pour  z  sa 
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valeur  moyenne  donnée  par  rinstrument,  après  toutefois  la  cor- 
.  rection  de  réfraction,  et  le  résultat  sera  toujours  un  peu  plus  exact 
qu'avec  la  formule  (B),  sans  que  pour  cela  le  calcul  se  trouve 
allongé. 

240.  —  Dans  toutes  les  formules  précédentes,  les  angles  horaires 
P  sont  obtenus  en  faisant  la  différence  de  l'heure  de  Tobservation 
et  de  rheure  connue  du  passage  de  l'étoile  au  méridien.  En  temps 
sidéral,  cette  dernière  n'est  autre  que  l'ascension  droite  de  l'étoile. 
Si  le  chronomètre  est  au  temps  sidéral  et  ne  possède  aucune  avance 
ou  aucun  retard,  ou  aucun  mouvement  diurne,  la  différence  de 
l'heure  qu'il  marquera  et  de  l'ascension  droite  de  l'étoile  donnée 
en  temps  par  les  tables  est  directement  la  valeur  de  P  exprimée 
en  temps.  Mais  en  général,  le  chronomètre  n'est  pas  exactement 
à  l'heure.  Dans  ce  cas,  si  son  mouvement  diurne  est  nul,  il  suffit 
de  calculer  à  quelle  heure  du  chronomètre  l'étoile  passe  au 
méridien,  ce  qu'on  obtiendra  en  ajoutant  à  l'ascension  droite  de 
l'étoile  l'avance  du  chronomètre,  ou  en  retranchant  son  retard 
de  la  même  ascension  droite.  La  différence  de  l'heure  d'obser- 
vation et  du  passage  méridien  donne  ensuite  encore  la  valeur 
de  l'angle  P  exprimé  en  temps.  Si  le  chronomètre  possède  un 
mouvement  diurne  d'avance  ou  de  retard,  l'angle  P  ainsi  ob- 
tenu doit  être  modifié  proportionnellement  à  cette  avance  ou  à 
ce  retard.  Le  plus  communément,  le  chronomètre  est  au  ten)p^ 
moyen,  de  sorte  qu'il  possède  par  là  même,  par  rapport  au  tenip:> 
sidéral,  un  mouvement  de  retard  de  3"S6',S55  dans  la  durée  d'un 
jour  moyen,  et  de  plus  il  a  dans  le  même  temps  une  avance  d'un 
certain  nombre  de  secondes ,  nombre  que  nous  appellerons  a  (a 
étant  négatif  dans  le  temps  de  retard).  Cette  avance  provient  de  ce 
qu'il  ne  se  trouve  pas  exactement  réglé  sur  le  temps  moyen.  En 
résumé,  le  chronomètre  peut  être  considéré  comme  un  chronomè' 
tre  au  temps  sidéral  dont  le  retard  diurne  serait  de  3*56',555  — 
a  ou  de  236", 555  —  a;  c'est-à-dire  qu'en  24  heures  moyennes,  le 
chronomètre  qui  a  battu  86400  +  a  secondes  aurait  dû  en  frapper 
86400  +236^555  pour  marquer  le  temps  sidéral. 

Supposons  donc  qu'ayant  transformé  en  temps  moyen  l'heure 
sidérale  du  passage  de  l'étoile  au  méridien,  et  tenu  compte  de 
l'avance  ou  du  retard  du  chronomètre  à  cet  instant,  on  ait  ainsi 
l'heure  H  marquée  par  le  chronomètre  au  moment  du  passage  de 
l'étoile,  et  soit  H'  l'heure  d'un  pointé  marquée  par  le  même  ins- 
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trument.  L'angle  horaire  correspondant  P  sera  égal  au  temps 

H'  —  H  indiqué  par  le  chronomètre,  multiplié  par  le  rapport 

86400-4-236,335  ^  ,,  *      »  • 

QnKf^f^ — ' — î  rapport  que  nous  appellerons  u  et  qu  on  a  som 


86400  +  a 

de  calculer.  Alors  on  aura  pour  la  valeur  de  P  exprimée  en 
tempsP=(H'-H)t^. 

Pour  transformer  P  en  arc,  on  n'a  donc  qu'à  réduire  en  arc 
la  valeur  H'  —  H,  et  soit  p  cette  valeur,  on  a  alors  pour  la  va- 
leur de  P  exprimée  en  arc  P=up,  Or  si  toutes  les  observations  ont 
eu  lieu  à  peu  de  distance  du  méridien,  auquel  cas  les  angles  P 
sont  tous  petits,  on  peut  poser  sans  erreur  sensible 

sin'  ^  Mp  =  w'  sîn'  ^  p. 
Ainsi  l'équation  (A)  du  n'  233  peut  s'écrire 


.    ,  .      tt*  cos  /  cos  D  sm*  i  p 
*  sin^fs+/ — D) 


et  l'équation  D  ou  même  encore  l'équation  plus  exacte  (F)  devient 

_2  sin*  I  p/u*  cos  /  cos  D V  2  sin^  j  pf  u^  cos  /  cos  D  V^^^ .,     ^. 
sinl"  \  8in(/— D)  )       sinl"  \^sini(a+/— D)y       ^       ^' 

et  dans  ces  équations  p  est  la  différence  réduite  en  arc  entre  les 
heures  d'observation  et  l'heure  du  passage  de  l'étoile  données  l'une 
et  l'autre  en  temps  du  chronomètre.  Comme  dans  ces  équations 
m'  cos  /  cos  d  est  déterminé  une  fois  pour  toutes,  on  voit  qu'on  a  sira- 
pliGo  les  calculs  de  réduction  de  la  série,  puisqu'on  n'a  plus  à  ré- 
duire tous  les  p  en  P.  Cette  simplification  n'est  possible  que  pour 
des  observations  voisines  du  méridien.  Mais  c'est  ordinairement  le 
cas  dans  lequel  on  emploie  les  formules  en  question. 

241. — Si  au  lieu  d'observer  une  étoile,  on  a  observé  le  soleil,  dont 
la  déclinaison  varie,  ou  tout  autre  astre  à  déclinaison  variable,  on 
peut,  si  la  série  est  courte,  efifectuer  le  calcul  en  employant  la  décli- 
naison qui  répond  à  la  moyenne  des  instants  des  observations,  et 
les  calculs  se  font  alors  comme  si  l'astre  observé  était  une  étoile. 
Seulement  la  valeur  de  u  serait  différente  ;  elle  serait,  en  appelant  K 
l'accroissement  qu'éprouve  en  24  heures  l'ascension  droite  de 
Tastre  observé,  K  étant  exprimé  en  temps, 

86636,555  —  R 

8b400+a 

25 


Si  oa  ^^A  one  cstrScie  ppêdâû^  eC  â  la  série  se  prolonge  un 
f^^  Wo  &i  méridien,  il  derânt  ixr^eat  de  mettre  pour  chaque 
fjij-sem*lon,  U  lakor  de  D  qrn  lui  correspond  el  d'employer  la 
krmiJe  (A;  dani  lagneHe  oa  iiii  ^in  '  P  =  an  '  up^  u  eip  étant 
déierminés  comme  préeédomnent.  En  letnnchaDt  de  la  somme 
des  dlirlances  zénithales  obsenées  la  soomie  des  oorrectioDS  t, 
le  résultai  après  di^isioa  parle  nomlMedes  «rfisennations  est  ^al  à 
/ — D,  daoà  lequel  D  a  pour  Taletir  la  dêdinaisoD  répondant  à  la 
moyenne  des  instants  des  obsenations. 

242.  —  Dans  ee  qai  précède,  nous  aTons  supposé  que  Theure  est 
rigoureusement  connue.  Cela  n*a  pasliea  en  général,  car  en  voyage 
le  plus  souvent  on  n'emploie  que  des  obsenratioos  de  hauteur,  et 
alors  Theure  n'est  eOe-mème  connue  que  si  on  connaît  la  latitude. 
Toutefois  on  obtientllieure  très-af^raximativement  en  employant 
la  latitude  approchée  pour  la  calculer. 

Appdons  donc  a  l'erreur  commise  sur  l'état  du  chronomètre 
en  temps  moyen.  Supposons-la  transformée  en  temps  sidéral , 
puis  en  arc,  et  soit  ^  le  résultat  de  cette  transformation,  de  sorte 
qne  les  angles  horaires  calculés  P  sont  tous  en  erreur  de  p,  leur 
vraie  valeur  étant  P + ^  (P  pouvant  être  positif  ou  négatif).  Pro- 
posons-nous maintenant  de  déterminer  Terreur  commise  en  ent- 
ployant  dans  le  calcul  de  la  latitude  les  angles  horaires  fautifs  P  au 
lieu  des  angles  horaires  vrais  P+  p.  Pour  cela,  substituons  dans 
la  formule  (A),  P+  ^  à  P,  il  vient 

.    .  .  _  cos/co6Dsin'^(P-hp) . 
*'°**~      sinj(5+/-i))     ' 

en  développant,  puis  en  faisant  cos^  p=  i  et  négligeant  le  carré 
de  sin  |  p  il  vient 

.    ,.      cos/cosDsin*!?      2cos  icosDsiniPcosiP    .    .^ 

Remplaçons  maintenant  i  par  i  +  y,  faisons  cos  |  =  1  et  re- 
marquons que  2  sin  ^  P  cos  I  P==:  sin  P  ;  on  a 

....        t^  •   t        cos  /  cos  D  sin' I P  ,  cos/cosDsinP    ... 
«nii+co8i<smjY=  ■.    ,  .    ,  , — frv+  ^i/    ,  i — îû^iûiP- 

Quand  on  a  calculé  sin  1 1  par  la  formule 

.    ,  .       cos  /  cos  D  sin*  ^  P 

^  8U1  i  («  +  /  —  D) 
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.^   ,           ,          r  1-  ^  1            A-**^  cos/cosD  sînP   .     , 
on  voit  donc  qu  on  a  négligé  la  quantité  -7-77 j — =r.  siii  ^  p 

et  de  plus  qu'en  appelant  y  Terreur  commise  sur  t,  on  a  pour  dé- 
terminer Y  l'équation 

.    -  cos  /  cos  D  sin  P        .     .  ^ 

sm  i  Y  =  -r-T-7 -—, jr: ï"-.  Sm   ]    fi. 

Or,  si  les  observations  sont  toutes  très-voisines  du  méridien, 
sin  \  {z  +  l — D)  cos^i  est  une  quantité  presque  constante  et  la 
moyenne  de  sa  valeur  est  à  très-peu  près  égale  à  sin  ^  (z  ^  4-  / 
—  D),  z,  étant  la  moyenne  des  distances  zénithales  observées, 
car  cos  |  i  est  sensiblement  égal  à  1.  On  peut  donc  adopter  sans 
erreur  sensible  cette  valeur  pour  toutes  les  observations,  et  en 

remplaçant  les  sinus  de  ^etde  |  parleurs  arcs,  il  vient 

cos/ cos  D       û    •     T% 
sm  4  (s,4- /— D)  *^ 

La  moyenne  des  y  sera  donc  égale  à  la  quantité  constante 

cos /cos  D 
-r-|-^ j — =--  p  multipliée  par  la  somme  des  sinus  P  divisée  par 

ie  nombre  des  observations.  Mais  comme  les  arcs  P  sont  très-pe- 
tits, on  peut  admettre  sans  erreur  bien  sensible  que  les  arcs  sont 
proportionnels  aux  sinus,  et  dès  lors  la  moyenne  des  sin  P  est 
égale  au  sinus  de  la  moyenne  des  arcs  P. 

En  appelant  donc  P,  la  moyenne  des  angles  horaires  des  obser- 
vations et  y.  la  moyenne  des  y,  on  peut  poser  sans  erreur  notable 


_^  cos  /  cos  D  sin  P.  g 
^•"' sinj(jr. +/  — D)    ^' 


Ainsi  la  vraie  valeur  de  / — D  sera  z^ — t,  —  y,,  «,  étant  la 
moyenne  des  i  calculée  avec  la  valeur  P  au  lieu  de  la  vraie  valeur 
P+  p,  comme  z,  est  la  moyenne  des  z  et  y^  celle  des  y.  La  lati- 
tude sera  donc  égale  à  z,  —  t,  +D  —  y,.  Orz, —  i,-*-  D  est  le 
nombre  qu'on  avait  obtenu  avec  la  valeur  fautive  de  P  :  donc  la 
correction  à  appliquer  à  la  latitude   obtenue  sera  —  y,  ou 

—  cos  /  cos  D  sin  P,  ^     ,  ,,      ,.    , .      j       ..  *•      ^  •* 

— r-T-T î — FTT-^Pî  et  1  application  de  cette  correction  évitera 

sin|(j5,  +  /— D)    ^^         ^^ 

de  recommencer  tous  les  calculs* 
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Avec  la  latitude  ainsi  corrigée,  on  corrigera  de  nouveau  la  dé- 
termination de  Theure  par  une  formule  aussi  simple  que  la  précé* 
dente  et  qu'on  obtient  en  différentiant  la  formule  générale  de  la 
trigonométrie  sphérique  par  rapport  à  /  et  P  seulement,  z  et  H 
étant  supposés  constants.  On  obtiendra  alors  la  variation  de  Tangle 
horaire  avec  la  latitude  comme  nous  avons  obtenu  sa  variation  avec 
la  déclinaison  dans  le  n*  225,  et  on  tire  de  la  même  manière  la 
correction  de  Theure.  Avec  cette  correction  on  fera  une  nouvelle 
correction  à  la  latitude  et  ainsi  de  suite  par  les  approximations 
successives. 

243.  —  Mais  il  est  plus  simple  d'employer  à  la  fois  pour  la 
correction  simultanée  de  l'heure  et  de  la  latitude,  la  méthode  des 
interpolations  proportionnelles  entre  deux  valeurs  très-voisines. 

Soient  donc  deux  séries  faites  au  théodolite  répétiteur,  l'une 
près  du  méridien  pour  la  détermination  delà  latitude,  l'autre  loin 
du  méridien  pour  le  calcul  de  l'heure. 

Avec  la  latitude  approchée  X,  on  calcule  d'abord  la  série  &ite 
loin  du  méridien  et  on  en  tire  la  correction  approchée  de  l'heure. 
Avec  cette  correction  et  la  même  latitude  approchée,  on  calcule  la 
série  pour  la  latitude,  et  on  obtient  une  nouvelle  latitude  plus  appro- 
chée que  nous  appellerons  X,.  On  choisit  alors  une  autre  valeur  de 
la  latitude  approchée  que  nous  appellerons  X  +  a,  et  qui  est  telle 
que  a  soit  un  peu  plus  grand  et  de  même  signe  que  X.  — X. 

Avec  cette  valeur  X  +  a,  on  calcule  de  nouveau  la  série  qui  a 
donné  rheure,eton  obtient  une  nouvelle  correction  de  l'angle  ho- 
raire (1).  Avec  cette  nouvelle  valeur  de  l'heure  et  la  latitude  ap- 
prochée X  +  oi)  on  calcule  de  nouveau  la  série  voisine  du  méridien 
qui  donne  pour  la  latitude  la  nouvelle  valeur  x^ 


(i)  On  pouiTaitsc  contenter  de  calculersimplement  pourrhcurc  la  correc- 
tion résultant  de  Taccroissement  de  latitude  a  en  employant  dans  ce  but  la  mé- 
thode expéditive  que  j*indique  dans  leuuméro  précédent;  mais  si  on  veut  une 
grande  approximation^  le  mieux  est  de  calculer  de  nouveau  la  série  entière  de 
l'houre  avec  la  nouvelle  valeur  de  la  latitude  X  4-  a,  comme  je  viens  de  le 
dire.  Ce  calcul  d'ailleurs  n*est  pas  long,  car  dans  la  formule  de  TbeurCy  on 

— 2 — j  ^^^  V — 2 — /  ^^*  °*^  changent  pas, 
puisque  la  valeur  de  (s'  — s*)  employée  peut  rester  la  même.  Presque  toatK' 
calcul  est  déjà  fait  et  la  modification  introduite  par  le  changement  de 
>eu  X  -f  a  n'oblige  qu'à  reprendre  une  petite  partie  du  calcul. 
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On  a  abrs  comme  dans  le  n®  237  pour  l'expression  de  la  vraie 
latitude 


et  la  vraie  latitude  /  est  ainsi  connue. 

Pour  avoir  la  vraie  correction  de  l'heure,  appelons  alors  (jI|  la  cor- 
rection de  Theure  du  chronomètre  donnée  par  le  premier  calcul 
effectué  avec  la  latitude  \  et  \l^  la  correction  obtenue  en  calculant 
avec  la  latitude  X + «• 

Nous  avons  alors,  en  appelant  (i.  la  vraie  correction,  la  proportion 

fA,  —  jAi  :  a  ::  [a— fx»  :  l — ^, 
d*où 

Ainsi  on  se  trouve  avoir  la  vraie  latitude  /  et  la  vraie  correction 
de  l'heure  \l. 

Â  moins  d'avoir  fait  une  erreur  considérable  sur  la  latitude 
supposée  X,  auquel  cas  a  serait  grand,  les  valeurs  définitives 
ainsi  obtenues  sont  parfaites.  Si  a  était  très-grand,  on  ferait  de 
nouveau  les  calculs  avec  une  nouvelle  latitude  X  +  a„  a.  étant 
très-peu  différent  de  a  et  on  prendrait  X+a  à  la  place  de  \  etX+  a. 
au  lieu  de  X + «  dans  les  formules  de  correction  précédente  ;  on 
aurait  alors  à  la  fois  la  latitude  et  l'heure  aussi  approchées  qu'on 
pourrait  le  désirer.  Mais  il  faudrait  que  l'erreur  sur  a  eût  été  con- 
sidérable ,  d'un  degré  par  exemple,  pour  qu'il  fût  nécessaire  de 
recourir  à  cette  nouvelle  approximation. 

Si,  au  lieu  d'une  seule  série  d'observations  voisines  du  méridien 
on  en  avait  plusieurs,  la  méthode  serait  la  même.  On  calculerait 
toutes  les  séries  avec  la  latitude  X,  puis  avec  la  latitude  X  +  «,  et 
les  latitudes  Xi  etX^  employées  dans  le  calcul  de  la  latitude  exacte 
seraient  les  moyennes  des  résultats  donnés  par  les  diverses  séries. 
Il  en  serait  de  même  si  on  avait  plusieurs  séries  pour  la  détermi- 
nation de  l'heure. 

244.  —  Dans  les  séries  voisines  du  méridien  et  faites  en  vue  de 
déterminer  la  latitude,  on  peut,  plus  commodément  encore  que 
pour  la  détermination  de  l'heure,  changer  d'étoile  dans  la  durée 
de  la  série,  si  c'est  nécessaire  ;  il  suffît  simplement  d'en  prendre 
note  afin  d'employer  les  déclinaisons  et  les  angles  horaires  qui 
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conviennent  à  chaque  cas  lors  du  calcul  des  angles  t.  La  somme 
des  i  se  retranche  toujours  de  la  même  manière  de  la  somme 
des  arcs  mesurés  et  corrigés  de  réfraction  (la  somme  des  cor- 
rections de  réfraction  s'ajoute  à  l'arc  mesuré,  il  faut  seule- 
ment dans  le  calcul  de  chacune  d'elles  avoir  égard  à  la  distance 
zénithale  correspondante).  L'arc  restant  après  cette  soustrac- 
tion de  la  somme  des  i  est  la  somme  des  / — D,  c'est-à-dire,  est 
égal  knl  —  2  D.  La  latitude  a  alors  pour  expression  Zi  — 1|  + 

2D 

— 9  dans  laquelle  z^  est  toujours  la  moyenne  des  distances  zéni- 
thales observées  (corrigées  de  réfraction),  t\  la  moyenne  des  t,  ZD 
la  somme  des  n  déclinaisons  des  astres  observés. 

Les  changements  d'étoiles  pendant  la  durée  des  séries  ont  l'a- 
vantage de  rendre  les  résultats  plus  indépendants  des  erreurs  par- 
ticulières existant  sur  la  déclinaison  des  étoiles  observées. 

24S.  —  Si  on  fait  deux  séries,  l'une  au  sud,  l'autre  au  nord  du 
zénith,  sur  des  étoiles  passant  à  peu  près  à  la  même  distance  de 
ce  point  de  part  et  d'autre^la  moyenne  des  résultats  devient  in- 
dépendante des  erreurs  des  tables  de  réfraction,  car  ces  erreurs 
affectent  les  observations  en  sens  contraire. 

En  effet,  en  appelante' et  z''  deux  distances  zénithales  apparentes 
observées  au  méridien  et  r*  et  r"  les  deux  réfractions  correspondantes, 
les  distances  vraies  sont  z'+  r'  et  z'^+r^';  on  a  alors  pour  l'étoile  qui 
a  passé  du  côté  de  l'équateur  / —  D = «'  -f-  r' ,  et  pour  celle  qui  a  passé 
du  côté  du  pôle  D' — l=iz"  +r^'.  De  la  première  équation  on  tire 
/=;5'-f-r^-f-D,  de  la  seconde  /=D' — z!' — r"  et,  en  ajoutant 
les  deux  valeurs  de  /,  il  vient  2/=  D  -*-  D'  -*-(«'— z")  +{f^—r")  : 
on  voit  donc  que  la  valeur  de  /  n'est  altérée  par  la  réfraction  que 

de  — ^ — •  Si  les  deux  astres  ont  passé  sensiblement  à  la  même 

distance  du  zénith,  auquel  cas  r"  ==/,  l'effet  des  réfractions  sur 
la  valeur  obtenue  est  nul.  Les  flexions  de  Tinstrument  sont  égàr 
lement  éliminées  de  la  même  manière. 

On  voit  donc  que  la  réfraction  ne  peut  plus  intervenir  que  par 
ses  anomalies,  qui  sont  très-petites  dans  le  voisinage  du  zénith. 
À  cause  de  cela,  il  est  toujours  bon  de  choisir  des  étoiles  qui 
ne  passent  pas  au  méridien  par  trop  loin  du  zénith»  du  moins 
toutes  les  fois  que  l'atmosphère  le  permet  dans  la  station  au  mo- 
ment des  observations* 
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246.  —  Il  arrive  quelquefois  en  voyage  qu'on  a  besoin  de  dé- 
tenniner  la  latitude  dans  une  station,  et  que  dans  Tunique 
soirée  qu'on  peut  consacrer  à  cette  observation,  l'état  de  l'atmos- 
phère a  empêché  les  observations  voisines  du  méridien.  Dans 
ce  cas,  on  obtient  encore  la  latitude  à  l'aide  de  deux  séries 
de  distances  zénithales  observées  au  théodolite  répétiteur  sur  des 
étoiles  éloignées  du  méridien. 

Pour  le  faire  voir,  appelons  H  la  moyenne  des  heures  marquées 
par  le  chronomètre  aux  instants  des  observations  de  la  première 
série,  H'  la  moyenne  des  heures  indiquées  par  le  même  instru- 
ment aux  instants  des  observations  de  la  seconde  série.  Prenons 
la  différence  H'  —  H  de  ces  deux  moyennes ,  transformons-la  en 
temps  sidéral  en  tenant  compte  en  même  temps  du  mouvement 
diurne  du  chronomètre,  puis  transformons  le  résultat  en  arc,  et 
nommons  6  Tare  ainsi  obtenu. 

Soient  maintenant  ÂR  l'ascension  droite  de  l'étoile  observée 
dans  la  première  série,  ÂR'  celle  de  l'étoile  de  la  seconde  série,  et 
nommons  a  la  différence  ÂR  —  ÂR'  des  ascensions  droites  des 
deux  étoiles,  différence  qui  sera  positive  si  ÂR  est  plus  grand  que 
AR',  et  négative  dans  le  cas  contraire. 

Cela  posé,  si  nous  appelons  F  l'angle  horaire  de  la  première 
étoile  à  l'instant  H  marqué  par  le  chronomètre,  et  F'  l'angle 
horaire  de  la  seconde  étoile  à  Tinstant  H',  auquel  cas  F  et  F' 
sont  les  moyennes  des  angles  horaires  de  chaque  série,  angles 
positifs  à  l'ouest  du  méridien,  négatifs  à  l'est,  nous  aurons 

P"  =  F  +  9  +  «         d'où         F'— P'=e  +  (i. 

Soit  maintenante  la  latitude  supposée;  calculons  successivement 
les  angles  horaires  de  chaque  série  par  les  méthodes  que  nous  avons 
précédemment  indiquées,  d'abord  en  employant  la  latitudeX — x, 
puis  ensuite  la  latitude  X  +  ^,  ^  étant  une  petite  quantité  qu'on  choi- 
sit arbitrairement  et  qu'on  fait  d'autant  plus  petite  que  la  latitude 
supposée  est  regardée  comme  plus  approximative.  L'essentiel  est 
de  choisir  x  de  telle  sorte  que  la  latitude  vraie  doive  être  comprise 
entre  X — x  et  X  +x,  x  étant  d'ailleurs  le  plus  petit  possible. 

Appelons  p'  et  /?"  les  angles  horaires  moyens  donnés  par  les 
deux  séries  dans  Thypothèse  de  la  latitude  X — x,  eip'i  eip'\  les 
angles  horaires  donnés  par  les  deux  mêmes  séries  dans  l'hypo- 
thèse de  la  latitude  égale  à  X  +  x«  On  aura  alors  la  proportion 
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(!>".— P'.)—(i>"-p')  :  4x  ::  (P"— F)  -(p"  —p)  :  * 
ou,  en  remplaçant  P' —  F  par  sa  valeur  connue  0  +  a 

(e+.)-.(p"-p') 
(P".-P'.)-(P"-P') 

ce  qui  donnera  la  quantité  x  à  joindre  à  X —  x  pour  avoir  la  vraie 
latitude  /,  qui  sera  alors 

/-X-x-4-      (9  +  o.)-(p"-p')      2 , 
'-         ''^(P".-P'.)-(P"-P')*    * 

La  vraie  latitude  étant  ainsi  connue,  on  aura  ensuite  les  vrais 
angles  horaires  par  une  proportion  entre  ceux  qu'ont  donnés  les 
latitudes  X —  x  et  X  +  9c,  et  par  l'équation  du  n^  229  on  en  déduira 
l'état  du  chronomètre. 

247.  —  II  y  a  avantage  à  ce  que  les  deux  séries  soient  aussi  rap- 
prochées que  possible  afin  d'éliminer  les  anomalies  de  la  marche 
du  chronomètre  ;  mais  comme  les  deux  angles  horaires  doivent 
être  très-différents,  on  choisit  deux  étoiles  présentant  une  grande 
différence  d'ascension  droite.  Si  surtout  le  mouvement  diurne  du 
chronomètre  est  imparfaitement  connu/  il  y  a  intérêt  à  ce  que  les 
deux  séries  se  suivent  immédiatement  afin  qu'il  n*y  ait  entre  elles 
qu'un  intervalle  de  quelques  minutes. 

Si  au  contraire  on  observe  la  même  étoile  des  deux  côtés  du 
méridien,  a  est  nul,  et  0  est  très-grand.  On  tombe  alors,  si 
l'étoile  est  observée  à  la  même  hauteur  des  deux  côtés  du  mé- 
ridien, sur  l'emploi  de  ce  qu'on  appelle  les  hauteurs  correspon- 
dantes. Les  hauteurs  correspondantes  ne  sont  donc  qu'un  cas 
particulier  de  la  méthode  précédente,  et  outre  leur  incommodité, 
on  voit  qu'elles  sont,  à  cause  des  anomalies  possibles  du  chrono- 
mètre dans  leur  intervalle,  moins  exactes  que  l'observation  immé- 
diatement successive  de  deux  étoiles  différentes. 

On  peut  dans  chaque  série  changer  d'étoile  si  l'atmosphère 
l'exige;  on  n'en  prend  pas  moins  les  angles  horaires  moyens;  seule- 
ment, dans  l'équation,  a  est  égal  à  la  différence  — ; — 

n  et  ri  étant  les  nombres  des  observations  de  chaque  série  «  et 
ZÂR  et  SÂR'  les  sommes  des  ascensions  droites  des  étoiles  ob- 
servées, ascensions  droites  répétées  pour  chacune  d'elles  autant 
de  fois  que  cette  étoile  a  servi. 
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248.  —  La  méthode  que  je  viens  de  décrire  est  applicable 
d'une  manière  très- commode  au  problème  de  la  détermination 
en  mer  de  la  latitude  et  de  l'heure  par  deux  hauteurs  du  soleil, 
seulement,  il  faut  tenir  compte  ici  de  ce  que  les  deux  observations, 
à  cause  de  la  marche  du  navire,  n'ont  pas  eu  lieu  au  même  point  : 
mais  on  sait  par  la  boussole  corrigée  de  la  déclinaison  (sa  déviation 
du  méridien)  dans  quel  azimut  on  a  marché,  et  par  le  loch  on  con- 
naît quelle  était  la  vitesse  dans  l'intervalle  des  deux  observations. 

Appelons  donc  0  le  temps  vrai  écoulé  entre  les  deux  observations 
et  transformé  en  arc ,  y  l'augmentation  de  longitude  occidentale 
dans  le  même  intervalle  par  suite  de  la  marche  du  navire,  et  3 
l'accroissement  correspondant  de  latitude  :  y  et  ^9  qui  seront 
négatifs  si  on  a  marché  vers  l'est  ou  vers  l'équateur,  sont  faciles  à 
calculer  et  s'obtiennent  par  les  procédés  en  usage  dans  la  réduc- 
tion des  routes  du  navire. 

Soient  D  la  déclinaison  du  soleil  à  l'heure  de  la  première  obser*- 
vation,  D'  la  déclinaison  à  celle  de  la  seconde  observation,  h  la 
première  hauteur  observée,  corrigée  de  réfraction,  parallaxe  et 
dépression  de  l'horizon;  h'  la  seconde  hauteur,  également  corrigée 
des  mêmes  erreurs;  enfin  X  la  latitude  supposée  lors  de  la  première 
observation.  Posons  X — 5'  =  f,  puis  calculons  successivement  les 
deus  angles  horaires/?'  eip\j  répondant  aux  deux  latitudes  t  et 
/*+  10'  et  à  la  déclinaison' D  et  la  hauteur  h.  Calculons  de  même 
les  deux  angles  horaires  p'  ^ip\ ,  répondant  aux  latitudes  /*  +  p 
et  Z'  +  P+ 10'  et  à  la  déclinaison  D'  et  la  hauteur  h'.  Nous  suppo- 
sons toujours  les  angles  horaires  positifs  à  l'ouest  :  on  regardera 
alors  comme  négatifs  ceux  qui  sont  à  l'est. 

Soit  maintenant  a:  le  nombre  de  minutes  à  ajouter  à  la  latitude  t 
pour  avoir  la  vraie  latitude  /  répondant  à  la  première  observation. 

L'angle  horaire  de  la  première  observation  aura  pour  valeur 

f -f  ■  '     ^  X  expression  dans  laquelle  />', — p'  est  exprimé  en 

10 

minutes. 

_."  ^__  -jfi 

L'angle  horaire  de  la  seconde  observation  serajo"  +■  'ia  ^ 
et  on  aura  l'équation 
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d'où 

{P'\-P")-(P\-P') 

Le  numérateur  et  le  dénominateur  étant  réduits  en  minutes, 
cette  équation  donne  alors  la  valeur  de  x  en  minutes,  de  sorte  que 
la  latitude  est  Z'  +  a:  pour  la  première  observation,  et  i'  +  ^+x 
pour  la  seconde  observation. 

Les  angles  horaires  correspondants  sont  alors  />'  +^*  ^  ^  x 

W'  W' 

pour  la  première  observation ,  p"  +  \f^  ^  pour  la  seconde  ob- 
servation. 

Cette  méthode  très-simple  qui  n'emploie  que  quatre  calculs 
d'angles  horaires,  calculs  très-rapides  et  très-familiers  aux  marins, 
est  beaucoup  plus  exacte  que  celle  de  Douwes  qu'ils  emploient 
parfois,  et  elle  egt  très-expéditive  sans  toutefois  qu'il  ait  été  rien 
sacrifié  de  la  précision. 

La  môme  méthode  pourrait  être  appliquée  à  l'observation  de 
deux  hauteurs  de  la  lune  ;  seulement  alors  il  faudrait  tenir  compte 
du  mouvement  de  la  lune  en  ascension  droite  pendant  l'intervalle 
des  deux  observations.  Pour  cela ,  on  réduirait  cet  intervalle  en 
temps  sidéral  avant  de  le  transformer  en  arc;  et  soit  V  sa  valeur 
en  arc  ;  en  appelant  m  le  mouvement  de  la  lune  en  ascension 
droite  dans  le  même  intervalle,  également  réduit  en  arc,  il  suffi* 
rait  alors  dans  l'équation  (1)  de  remplacer  0  par  0'*-m,  et  par  con- 
séquent de  faire  cette  substitution  dans  la  valeur  de  x. 

Avec  une  hauteur  du  soleil  et  une  hauteur  de  la  lune,  le  calcul 
serait  le  même;  seulement  on  remplacerait  encore  0  par  6'  +  «, 
a  étant  la  différence  des  ascensions  droites  des  deux  astres  au 
moment  de  leurs  observations.  U  en  serait  de  même  si  on  em- 
ployait dans  le  crépuscule  la  hauteur  d'une  planète  et  celle  de  la 
lune,  ou,  pendant  un  grand  clair  de  lune,  les  hauteurs  de  deux 
astres  quelconques.  Dans  ce  cas,  ces  hauteurs  pouvant  être  prises 
du  même  lieu  on  serait  débarrassé  du  calcul  de  p  et  de  y  qu'on 
ferait  alors  égaux  à  zéro. 

249.— Le  problème  de  la  détermination  siroultanéedel'heureetde 
la  latitude  au  moyen  de  hauteurs  de  deux  astres  ou  de  deux  hauteurs 
d'un  même  astre,  peut  être  résolu  par  des  formules  trigonométriques 
exactes  et  sans  recourir  aux  interpolations  proportionnelles.  Seule- 
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ment  cette  solution  n'est  pas  applicable  aux  sériesdonnées  par  le  théo* 
dolite  répétiteur.  Dans  la  marine,  cette  même  solution  est  trop  com- 
pliquée pour  les  marins,  et  exige  pour  le  second  point  d'observation 
la  réduction  de  la  hauteur  observée  en  ce  que  cette  hauteur  aurait 
été  au  premier  point.  Dans  ces  divers  calculs,  des  erreurs  désignes 
sont  trop  faciles  pour  les  marins  pour  lesquels  les  erreurs  sont  de  la 
plus  haute  gravité  par  leurs  conséquences.  La  méthode  trigonomé- 
trique  ne  doit  donc  être  employée  qu'à  terre,  et  elle  ne  peut  servir 
que  dans  le  cas  de  hauteurs  simples  obtenues  avec  un  sextant  et 
un  horizon  artificiel,  car  nous  avonç  vu  qu'avec  le  théodolite  on 
ne  doit  pas  chercher  à  obtenir  de  hauteurs  non  répétées. 

Bien  que  la  méthode  trigométrique  soit  donc  rarement  em- 
ployée, cependant  nous  allons  l'indiquer  ici. 

Nommons  p  le  pôle  et  e  et  e' les  positions  des  deux  astres  quand 
on  a  observé  les  deux  distances  zénithales  corrigées  de  réfrac- 
tion js'  et  js". 

Appelons  /  le  temps  écoulé  entre  les  deux  observations,  réduit 
en  temps  sidéral  ;  transformons-le  en  arc  et  soit  0  le  résultat  de  cette 
transformation.  Appelons  toujours,  comme  précédemment  a  la 
différence  ÂR — ÂR'  des  ascensions  droites  des  deux  astres. 

Dans  le  triangle  epé^  la  valeur  de  l'angle  epé  est  connue,  car 
elle  est  égale  à  0  4  a.  Les  côtés  ep  et  ep'  sont  également  connus, 
car  ce  sont  les  compléments  des  déclinaisons  des  astres  observés. 
On  a  donc  l'équation 

CCS  ee'  =  sin  D  sin  D'  +  cos  D  cosD'  cos  (6  +  a), 

ou  en  remplaçant  cos  (0  +  a)  par  2  cos  *i(8  +  a) — 1  et  en  retran- 
chant chaque  membre  de  l'unité 

An*  \  e«'  =  cos*  J  (D-t-D')— cosDcos  IKoos^  (6  -h  «)  : 

en  posant  donc 

sin»  y  =  cos  D  cos  D' cos"  J  (ô + a), 
on  a 

.in4e«'=co,  (^  +  y)  cos  (5+»!  -  y), 

ce  qui  donne  ee'  par  une  formule  logarithmique  :  nous  appellerons 
A  cet  arc  maintenant  connu. 

On  a  ensuite  l'angle  peé  par  la  formule  du  rapport  des  sinus 
des  oAtés  aux  sinus  des  angles  opposés,  ce  qui  donne 
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sin  ee'  sinA 

Appelons  maintenante  le  zénith;  dans  le  triangle  ezé^  on  con- 
naît les  trois  côtés,  car  nous  venons  d'obtenir  ee\  et  les  côtés  ^: 
et  éz  ne  sont  autres  que  les  distances  zénithales  js^  et  z". 

On  aura  donc  l'angle  zee'  par  la  formule 

^  sinasin(a'£) 

formule  dans  laquelle  on  a  fait  «=5  (^  +  ^'  +  A \ 

Connaissant  les  angles  peé  et  zee\  on  connaît  leur  somme  ou 
leur  différence  qui  n'est  autre  que  l'angle /)^z  que  nous  appelle- 
rons b.  Dans  le  triangle  jo^z,  on  connaît  donc  l'angle  6,  le  côU* 
adjacent  ez  qui  est  égal  à  la  distance  zénithale  2!  et  le  côté  ep  qui 
est  le  complément  de  la  déclinaison  D  de  l'étoile  e.  Le  côté  pz  est  le 
complément  de  la  latitude,  /est  donc  donné  par  l'équation 

sta  /  =  cosz'  sin  D  +  sin  js'  cos  D  cos6, 

équation  dont  on  rendra  le  calcul  logarithmique  en  posant 
cos  6=2  cos*|  d — 1  et  en  retranchant  les  deux  membres  de  Tu- 
nité.  Il  \ient  alors 

sin' (45»— i /)=sin»  (45  —  i  (D — «0)  —  sin  Jt' cos  D  ces*  4*, 

ou  en  posant  sin*  y' = sin  z'  cos  D  cos*  \  b 

in-  (45*-iO  =  sin  ^46*-5^  +  y'^sin  Us"—  £=li'  -y'). 


sin 


La  latitude  étant  ainsi  connuei  on  obtient  l'angle  horaire  dans 
le  triangle  ;s  />  6  par  la  règle  des  sinus,  on  a  en  effet, 

sin  2' sin  6 


sm  %pe  = 


cos/ 


Cette  méthode  admet  deux  solutions,  suivant  qu'on  a  fait  l'angle  b 
égal  à  la  sonune  ou  à  la  différence  des  deux  angles  peefelze^. 
Les  conditions  de  l'observation  font  généralement  savoir  laquelle  des 
deux  valeurs  de  b  doit  être  adoptée,  car  le  plus  souvent  on  reconnaît 
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à  vue  si  Tangle  b  est  égal  à  la  somme  ou  à  la  différence  des  deux  arcs 
en  question.  Dans  le  cas  de  doute,  on  obtient  avec  les  deux  valeurs 
de  i  deux  latitudes  très-différentes,  et  la  connaissance  de  la  latitude 
approchée  fait  savoir  laquelle  des  deux  solutions  on  doit  adopter. 

250.  —  Siy  au  moyen  des  méthodes  que  nous  avons  précédem- 
ment exposées,  on  détermine  les  dis^nces  zénithales  méridiennes 
d'une  même  étoile  circompolaire  à  son  passage  inférieur  et  à 
son  passage  supérieur ,  en  ramenant,  par  les  procédés  que  nous 
avons  indiqués,  les  observations  circumméridiennes  à  ce  qu^elles 
auraient  été  au  méridien  même,  la  latitude  obtenue  est  indépen- 
dante de  la  déclinaison  de  l'étoile  observée. 

En  effet,  en  appelant  z  la  distance  méridienne  de  l'étoile  à  son 
passage  supérieur,  on  a  D — /=  z,  et  en  appelant  js'  la  distance 
méridienne  de  la  même  étoile  à  son  passage  inférieur,  on  a 
180* — D — /  =  js'  ;  la  première  équation  donne  / = D — jb,  la  se- 
conde /=  180*  —  D — z'\  et  ajoutant  ces  deux  valeurs  de  /,  il  vient 

2/=.  1800  — («+«'), 

/=90"  — iiti!. 

s 

On  voit  donc  que  la  déclinaison  de  l'étoile  employée  disparaît 
du  résultat. 

Malgré  cet  avantage,  la  détermination  de  la  latitude  par  les  étoiles 
circumpolaires  est  inférieure  en  précision  au  résultat  qu'on  ob- 
tient par  les  observations  de  deux  étoiles  passant  au  nord  et  au 
sud  du  zénith,  à  peu  près  à  la  même  distance,  car  les  réfractions 
et  les  flexions  de  l'instrument  ne  sont  pas  éliminées  dans  le  cas 
d'une  étoile  circompolaire,  comme  elles  le  sont  dans  celui  de  deux 
étoiles  passant  au  nord  et  au  sud  à  égale  distance  du  zénith.  En 
effet,  en  appelant  /et  f  les  flexions  supposées  du  côté  de  l'objectif, 
'^  et  r'  les  réfractions,  et  z,  et  jz/,  les  distances  observées,  on  a  z  =  z, 
+f— ^jz/ziTz',  +1^ — f.  En  substituant  ces  valeurs  décret  de  z' 
dans  la  valeur  de  /,  on  a  pour  les  circompolaîres. 

et  on  voit  ainsi  que  le  résultat  est  affecté  de  la  moyenne  des  ré- 
fractions et  de  la  moyenne  des  flexions.  Il  est  vrai  que  si  l'étoile 
observée  est  très-voisine  du  p61e,  et  si  la  latitude  est  grande,  les 
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deux  passages  ayant  lieu  à  peu  de  distance  du  zénith,  les  réfractions 
sont  petites,  de  sorte  que  Terreur  qui  peut  provenir  d'elles  est 
très-faible.  H  en  est  de  même  des  flexions,  surtout  si  rinstrument 
est  petit.  Mais  dans  les  basses  latitudes  qui  renferment  la  majeure 
partie  des  contrées  inconnues,  les  réfinctions  sont  très-grandes 
pour  les  circompolaires,  et  Taj^antage  d'éviter  les  déclinaisons  qui 
sont  d'ailleurs  très-approximativement  connues,  est  très-minime 
comparativement  aux  inconvénients  que  cette  méthode  entraîne. 


DÉTERMINATION   DE  LA  LONGITUDE  AU  MOYEN  DES  OBSERVATIONS 

DE   LA   LUNE. 


251.  —  Dans  le  n'^S,  nous  avons  indiqué  brièvement  (pageS), 
comment  on  peut,  avec  la  lunette  méridienne,  obtenir  la  longitude 
d'un  lieu  à  l'aide  d'observations  faites  à  la  lunette  méridienne,  et 
dans  la  théorie  des  instruments  méridiens  que  nous  avons  exposée 
page  162,  nous  avons  fait  voir  comment  peut  être  effectué  le  place- 
ment de  l'instrument  dans  le  méridien,  et  conmient  les  observa- 
tions peuvent  être  affranchies  de  l'effet  des  erreurs  instrumentales, 
de  façon  à  obtenir  l'ascension  droite  d'un  astre  quelconque 
et  par  suite  celle  de  la  lune  à  un  instant  donné.  La  théorie  delà 
détermination  des  longitudes  par  des  observations  méridiennes  de 
la  lune  est  entièrement  comprise  dans  ces  théories.  Nous  revien- 
drons au  reste  plus  tard  sur  la  méthode  de  détermination  des  lon- 
gitudes par  les  passages  méridiens  de  la  lune ,  méthode  dite  des 
culmmatiom  lunaires  et  nous  allons  nous  occuper  d'abord  de  la 
détermination  des  longitudes  au  moyen  des  observations  de  bau* 
teurs  de  la  lune  au-dessus  de  l'horizon. 

Les  observations  de  hauteur  de  la  lune  faites  dans  le  but  d'ob- 
tenir les  longitudes,  doivent  être  très-précises,  et  cette  circons- 
tance exige  qu'elles  soient  faites  avec  le  théodolite,  et  surtout  avec 
le  théodolite  répétiteur.  Avec  les  instruments  de  réflexion,  on  em- 
ploie de  préférence  la  méthode  dite  des  distances  lunaires  dont 
nous  parlerons  plus  loin,  et  qui  consiste  à  mesurer  la  distance  de 
la  lune  à  une  étoile  ou  au  soleil. 

252.  —  Nous  nous  occuperons  d'abord  des  observations  faites 
avec  le  théodolite. 
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Le  principe  de  la  méthode  consiste  à  déduire  des  distances  zé- 
nithales de  la  lune  observées  à  une  heure  connue  du  lieu,  l'ascen- 
sion droite  de  la  lune.  Cherchant  alors  dans  les  éphémérides 
rheure  où ,  sous  le  premier  méridien ,  l'ascension  droite  de 
la  lune  a  la  valeur  trouvée,  la  différence  de  l'heure  du  lieu  et  de 
celle  du  premier  méridien  donne  la^ longitude  exprimée  en  temps. 
On  n'a  plus  alors  qu'à  la  réduire  en  arc. 

Afin  de  rendre  les  mesures  plus  indépendantes  delà  réfraction, 
au  lieu  de  mesurer  directement  les  distances  de  la  lune  au  zé- 
nith, il  vaut  mieux  prendre  les  différences  de  hauteur  de  la  lune 
et  d'une  étoile  voisine.  L'heure  connue  du  pointé  sur  l'étoile  per- 
met d'avoir  l'angle  horaire  de  cette  dernière,  et  d'en  déduire  au 
moyen  de  sa  déclinaison  sa  distance  au  zénith.  On  ajoute  ou  on 
retranche  ensuite  la  différence  de  hauteur  avec  la  lune,  suivant 
que  la  lune  était  plus  basse  ou  plus  haute  que  l'étoile,  après 
avoir  toutefois  corrigé  cette  différence  de  l'influence  des  réfrac- 
tions, et  on  a  la  distance  de  la  lune  au  zénith,  à  l'instant  du  pointé 
sur  cet  astre,  comme  si  on  avait  observé  cette  distance  directe- 
ment. Mais  il  est  évident  dans  ce  cas  que  si  on  a  eu  soin  de  choisir 
une  étoile  dont  la  hauteur  diffère  très-peu  de  celle  de  la  lune,  les 
réfractions  seront  très-peu  différentes  pour  les  deux  astres,  et  la 
différence  des  réfractions  subies,*  différence  qui  représente  alors  la 
correction  de  la  réfraction,  sera  très-petite  par  rapport  à  la  ré- 
fraction totale  que  la  lune  éprouve.  Si  donc  les  tables  de  réfrac- 
tion ne  sont  pas  très-exactes ,  l'erreur  commise  sera,  par  l'emploi 
du  procédé  que  nous  indiquons,  réduite  dans  le  rapport  de  la 
ditTérence  en  question  à  la  réfraction  totale.  De  plus  il  y  a  des 
chances  pour  que  les  anomalies  de  réfraction  qui  peuvent  se  pro- 
duire affectent  sensiblement  les  deux  astres  de  la  même  manière 
et  disparaissent  du  résultat ,  puisque  ces  deux  astres  sont  dans 
la  même  région  du  ciel,  de  sorte  que  leurs  rayons  ont  traversé 
des  couches  d'air  peu  éloignées  les  unes  des  autres.  Enfin,  les 
flexions  de  l'instrument  sont  sensiblement  aussi  les  mêmes  pour 
les  deux  astres,  et  disparaissent  du  résultat. 

Si  on  observait  les  passages  de  la  lune  et  de  l'étoile  par  la  même 
hauteur,  c'est-à-dire  sous  le  fil  horizontal  de  l'instrument  (la 
lunette  conservant  le  même  angle  avec  l'horizon)  la  différence  des 
réfractions  et  celle  des  flexions  disparaîtrait  complètement.  Cette 
méthode  d'observation  semble  donc  encore  préférable  à  la  précé- 
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dente.  Elle  a  encore  un  autre  avantage,  qui  consiste  en  ce  qu*on 
n'a  pas  à  introduire  la  mesure  de  Tare  indiquant  la  différence  des 
hauteurs,  mesure  sur  laquelle  on  peut  commettre  encore  quelques 
petites  erreurs.  Il  est  vrai  que  si  les  passages  des  deux  astres  étaient 
séparés  par  un  long  intervalle  de  temps,  ce  dernier  avantage  serait 
compensé  par  Tinconvénient  résultant  de  ce  que  dans  cette  durée, 
le  chronomètre  peut  avoir  des  anomalies  dans  sa  marche  (chose  qui 
a  bien  fréquemment  lieu  pour  les  chronomètres  fatigués  par  les 
transports  d'un  voyage  sur  terre).  Mais  on  peut  choisir  une  étoile 
qui  soit  presque  à  la  même  hauteur  que  la  lune,  de  sorte  que  Tin- 
tervalle  des  passages  ne  soit  guère  plus  long  que  celui  qui  aurait 
lieu  pour  obtenir  deux  pointés  consécutifs,  et  alors  le  chrono- 
mètre n'a  plus  le  temps  de  varier  sensiblement  ;  d'ailleurs  il  ne 
varie  pas  plus  que  dans  l'autre  méthode.  L'inconvénient  de  la 
méthode  des  passages  par  la  même  hauteur  vient  donc  unique- 
mentde  l'intervention  des  équations  personnelles,  intervention  plus 
grande  que  dans  le  cas  des  pointés.  Lorsque  la  lune  est  pleine, 
on  ne  voit  pas  assez  bien  les  étoiles  du  voisinage  pour  les  pointer 
avec  les  petites  lunettes  des  théodolites,  et  on  est  obligé  de  choisir 
une  étoile  un  peu  éloignée  en  azimut.  Il  en  résulte  que  si  on  répète 
plusieurs  fois  les  observations,  la  même  étoile  ne  peut  continuel- 
lement servir.  En  effet,  les  différences  de  hauteur  des  deux  astres 
vont  en  croissant,  de  sorte  que  les  intervalles  des  passages  crois- 
sent aussi.  Mais  on  peut  remédier  à  cela  en  changeant  d'étoile 
quand  il  est  nécessaire. 

2S3.  — Lorsqu'on  observe  les  passages  de  la  lune  et  d'une  étoile 
par  la  même  hauteur,  on  a  l'avantage,  si  on  retourne  chaque  fois 
l'instrument  de  manière  à  opérer  alternativement  dans  la  position 
directe  et  dans  la  position  inverse  de  ce  dernier,  de  mesurer  di- 
rectement sur  le  limbe  les  doubles  distances  zénithales  de  Tétoile 
observée.  Cette  circonstance  permet  d'employer  à  la  détermination 
de  l'heure  du  lieu  les  pointés  effectués  sur  Tétoile,  de  sorte  que 
la  détermination  de  l'heure  se  trouve  faite  en  même  temps  que  celle 
de  la  longitude.  En  voyage,  l'expérience  m'a  appris  que  cette 
simultanéité  est  d'un  avantage  inappréciable,  car,  je  le  répète,  on 
ne  peut  compter  sur  la  marche  régulière  d'un  chronomètre  ayant 
voyagé  par  terre.  Les  chronomètres  de  poche  ne  sont  jamais  parfaits, 
et  les  chronomètres  de  marine,  au  milieu  des  difficultés  d'un  voyage 
continental  en  pays  inconnu,  ne  peuvent  être  transportés  avec  le» 
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soins  suffisants.  Le  choc  et  les  secousses  ne  tardent  pas  à  déter- 
miner dans  leur  marche  des  anomalies  notables.  De  plus,  quand 
on  observe  en  plein  air,  ces  instruments  se  trouvent  soumis  à  des 
variations  rapides  de  température,  et  la  compensation  est  insuffi- 
sante pour  en  empêcher  les  inconvénients,  car  les  divers  métaux  em- 
ployés ne  s'échauffent  pas  avec  la  même  vitesse.  Enfin,  la  prati- 
que apprend  qu'un  métal  ne  se  dilate  pas  d^une  manière  continue, 
mais  par  sauts  brusques  successifs.  La  marche  de  l'instrument  est 
sans  cesse  variable,  et  il  m'est  arrivé  de  constater  des  anomalies 
dans  l'intervalle  de  temps  nécessaire  pour  faire  deux  séries  dis- 
tinctes d'observations  au  théodolite  répétiteur,  surtout  quand  ces 
séries  étaient  un  peu  prolongées. 

D  est  donc  d'une  très-grande  importance  que  l'heure  se  trouve 
déterminée  par  la  même  série  d'observations  que  la  longitude,  et 
non  avant  ou  après. 

Le  procédé  dont  je  viens  de  parler  ne  nuit  nuUement  à  l'em- 
ploi de  la  répétition  de  l'instrument.  En  effet,  avec  le  théodolite 
répétiteur,  supposons  qu'on  ait  mis  d'abord  les  zéros  des  deux 
limbes  en  coïncidence,  puis  qu'on  attende  le  passage  de  la  lune 
par  une  hauteur  donnée.  Notons  l'heure  de  ce  passage,  et  avant  de 
toucherde  nouveau  àl'instrument,  effectuons  les  lectures  du  niveau. 
Cela  posé,  sans  rien  changer  à  la  hauteur  de  Tinstrument,  chan- 
geons l'azimut  pour  diriger  la  lunette  vers  l'étoile  et  attendons  le 
passage  de  cette  dernière,  dont  nous  noterons  l'heure.  Après  ce 
passage,  effectuons  de  nouveau  les  lectures  du  niveau  pour  nous 
assurer  si  la  hauteur  de  la  lunette  n'a  pas  varié  dans  le  change- 
ment d'azimut.  En  général,  quelque  soin  qu'on  ait  pris  à  niveler, 
il  y  aura  un  changement  auquel  contribue  d'ailleurs  le  défaut  de 
stabilité  du  pied  de  l'instrument.  Mais  cela  ne  fait  rien,  la  diffé- 
rence des  lectures  du  niveau  aux  deux  pointés  sur  la  lune  et  l'étoile, 
différence  réduite  en  arc  à  l'aide  de  la  valeur  connue  des  divisions 
du  niveau,  fait  connaître  de  combien  de  secondes  d'arc  le  pas- 
sage de  la  lune  a  été  observé  plus  haut  ou  plus  bas  que  celui 
de  l'étoile,  et  on  tiendra  compte  de  cette  correction  dans  le  calcul. 

Maintenant,  détachons  le  limbe  alidade  et  faisons  prendre  à 
Tinstrument  la  position  inverse,  attendons  le  passage  de  la  lune 
par  une  hauteur  donnée,  notons  l'heure  de  ce  passage  et  la  posi- 
tion de  la  bulle  du  niveau.  Puis  déplaçons  l'instrument  en  azi- 
mut, sans  changer  la  hauteur  de  la  lunette,  pour  viser  à  lëtoile, 

26 
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notons  Theure  du  passage  de  cette  dernière  derrière  le  fil  hori- 
zontal et  observons  la  position  du  niveau.  La  différence  des  lectures 
du  niveau  dans  la  position  inverse  nous  fera  de  même  connaître 
la  quantité  dont  la  lune  a  été  observée  plus  haut  ou  plus  bas  que 
l'étoile. 

Cela  posé,  effectuons  la  lecture  du  limbe,  puis,  sans  rien  chan- 
ger à  la  position  relative  des  deux  cercles,  donnons  de  nouveau  à 
l'instrument  la  position  directe,  de  manière  à  recommencer  l'opé- 
ration en  prenant  pour  point  de  départ  la  lecture  qui  répond  à  la 
situation  actuelle  des  limbes.  Nous  obtiendrons  après  les  mêmes 
opérations,  position  directe  et  inverse,  une  seconde  lecture,  avec 
laquelle  nous  reprendrons  l'opération  entière,  et  ainsi  de  suite. 
On  voit  de  cette  manière  que  les  doubles  distances  zénithales  s'a- 
jouteront consécutivement  sur  le  limbe.  La  lecture  finale  donnera 
donc  la  somme  des  distances  zénithales  de  l'étoile  observée,  et 
les  différences  successives  des  lectures  consécutives  donneront  la 
série  des  doubles  distances  zénithales  du  môme  astre. 

Considérons  maintenant  sur  le  cahier  où  les  observations  ont 
été  enregistrées,  la  série  des  opérations  faites  sur  l'étoile  seule- 
ment. Cette  série  est  en  tout  semblable  à  celle  qu'on  aurait  effectuée 
pour  une  détermination  d'heure.  Comparant  les  lectures  du  niveau 
dans  les  pointés  inverses  de  l'étoile  aux  lectures  dans  les  pointés  di- 
rects, nous  déduirons  de  leurs  différences  (n*  1 3)  les  corrections  à  ap- 
pliquer aux  arcs  successifs,  afin  d'avoir  les  vraies  distances  zénithales 
telles  qu'on  les  aurait  obtenues  si  le  niveau  n'avait  pas  varié.  On 
corrige  alors  de  la  réfraction  ces  doubles  distances  apparentes,  et 
on  a  les  doubles  distances  vraies.  On  calcule  ensuite  l'angle  horaire 
correspondant  à  la  moyenne  des  instants  des  deux  pointés  répon- 
dant à  chaque  double  distance  zénithale,  en  suivant  pour  cela  la 
méthode  que  nous  avons  donnée  (n®217).  Puis  on  fait  la  moyenne 
des  angles  horaires  de  toutes  les  opérations ,  et  la  moyenne  des 
heures  marquées  par  le  chronomètre  pour  les  pointés  effectués  sur 
rétoile.  De  l'angle  horaire  moyen,  on  tire  l'heure  exacte  répondant 
à  l'instant  moyen,  et  la  différence  avec  l'heure  du  chronomètre 
donne  la  correction  de  cet  instrument.  On  corrige  alors  les  heures 
marquées  par  le  chronomètre  aux  instants  des  pointés  sur  l'étoile 
afin  de  les  ramener  à  l'heure  réelle,  et  on  calcule  les  distances 
zénithales  de  l'étoile  pour  tous  ces  instants  (n^  232),  distances 
qui  se  trouvent  alors  connues  sans  être  affectées  comme  leurs  pro- 
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près  mesures  individuelles  par  les  erreurs  de  lecture  faites  sur 
ïïnstrument. 

Toutefois,  on  peut  abréger  le  calcul  des  distances  zénithales  de 
l'étoile  à  chacun  de  ses  pointés.  En  efiet,  en  appelant  z\  z\f 
^1 ....  les  distances  zénithales  pour  les  pointés  positions  directe  et 
-'♦Aj-a^'i.-  les  distances  correspondantes  pour  les  pointés  inver- 
ses,oDalesvaleursdez'+z",z'i  +  z"i,z',  +  z",,...  quisontdon- 
nées  par  les  différences  des  lectures  consécutives  du  limbe,  et  on 
a  déjà  été  obligé  pour  l'obtention  de  l'heure  de  calculer  les  sommes 
deux  à  deux  des  angles  horaires  correspondants />'+/?",yi+/?"i,... 
pour  l'obtention  desquels  on  a  eu  à  calculer  les  valeurs  de  p  — 
fy  p\  —  p"i,  etc.,  qui  ne  sont  autres  que  les  différences  des 
heures  données  par  le  chronomètre  aux  instants  des  pointés  directs 
et  inverses  sur  l'étoile,  différences  réduites  en  temps  sidéral  puis  en 
arc.  Au  moyen  de  ces  valeurs  dejo' — p'\p\-^p'\ ^^  ^  eu  éga- 
lement pour  le  calcul  des  angles  p  +/>",  p\  +  p'\ à  détermi- 
ner les  arcsz' — «"jjs'i — j5"i, Or,  ces  arcsz' — z",  etc.,  ont  pu 

être  déterminés  par  les  procédés  expéditifs  que  nous  avons  indi- 
qués ;  mais  on  peut  aussi  les  avoir  par  la  formule  précise  (n^  218) 

'  sinz  \    2    y 

formule  dans  laqueUe  a  =  /  —  D,  A  =  /-|-Detz=  — 5 — > 

quantités  connues. 

Or,  lesz' — z"  étant  ainsi  connus,  de  même  que  les  si  -4-^',  on 
en  déduit  les  z'  et  les  z'',  et  on  a  alors  toutes  les  distances  zénitha- 
les de  l'étoile  qui  ont  donné  l'heure. 

n  est  vrai  que  les  z',  z",  z'i,  s^\ ainsi  obtenus,  sont  affectés 

des  erreurs  des  lectures  intermédiaires  du  limbe;  mais  leur  somme 
n'en  est  pas  moins  rigoureuse,  puisque  si  l'une  des  lectures  in- 
termédiaires est  augmentée,  deux  des  arcs  z*  et  z'^  ont,  à  la  vérité, 
été  augmentés,  mais  les  deux  suivants  ont  été  diminués  de  la  même 
quantité.  La  moyenne  des  hauteurs  lunaires  qu'on  déduira  de 
cesz',z",jz'„j5",,  etc.  ainsi  calculés,  en  y  ajoutant  seulement  les 
corrections  dues  au  niveau  et  provenant  des  différences  aux  poin- 
tés lunaires  et  stellaires^  sera  donc  également  rigoureuse.  Seule- 
ment certaines  hauteurs  seront  augmentées  de  la  quantité  dont 
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les  autres  sont  diminuées^  et  Tascension  droite  moyenne  de  la 
lune  déduite  de  l'ensemble  des  pointés  effectués  sur  cet  astre  sera 
aussi  exacte  que  si  chaque  hauteur  individuelle  avait  été  rigou- 
reuse. 

Au  point  de  vue  de  la  rapidité  des  calculs,  il  y  aura  donc  avan- 
tage à  opérer  comme  nous  l'avons  dit  en  dernier  lieu.  Le  premier 
procédé  de  calcul  ne  donnerait  pas  non  plus  rigoureusement  les  hau« 
teurs  individuelles,  car  il  suppose  nulles  les  anomalies  chronométii- 
ques.  Si  ces  anomalies  existent,  comme  cela  a  lieu  en  général, 
les  hauteurs  individuelles  sont  aussi  altérées,  mais  les  moyennes 
ne  sont  pas  changées,  comme  il  est  facile  de  le  reconnaître. 

Une  fois  les  distances  zénithales  de  Tétoile  connues,  comme  nous 
venons  de  le  dire,  pour  chacun  des  pointés  de  cet  astre,  on  en  tire 
celles  de  la  lune  en  ajoutant  les  corrections  provenant  des  diflërences 
de  niveau  aux  pointés  de  la  lune  et  de  Tétoile,  et  on  a  les  distan* 
ces  zénithales  apparentes  de  la  lune  déjà  corrigées  de  réfraction, 
mais  encore  affectées  de  parallaxe  et  trop  grandes  ou  trop  petites 
d'un  arc  égal  au  demi^diamètre  si  on  a  visé  à  un  seul  bord  de  la 
lune.  Si  on  avait  observé  les  passages  des  deux  bords,  on  aurait  pris 
l'heure  moyenne,  qui  aurait  donné  le  passage  du  centre,  quel  que 
fût  d'ailleurs  l'aplatissement  de  l'astre  par  la  réfraction,  car  chaque 
bord,  en  arrivant  à  la  même  hauteur,  aurait  été  affecté  de  la 
même  erreur  de  réfraction,  qui  est  aussi  celle  qui  aurait  affecté 
le  centre  à  cette  hauteur.  On  ramène  les  observations  au  centre 
de  l'astre,  s'il  y  a  lieu ,  en  ajoutant,  si  on  a  observé  le  bord  supé- 
rieur, le  demirdiamètre  amplifié  d'après  la  distance  zénithale  con- 
nue, et  en  retranchant  ce  demi-diamètre  si  on  a  observé  le  bord 
inférieur,  puis  on  fait  la  correction  de  la  parallaxe ,  et  on  obtient 
ainsi  les  distances  zénithales  vraies  de  la  lune  aux  instants  mar- 
qués par  le  chronomètre.  On  corrige  ceux-ci  de  leur  erreur  d'a- 
près la  correction  de  l'instrument  donnée  par  l'observation  de 
l'étoile,  et  on  a  définitivement  les  distances  zénithales  vraies  de  la 
lune  à  une  série  d'heures  connues  du  lieu  d'observation. 

254. — C'est  ici  le  moment  de  faire  une  remarque  importante  au 
sujet  de  l'absence  d'influence  sur  le  résultat  de  la  part  de  toute  erreur 
provenant  de  la  réfraction .  Nous  avons  dit  qu'à  cause  de  l'égalité  des 
hauteurs  des  deux  astres,  ces  erreurs  n'existaient  pas.  Cependant, 
dans  le  calcul  des  distances  zénithales  de  Tétoile,  nous  avons  qouté 
la  réfraction  aux  distances  apparentes  mesurées,  et  c'est  aux  dis- 
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tances  ainsi  corrigées  que  nous  avons  appliqué  les  corrections 
données  par  le  niveau,  puis  celles  du  demi-diamètre  et  de  la 
parallaxe  afin  d'avoir  les  distances  zénithales  de  la  lune.  U  semble 
donc  au  premier  abord  que  nous  avons  introduit  les  corrections 
de  réfraction  dans  le  résultat,  mais  il  n'en  est  rien,  puisque  nous 
avons  changé  l'heure  correspondante.  En  effet,  en  introduisant 
par  le  calcul  des  réfractions  une  erreur  qui  altère  la  distance 
zénithale  de  l'étoile,  la  correction  du  chronomètre  est  modifiée  ; 
il  faut  donc,  comme  en  effet  cela  résulte  de  notre  mode  de  calcul, 
que  cette  même  erreur  affecte  la  distance  zénithale  de  la  lune 
afin  qu'il  y  ait  compensation.  La  compensation,  toutefois,  ne 
serait  tout  à  fait  rigoureuse  que  si  les  deux  astres  avaient  la 
même  déclinaison,  parce  qu'alors  un  môme  changement  sur  la 
hauteur  altérerait  l'angle  horaire  de  la  même  quantité  pour  cha- 
cun d'eux.  Mais  comme  cette  condition  n'est  pas  rigoureusement 
remplie,  il  reste  une  petite  erreur  ;  toutefois  cette  erreur  est  très- 
petite  comparativement  à  celle  qu'on  aurait  faite  dans  des  mesures 
directes  de  la  hauteur  de  la  lune ,  effectuées  à  l'heure  réelle  du 
lieu  donnée  par  un  instrument  méridien,  par  exemple,  instrument 
par  lequel  Theure  obtenue  ne  serait  affectée  d'aucune  erreur  pro- 
venant de  la  réfraction. 

Pour  le  faire  voir,  appelons  F  l'angle  horaire  de  la  lune  altéré 
de  la  parallaxe  d'ascension  droite,  et  D' la  déclinaison  affectée  de 
la  parallaxe  de  déclinaison  au  moment  où  le  centre  de  l'astre 
passe  par  la  distance  zénithale  z.  Appelons  P  l'angle  horaire  de 
l'étoile  et  D  sa  déclinaison,  on  a  les  2  équations 

,.         (        cos«=8in/8inD'-(-cos/cosD'cosF 
l        co8«sssin/sinD4-cos/cosDcosP. 

Les  erreurs  que  la  réfraction  introduit  sur  z  sont  les  mômes 
dans  les  deux  équations  ;  nous  les  ferons  égales  à  «,  de  sorte  qu^au 
lieu  de  la  distance  z^  on  a  calculé  avec  la  distance  z  4-  a  ;  les 
erreurs  correspondantes  sur  F  et  P  seront  obtenues  en  rem- 
plaçant dans  les  équations  précédentes,  en  môme  temps  qu'on  subs- 
titue z  4-  «  à  z,  P  par  P  +  ç,^P'  par  F  -f  ç',  et  comme  «  est  très- 
petit,  de  môme  que  f  et  <p',  on  pourra  faire  cos  a,  cos  f  et  cos 
i  %aux  à  1  y  et  les  sinus  des  petits  arcs  a,  7  et  f  '  pourront  ôtre 
remplacés  par  les  arcs  eux-mômes.  En  faisant  ces  substitutions 
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S  (o),  et  en  ayant  égard  à  ces  éqaati< 


mêmes,  U  vient 


{*)        { 


a  sin  «  =  (f'  cos  /  cos  D' sin  P' 
a  sin  «  =  f  cos  /  cosD  sin  P. 


Or,  remarquons  que  dans  le  triangle  formé  par  le  pôle,  le  zénith 

et  un  astre,  on  a  d'après  la  règle  des  sinus  -t— s^  =  -. — >  a  étant 

'^  ^  smP       sin  a 

l'azimut  deTastre  compté  du  méridien  ;  on  en  tire 

sin  2  sin  a  =:  cosD  sin  P. 

En  appelant  donc  a'  Tazimut  de  la  lune  et  a  celui  de  l'étoile,  la 
relation  que  nous  \enons  d'indiquer  transforme  les  équations  (6)  en 

a  =  ff'cosls\na' 
a  =  f  cos/sina 
d'où 

^      ^        V^^s'sin^'      cos /sin  a/' 

f  ' — f  est  l'erreur  commise  sur  la  différence  |&  des  angles  horaires 
des  deux  astres,  aux  instants  de  leurs  passages  à  la  distance  zéni- 
thale z.  Otj  comme  cette  différence  |a  jointe  à  l'intervalle  observé 
des  passages  en  temps  sidéral ,  intervalle  réduit  en  arc,  est  la  quantité 
à  retrancher  de  l'ascension  droite  de  l'étoile  pour  avoir  l'ascension 
droite  apparente  de  la  lune,  il  s'ensuit  que,  par  l'effet  des  erreurs  sur 
la  réfraction,  l'ascension  droite  de  la  lune  sera  en  erreur  seulement 
de  cette  quantité  f' — f .  Si  au  contraire  on  avait  directement  mesuré 
la  distance  zénithale  de  la  lune,  sans  faire  intervenir  une  étoile  pas- 
sant par  la  même  hauteur,  l'erreur  sur  l'ascension  droite  eût  été 
égale  à  l'erreur  sur  l'angle  horaire  ou  à  f',  qui  est  égal  lui-même  à 

— ,  .     ,.  Si  donc  les  deux  astres  ont  été  observés  dans  des  azimuts 
coslsina 

peu  différents,  ce  qui  aura  lieu  si  la  différence  des  déclinaisons  est 

petite,  il  est  clair  queç' — ?,  c'est-à-dire — >( -: — > ; — )  est 

^     ^  u    T      Tj  cos/\sma      sinfl/ 

très-petitpar  rapport  à  — ^..  Ainsi  par  la  méthode  en  que^ 

tion,  l'erreur  des  réfractions  est  presque  annulée.  Remarquons 
d'ailleurs  que  a  ou  l'erreur  sur  la  distance  zénithale  $  ne  seoompose 
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pas  seulement  de  Terreur  introduite  par  la  réfraction  et  qui  affecte 
de  la  même  manière  les  distances  zénithales  pour  les  deux  astres, 
mais  elle  se  compose  de  Terreur  de  réfraction,  plus  celle  de  flexion, 
plus  enfin  ceUe  des  lectures,  et  c'est  l'ensemble  de  toutes  ces  erreurs 
réunies  qui  affecte  les  observations  des  deux  astres  de  la  môibe  ma- 
nière. Toutes  les  fois  donc  que  sin  a =sin  a',  ces  diverses  erreurs 
réunies  n'altèrent  pas  Tascension  droite  de  la  lune  donnée  par  les 
observations,  laquelle  par  notre  méthode  est  alors  obtenue  d'une 
manière  tout  à  fait  indépendante  de  ces  erreurs,  tandis  que  par  les 
mesures  directes  de  la  distance  zénithale  de  la  lune,  Tascension 
droite  obtenue  pour  cet  astre  aurait  été  affectée  des  erreurs  en 
question.  L'angle  horaire  de  l'étoile  qui  nous  donne  l'heure,  est, 
0  est  vrai,  modifié  par  ces  erreurs,  et  il  en  résulte  sur  la  longitude 
une  erreur  égale  à  celle  qu'on  commet  sur  cet  angle  horaire.  Mais  si 
Terreur  avait  porté  sur  Tascension  droite  de  la  lune,  son  efTet  sur 
la  longitude  aurait  été  trente  fois  plus  grand,  puisque  la  lune 
emploie  environ  30  jours  à  se  mouvoir  de  360**  en  ascension  droite, 
tandis  que  Tangle  horaire  de  l'étoile  varie  de  360^  en  un  jour. 
Sin  a  peut  être  égal  à  sin  a!  de  deux  manières,  si  a  =  a'  et  si 
a =180  — d.  Pour  que  a = a',  il  faut  que  les  deux  astres  soient 
de  même  déclinaison,  de  façon  à  passer  par  le  même  point.  Mais 
en  général  la  clarté  de  la  lune  empêche  d'observer  des  étoiles 
dans  son  voisinage  immédiat.  Il  est  donc  bon^  autant  que  pos- 
sible, de  choisir  des  étoiles  dont  la  distance  au  premier  vertical 
soit  égale  à  celle  de  la  lune,  mais  du  côté  opposé  de  ce  premier 
vertical,  auquel  cas  on  a  a  =  180 — ci  etsina=:sina'.Âmoins 
que  la  lune  ne  soit  elle-même  dans  le  premier  vertical,  cette  con- 
dition est  facile  à  remplir,  et  alors  les  erreurs  de  réfraction,  de 
flexion  et  de  lecture  du  limbe  n'influent  pas  sur  la  détermination 
de  Tascension  droite  de  la  lune. 

mm 

255.  —  L'équation  az=çcos/sin  a,  d'oîi  on  tîreç=  — 7-: — 5 
^  ^  ^      cos/sma 

nous  apprend  que  Terreur  f  sur  Tangle  horaire  est  minimum  quand 
sin  a=:  1,  c'est-à-dire  quanda=:90*,  ou  encore,  en  d'autres  ter- 
mes, dans  le  premier  vertical.  On  a  donc  avantage  pour  la  déter- 
mination de  Theyre  à  choisir  une  étoile  peu  éloignée  du  premier 
vertical.  Toutefois,  comme  sin  a  varie  très-lentement  dans  le  voi- 
sinage de  90*,  on  voit  qu'on  peut  choisir  sans  inconvénient  une 
étoile  à  plusieurs  degrés  du  premier  vertical,  et  placée  par  rap- 
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port  à  ce  grand  cercle,  autant  que  possible,  symétriquement 
à  la  lune.  L'avantage  d'éliminer  alors  l'influence  des  erreurs  de 
lecture,  de  flexion  et  de  réfraction  sur  la  détermination  deTascen- 
sion  droite  de  la  lune,  est  trop  important  pour  le  sacrifier  à  la  con- 
dition de  prendre  Tétoile  rigoureusement  dans  le  premier  vertical, 
chose  dont  l'avantage  réel  peut  d'ailleurs  être  regardé  comme  nul, 
tant  qu'on  ne  s'écarte  pas  trop  de  ce  grand  cercle. 

256. — Outre  les  erreurs  dont  nous  venons  d'examiner  les  effets, 
les  autres  erreurs  d'observation  que  l'on  peut  commettre  sont  rda- 
tives  à  l'appréciation  des  instants  des  passages  des  astres  par  le  fil 
horizontal.  Soit  h'  l'heure  réelle  sidérale  du  passage  de  la  lune 
derrière  le  fil  de  l'instrument,  à  la  hauteur  que  ce  dernier  occupe^ 
et  h  l'heure  réelle  du  passage  de  l'étoile.  Pour  avoir  l'ascension 
droite  apparente  de  la  lune,  il  faut  retrancher  de  celle  de  l'étoile 
la  somme  de  la  différence  h'  —  h  réduite  en  arc  et  de  la  différence 
F  —  P.  Mais  l'observateur,  au  lieu  de  noter  l'heure  A',  a  pu  noter 
l'heure  A'-f-P',  et  au  lieu  de  A,  A -H  p.  La  différence  p' — p  ré- 
duite en  arc  sera  donc  une  erreur  qui  se  reportera  sur  l'ascension 
droite  de  la  lune. 

Or  p'  et  P  sont  des  quantités  dont  l'ordre  de  grandeur  est  celui 
des  erreurs  qu'on  commet  dans  l'appréciation  du  temps.  Ce  sont 
des  erreurs  de  môme  ordre,  par  conséquent,  que  celles  que  l'on 
commet  dans  les  estimations  des  passages  méridiens,  où  les  diffé- 
rences d'ascension  droite  sont  également  affectées  d'erreurs  telles 
que  P>^ — p.  Donc  les  erreurs  commises  dans  l'appréciation  du 
temps,  introduisent  sur  la  longitude  des  erreurs  de  même  gran- 
deur dans  les  culminations  lunaires  ou  dans  la  méthode  dont  j'ai 
exposé  le  procédé  d'observation.  Gomme  dans  cette  méthode,  ce 
sont  les  seules  erreurs  qui  restent  si  l'azimut  de  l'étoile  est  conve- 
nablement choisi  par  rapport  à  celui  de  la  lune,  on  voit  que  notre 
procédé  est  aussi  précis,  au  point  de  vue  des  erreurs  d'observa* 
tion,  que  celui  des  culminations,  puisqu'il  n'est  précisément  affecté 
que  par  les  mêmes  erreurs  et  de  la  même  manière. 

Le  seul  inconvénient  que  la  méthode  en  question  possède  par 
rapport  aux  cukninations,  consiste  en  ce  qu'il  faut  appliquer  de$ 
corrections  de  parallaxes,  de  sorte  que  si  la  valeur  de  la  parallaxe 
tabulaire,  ou  celle  du  rayon  terrestre  calculé  d'après  l'aplatisse- 
ment moyen  et  à  l'aide  duquel  on  réduit  la  parallaxe  horizontale  à 
celle  du  lieu ,  sont  en  erreur,  le  résultat  s'en  ressent.  Mais,  si  on 
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remarque  qu'à  Test  la  parallaxe  augmente  l'ascension  droite  de  la 
même  quantité  dont  elle  la  diminue  à  l'ouest  pour  la  même  dis- 
tance zénithale,  on  voit  que  la  moyenne  de  deux  opérations  faites 
des  deux  côtés  du  méridien,  est  indépendante  de  la  parallaxe  si 
les  hauteurs  sont  rigoureusement  égales.  Il  est  vrai  que  la  parallaxe 
tabulaire  varie  dans  l'intervalle  des  deux  séries  en  question,  mais 
la  grandeur  de  cette  variation  est  connue  par  les  tables  avec  exac* 
titude,  de  sorte  qu'en  tenant  compte  de  cette  variation,  les  erreurs 
introduites  par  la  parallaxe  disparaissent  également.  Si  les  hau- 
teurs, à  Test  et  à  l'ouest,  ne  sont  pas  égales,  la  différence  de  leurs 
résultats  permet  également  d'obtenir  la  correction  de  la  parallaxe 
pourlelieu  d'observation,  comme  nous  le  verrons  plus  loin.  Ainsi, 
rineonvénient  des  parallaxes  n'existe  pas,  si  les  observations  sont 
convenablement  dirigées. 

Par  contre,  notre  méthode  offre  sur  les  culminations  l'avantage 
d'opérer  avec  des  intervalles  chronométriques  toujours  plus  petits 
entre  les  passages.  Par  là  on  évite  les  erreurs  provenant  des 
anomalies  du  chronomètre,  anomalies  bien  graves,  surtout  pour 
les  instruments  qui  ont  été  transportés  par  terre  dans  les  voyages 
lointains,  et  qui  ont  beaucoup  souffert  du  cahot  des  transports. 
Elle  permet  en  outre  de  répéter  plusieurs  fois  l'opération  dans  la 
même  journée,  et  par  là,  on  arrive  en  moins  de  temps  à  plus  de 
précision  qu'avec  les  culminations.  Enfin,  elle  n'exige  pas  la  sta- 
bilité de  l'instrument  en  azimut,  condition  irréalisable  en  voyage 
d'une  manière  absolue  avec  les  pieds  portatifs.  Or,  l'absence  de 
cette  stabilité  azimutaledes  instruments  jette  sur  la  méthode  des 
culminations  de  grandes  incertitudes,  aussi  bien  que  les  anoma- 
lies des  chronomètres. 

En  somme,  la  pratique  m'a  appris  que  la  méthode  d'observa- 
tion que  je  viens  d'indiquer  est  en  voyage  beaucoup  plus  pratique 
que  celle  des  culminations.  Elle  est,  en  outre,  d'un  usage  plus 
fréquent,  moins  sujette  à  être  empêchée  par  le  mauvais  temps,  et 
enfin  plus  sûre  comme  résultat.  Nous  allons  maintenant  indiquer 
le  moyen  de  calculer  les  observations. 

257. — Je  conunencerai  d'abord  par  faire  remarquer  que  la  mé- 
thode de  calcul  est  la  même,  soit  qu'on  ait  mesuré  des  différences 
de  hauteur  de  la  lune  et  d'une  étoile,  soit  qu'on  ait  observé  des  pas- 
sages de  la  lune  ou  d'une  étoile  par  la  même  hauteur.  Dans  un 
cas  comme  dans  l'autre,  après  le  calcul  des  distances  zénithales  de 
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rétoile  aux  instants  où  elle  a  été  observée,  calculs  dont  nous  avons 
déjà  parlé,  on, arrive  à  connaître  finalement  une  série  de  distances 
zénithales  de  la  lune  affectées  de  parallaxes  et  les  heures  du  lieu 
correspondantes. 

Le  cas  même  où  on  aurait  directement  mesuré  des  doubles  dis- 
tances zénithales  de  la  lune  peut  encore  se  ramener  au  cas  pré- 
cédent^ car  nous  avons  vu  les  moyens  de  calculer  les  angles  ho- 
raires avec  les  doubles  distances  zénithales  d*un  astre  dont  la 
déclinaison  varie  (n*"  222),  doubles  distances  corrigées  de  paral- 
laxe. On  peut  donc,  par  les  formules  que  nous  avons  données,  cal- 
culer les  V  +2?"  et  les  li — js"  corrigés  de  réfraction  et  de  parallaxe 
et  on  en  tire  les  z'  et  les  z''  vrais.  On  arrive  donc  toujours  fina- 
lement à  des  séries  de  distances  zénithales  vraies  de  la  lune  (et  par 
conséquent  de  distances  zénithales  affectées  de  parallaxe  comme 
dans  le  cas  précédent  en  ajoutant  à  ces  distances  vraies  les  correo- . 
tions  de  parallaxes  primitivement  retranchées  pour  les  obtenir), 
pour  chacune  desquelles  on  connatt  l'heure  du  lieu  correspondante. 
Cela  posé,  appelons  L  la  longitude  approchée  du  lieu  exprimée 
en  temps  et  L  +  ^  la  vraie  longitude,  x  étant  la  quantité  à  déter- 
miner et  représentant  un  certain  nombre  de  secondes  de  temps. 
Nous  supposerons  de  plus  que  la  longitude  est  comptée  vers  Touest, 
de  sorte  que  L  et  L  +  x  représentent  des  longitudes  occidentales. 
Soit  H  rheure  sidérale  du  lieu  à  laquelle  a  été  faite  une  obser- 
vation et  pour  laquelle,  par  conséquent,  on  connaît  la  distance 
zénithale  apparente  de  la  lune  corrigée  de  réfraction.  Cette  heure 
sidérale  est  précisément  l'ascension  droite  de  l'étoile  observée, 
plus  son  angle  horaire  en  temps,  au  moment  du  pointé  sur  la  lune, 
lequel  angle  horaire  est  l'angle  horaire  observé  de  l'étoile,  plus  ou 
moins  l'intervalle  du  pointé  de  la  lune  et  de  l'étoile  mis  en  temps 
sidéral.  H  +  (L  +  a:)  sera  l'heure  sidérale  correspondante  au  pre- 
mier méridien.  Nous  transformerons  H  -hL  en  temps  moyen  du 
premier  méridien,  et  nous  aurons  dans  les  tables  la  parallaxe 
horizontale  équatoriale  ic  répondant  à  cet  instant  que  nous  appelle- 
rons H, ,  puis  nous  prendrons  le  mouvement  horaire  de  la  paral- 
laxe, que  nous  appellerons  to,  et  la  parallaxe  à  l'instant  de  l'ob- 
servation sera  alors  ir  +  to^. 

De  la  parallaxe  horizontale  équatoriale  i?  nous  déduirons  la  pa- 
rallaxe horizontale  locale  par  les  méthodes  connues,  et  de  cette 
dernière  nous  tirerons,  à  l'aide  delà  distance  zénithale  apparente 
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du  centre  de  l*astre,  la  parallaxe  de  hauteur  que  nous  retrancherons 
de  la  distance  observée,  et  nous  aurons  la  distance  zénithale  vraie  de 
lalune,  que  nous  appellerons  jzp,  laquelle  sera  altérée  seulement  de  la 
correction  de  la  parallaxe  wx.  A  cause  de  la  petitesse  des  deux  fac- 
teurs w  et  Xj  nous  calculerons  Teffet  de  cette  correction  wx  sur 
la  distance  zénithale  sans  tenir  compte  de  la  diSérence  des  zéniths 
Trais  et  apparents ,  de  sorte  que  l'effet  sur  la  hauteur  sera  wx 
multiplié  par  le  sinus  de  la  distance  zénithale  observée,  ou  en  ap- 
pelant to'  la  valeur  de  w  multipliée  par  ce  sinus,  la  distance  zéni- 
thale vraie  de  la  lune  sera  z — wlx. 

Nous  chercherons  également  dans  les  tables  l'ascension  droite  et 
la  déclinaison  de  la  lune  répondant  à  l'instant  Hi  du  premier  mé- 
ridien. Soient  A  cette  ascension  droite  et  D  cette  déclinaison,  D 
étant  positif  dans  l'hémisphère  boréal,  négatif  dans  l'hémisphère 
austral.  Nous  prendrons  également  dans  les  tables  le  mouvement 
horaire  de  la  lune  en  ascension  droite  à  l'instant  Hi ,  et  soit  m  ce 
mouvement  exprimé  en  secondes  d'arc.  Soit  également  n  le  mou- 
vement horaire  du  même  astre  en  déclinaison  au  même  instant^ 
n  étant  positif  si  la  lune  marche  vers  le  pôle  boréal,  négatif  si  elle 
marche  vers  le  pôle  austral;  alors  l'ascension  droite  réelle  de  la  lune 

àrinstantH  +  h+x  sera  A  +  ^^t^t  x.  et  la  déclinaison  réelle 

ooUU 

l'ascension  droite  ainsi  que  la  déclinaison  de  la  lune  qui  doivent 
entrer  dans  le  calcul  seront 

A +  «»'*»       D+n'a?. 

Soient  maintenant  P  l'angle  horaire  que  la  lune  aurait  pour  la 
distance  zénithale  z  si  sa  déclinaison  était  D,  et  P-t-  y  son  angle 
horaire  pour  la  déclinaison  D  -F  rix  et  la  distance  z  —  w'x.  On 
aura  les  deux  équations  . 

cosjs=sin/  sinD-^cos  /  cosDcosP 
cos  (5— ti;'a:)  =  sin/sin  (D+n'j:)-hcos/cos(D  4-nar)cos(P4-y). 

La  première  équation  qui  peut  se  transformer  en  la  suivante 
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t,„,.  I  p  ^  sinU.  +  (/~D)]  sinj  [;.-(i-^D)] 
^  ^  cosi(/+D+â)co8  4(/  +  D— a)  ^ 

nous  fait  connaître  la  valeur  de  P. 

La  seconde  équation,  en  la  développant  et  eo  ayant  ^ard  à  la 
première,  et  remarquant  de  plus  que,  vu  la  petitesse  des  arcs, 
cos  n'Xj  cos  w'x  et  cos  y  peuvent  être  remplacés  par  l'unité,  tandis 
que  le  produit  sin  rix  sin  y  étant  du  deuxième  ordre  peut  être 
négligé,  devient 

sin  z  sin  ufx + (cos  /  sin  D  cos  P  —  sin  /  cos  D)  sin  n'x 

= — cos  /  cosD  sin  P  sin  y, 

ou,  en  remplaçant  les  sinus  par  les  arcs 

tangDcosP — tang/   ,  sinz  , 

^  sinP  cos^cosDsinP 

L'angle  horaire  réel  de  la  lune  est  P — (  — ^ .    ~ — —  «'+ 

°  V  sm  P 

sinz  ,\  ,  tangDcosP  —  tang/    . 

7 T7-T-75 II/  1  a:;  ou,  en  posant  - — 2 _— 2_  n  ^ 

/cosDsmP     j    ^      ^       tr  gjjjp 

j — ^  .   -^  w':=.k.  cet  angle  devient  P — kx.  P  et  A:  étant 

cos/cosDsmP  '  °  ' 

connus. 

L'ascension  droite  de  la  lune  étant  alors  égale  à  l'heure  sidé- 
rale moins  son  angle  horaire,  on  a  pour  la  valeur  de  cette  as- 
cension  droite,  d'après  l'observation  H — V  +  kx.  Mais  cette  as- 
cension droite  est  aussi  A  +  nt!x  ;  on  a  donc  l'équation 

H— P+te=A+TO'a?,    d'où    a?=°~'*T^» 

équation  dans  laquelle  x  donne  directement  des  secondes  de 
temps,  parce  que  ntl  et  k  ont  précisément  reçu  les  valeurs  néces- 
saires pour  qu'il  en  soit  ainsi. 

Si  la  valeur  ainsi  trouvée  pour  x  n'est  que  de  quelques  secondes, 
on  considérera  comme  définitive  la  valeiA*  L  +  ^.  Si  la  valeur  dex 
était  grande,  il  faudrait  refaire  les  calculs  en  prenant  pour  nou- 
velle valeur  de  L  la  valeur  L  +  a:  ainsi  trouvée,  parce  qu'alors  on 
aurait  commis  une  petite  erreur  dans  le  calcul  en  faisant  cos  n'  x, 
cos  u)  X  et  cos  y  égaux  à  l'unité,  et  en  remplaçant  les  «nus  des 
petits  arcs  ri  x,  w*  x^iy  par  les  arcs  eux-mêmes.  Mais  dans  le  se- 


cos 
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oond  calcul)  la  nouvelle  valeur  de^;  ainsi  obtenue  serait  tellement  pe- 
tite qu'il  ne  serait  pas  nécessaire  de  faire  le  calcul  une  troisième  fois. 

En  calculant,  comme  nous  venons  de  l'indiquer^  toute  la  série 
des  observations,  on  aura  une  suite  de  valeurs  de  L  +  ^9  dont  la 
moyenne  sera  la  longitude  du  lieu. 

258.  —  Si  on  a  deux  séries  de  distances  zénithales,  Tune  à  Test, 
Vautre  à  l'ouest,  et  si  la  moyenne  des  distances  au  zénith  dans 
chaque  série  sont  égales,  la  moyenne  des  longitudes  données  par 
chacune  d'elles  sera  indépendante  delà  parallaie,  et  par  conséquent 
iodépendante  des  erreurs  tabulaires  de  cet  élément  et  des  incerti- 
tudes que  les  inégalités  du  sphéroïde  terrestre  jettent  sur  la  trans* 
formation  de  la  parallaxe  horizontale  équatoriale  en  parallaxe  ho- 
rizontale du  lieu.  Si  les  moyennes  distances  au  zénith  sont 
différentes  des  deux  côtés,  la  compensation  des  erreurs  de  paral- 
laxe n'aura  plus  lieu.  Mais  on  peut  encore  appliquer  au  résultat  la 
correction  provenant  de  Terreur  commise  sur  la  parallaxe.  En 
effet,soient  z  la  moyenne  des  distances  au  zénith  observées  à  l'est, 
etz'la  moyenne  des  distances  observées  à  l'ouest;  appelons  a  la 
petite  erreur  inconnue  commise  sur  la  parallaxe  horizontale,  qu'on 
a  supposée  ir  pour  la  première  série,  et  -k  pour  la  seconde,  et  qui 
devait  ètreTc  +  a  pour  la  première  série  etic'  +  a  pour  la  deuxième. 

L'erreur  commise  à  l'est  du  méridien  sur  la  distance  z  corrigée 
sera  donc  a  sin  z,  car  vu  la  petitesse  de  a,  on  peut  négliger  la  dif- 
férence de  position  des  zéniths  vrais  et  apparents  ;  l'erreur  sur  la 
distance  s!  sera  de  même  a  sin  z\  Appelons  z^  et  z!^  les  distances 
-  et  z!  corrigées  des  parallaxes  ir  et  w' .  Ce  sont  celles  qu'on  a  em- 
ployées dans  le  calcul,  tandis  qu'on  aurait  dû  employer  les  distan- 
ces 5Ji —  a  sin  z  etz', — a  sin  2'.  Cela  posé,  en  appelant  D  la  décli- 
naison de  la  lune  pour  l'instant  moyen  de  la  première  série, 
D'  cette  déclinaison  pour  l'instant  moyen  de  la  seconde  série,  on 
a  pour  calculer  les  angles  horaires  correspondants  P  +  p  et  P  +  p' 
les  équations 

cos  (5,  —  a ftin z)  7=  sin  /sinD +cos  {cos D cos(P-|-  p) 
C08  (a',  —  a  sin  z')  =  sin  l  sînD'  4-  cos  /  cos  D'  cos  (P'  -t-  p'), 

tandis  qu'on  a  calculé  les  angles  horaires  P  et  P'  par  les  équations 

/  X  cos^i  =  sin  /  sin  D  +cos  /cos  D  cos  P 

^  ^  cos  «,'  ?=  sin/  sin  D'  +  cos  /  cos  D' cos  F. 
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En  développant  les  deux  premières  équations,  et  en  remarquant 
que  a  étant  un  très-petit  arc,  on  peut  taire  cos  (a  siaz\  cos  (a  sin  ^\ 
cos  p  et  cos  p'  égaux  à  l'unité,  il  vient 

cos  z^  +  sin  Zi  sin  (a  sin  z)  =  sin  /sin  D+  cos  /cos  D  cos  P 

— cos  /  cos  D  sin  P  sin  p 

cos  js/  +  sin  Zt  sin  («  sin  z')  =  sin  /  sin  D' + cos  /  cos  D' cos  P 

—  cos  /  cos  D'sin  P'  sin  p\ 

En  introduisant  dans  ces  deux  équations  pour  Pet  F  les  valeurs 
déduites  des  deux  équations  (a),  et  en  ayant  égard  à  ces  mêmes 
équations,  il  reste  en  remplaçant  les  sinus  des  arcs  «  sin  z,  d 
sin  js',  p  et  p'  par  les  arcs 

a  sin  z  sin  js,  s=s  —  p  cos  /  cos  D  sin  P 
a  sin  -s' sin  «/  =  —  p'  cos  /  cos  D' sin  P. 

On  tire  de  là 

sin  z  sin  Zi 


p=-« 


cos  /  cos  D  sin  P 


g, sîn  js^sîds^ 

cos  /  cos  D  sin  P' 

et  tout  dans  ces  expressions  de  p  et  p'  est  connu  moins  a. 

Gela  posé,  soient  H  l'heure  sidérale  répondant  au  milieu  de  la 
première  série,  H'  l'heure  répondant  au  milieu  de  la  seconde, 
H'  —  H  est  le  mouvement  du  ciel  dans  l'intervalle  considéré,  et 
soit  a  le  mouvement  d'ascension  droite  de  la  lune  donné  par  les 
tables  pendant  le  temps  sidéral  H' — H  (pour  trouver  a  dans  les 
éphémérides,  on  réduit  H' — H  en  temps  moyen,  et  les  tables 
donnent  ensuite  le  mouvement  de  la  lune  pendant  cet  intervallepour 
l'époque  des  observations),  alors  on  remarquera  que  l'ascension 
droite  de  la  lune  à  l'instant  de  la  première  série,  où  la  lune  était 
à  l'est,  était  H — P—  p,  P  renfermant  son  signe  qui  est  négatif,  et 
pour  la  seconde  série,  où  la  lune  était  à  l'ouest.  H'  —  P  —  p' .  La  dif- 
férence de  ces  deux  quantités  doit  être  égale  àa,  on  adonc  l'équatioo 

H'_F  — P'— (H— P  — 10=a, 
ou 

H— H'+a+  F— P=p— P'. 

Or  H — W+a  4-  P*  —  P  est  une  quantité  connue,  et 

fl   -p>~      ^(     siP^sins,  sinz^sin^.  JV g 

V<^06  /  cos  D  sin  P      cos/cosDsinP/ 
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K  étant  une  quantité  connue,  on  a  donc 

H  — H'  +  a  +  P'— P 
K  ' 

ce  qui  fait  connaître  la  correction  a  à  appliquer  à  la  parallaxe. 

259.  —  a  étant  connu,  on  peut  déterminer  les  valeurs  de  p  et 
de  p'  ou  la  correction  des  angles  horaires  qu'on  a  employés  pour  le 
calcul  de  la  longitude.  Or,  la  correction  de  cette  dernière  a  été 
donnée  par  les  équations  suivantes  dans  lesquelles  x  se  rapporte 
à  l'observation  avant  le  méridien  et  x*  à  l'observation  après  le  mé- 
ridien, 

H— P— A  ,      H'  — P— A' 

m  —  k  ml  — h!     ' 

On  aura  donc  pour  les  vraies  valeurs  de  x 

H  — P  — A  — p  ,_H^— F  — A^  — y 

x  — 7  X  -^  -. fi ' 

et  les  valeurs  de  or  et  a;'  que  l'application  de  la  correction  de  paral- 
laxe aura  rendues  égales,  seront  la  correction  à  ajouter  à  la  longi* 
tude  supposée  L,  pour  avoir  la  vraie  longitude. 

260.  —  En  général,  dans  la  méthode  que  nous  venons  d'expo- 
ser, les  observations  se  rapportent  au  bord  même  de  la  lune,  à 
moins  qu'on  n'emploie  ma  méthode  de  pointé  du  n""  40,  par  la- 
quelle on  peut  directement  obtenir  la  distance  du  centre  de  la 
lune.  Lorsqu'il  s'agit  de  l'observation  de  l'instant  d'un  passage 
par  une  hauteur  donnée  et  non  d'un  pointé  en  hauteur  effectué 
à  une  seconde  précise  de  l'horloge,  suivant  le  procédé  que  j'ai 
indiqué  dans  le  n""  134  ou  celui  du  numéro  précédent,  la  mé- 
thode du  n®  40  pour  obtenir  directement  la  distance  zénithale 
du  centre  de  l'astre  devient  d'une  application  assez  délicate, 
quoique  je  la  considère  encore  comme  plus  exacte  avec  un  peu 
d'habitude  que  la  méthode  du  pointé  tangentiel  au  bord  de  l'astre. 

En  outre  de  l'incertitude  auquel  il  donne  lieu,  le  pointé  tan- 
gentiel présente  un  gralid  inconvénient  provenant  de  ce  qu'en 
général  un  seul  bord  de  la  lune  est  observable.  Il  en  résulte 
qu'avec  cette  méthode  de  pointé,  le  diamètre  de  l'astre  inter- 
vient dans  le  résultat,  et  cette  remarque  s'applique  à  la  méthode 
des  culminations  lunaires  aussi  bien  qu'à  celle  des  longitudes  par 
les  hauteurs.  Or  chaque  instrument,  à  cause  des  défauts  de  son 
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objectif,  de  Taberration  de  sphéricité ,  de  la  difiraction ,  etc. , 
donne  à  l'astre  un  diamètre  apparent  différent.  II  en  résuite  donc 
qu'en  calculant^  à  l'aide  de  la  valeur  du  demi-diamètre  donné  dans 
les  éphémérides,  les  distances  zénithales  du  centre  de  la  lune  au 
moyen  de  celles  de  l'un  de  ses  bords,  on  commet  généralement  une 
erreur  dont  la  grandeur  dépend  de  l'instrument  employé,  et  même 
aussi  de  l'œil  de  l'observateur,  à  cause  de  la  variation  de  l'irradia- 
tion suivant  les  individus.  Il  importe  donc  qu'un  observateur  con- 
naisse l'erreur  qu'il  commet  ainsi  avec  son  instrument.  On  y 
peut  parvenir  en  faisant  des  observations  le  jour  de  la  pleine  lune, 
quand  les  deux  bords  sont  observables. 

Supposons,  en  effet,  que  parla  méthode  ex  posée  précédemment, 
on  observe  une  série  de  passages  des  deux  bords  de  la  lune  et 
d'une  même  étoile  par  une  même  hauteur.  Inscrivons  à  part  les 
observations  du  bord  supérieur  et  celles  du  bord  inférieur.  Soient  H 
l'heure  sidérale  répondant  à  l'instant  moyen  de  la  première  série 
(bord  supérieur),  et  H'  l'heure  sidérale  répondant  à  l'instant 
moyen  de  la  seconde  série,  et  soit  comme  précédemment  a  le 
mouvement  de  la  lune  en  ascension  droite  pendant  le  temps  H'— H. 

Soit  maintenant  \l  l'excès  du  demi-diamètre  donné  à  la  lune  par 
l'instrument  relativement  au  demi-diamètre  qu'indiquent  les  éphé* 
mérides.  En  réduisant  au  centre  de  l'astre  les  observations  de  la 
première  série  (bord  supérieur),  à  l'aide  du  demi-diamètre  tabu- 
laire, nous  commettons  sur  la  distance  zénithale  moyenne  de  cette 
série  une  erreur  (i.,  de  telle  sorte  que  cette  distance  zénithale  que 
nous  avons  supposée  z^  est  z,  +  \l.  De  même  pour  la  seconde  série, 
nous  commettons  la  même  erreur  (i.,  mais  en  sens  contraire,  de 
sorte  qu'au  lieu  de  la  valeur  z\  que  nous  supposons  à  cette  série, 
c'est  la  valeur  z!^ — (a  que  nous  aurions  dû  admettre.  Or,  nous 
aurions  dû  calculer  les  angles  horaires? +p  de  la  première  série 
et  F  +  .B  de  la  seconde  série  par  les  équations 

cos  (a,  +  k)  =  sin  /  sln  D  +  cos  /  cos  D  cos(P  +  p) 
cos  {z\  —  jji)  =  sin  /  sin  D'  -^  cos  { cos  D' cos  (P*  +  P'  ) , 

formules  dans  lesquelles  D  est  la  déclinaison  de  la  lune  à  ^io^- 
tant  moyen  de  la  première  série  et  D'ia  déclinaison  à  l'instant 
moyen  de  la  seconde  série. 

Au  lieu  de  cela,  nous  avons  calculé  les  angles  horaires  P  et  P 
par  les  équations 
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cos  JSi  =  sin  /  sin  D  +  cos  /  cos  D  C06  P 
cos  2/  =  sin  /  sin  D'  +  cos  /  cos  D'  00s  P'. 

En  développant  lés  deux  premières  équations  et  en  remarquant 
que  (1,  p  et  ^'  étant  de  très-petits  arcs,  on  peut  faire  leurs  cosinus 
%aux  à  l'unité  et  remplacer  leurs  sinus  par  les  arcs  correspon- 
dants, il  vient,  en  remplaçant  P  et  P'  par  leurs  valeurs  déduites  des 
dcui  dernières  équations,  et  en  ayant  égard  à  ces  mêmes  équations 

fAsin  ;^,  =  p  cos / cos  Dsin P 

fA  sin  z'  =  —  P'  cos  /  cos  D' sin  P'. 

Or,  remarquant  que  pour  la  première  série  l'ascension  droite  de 
la  lune  était  H  —  (P  -4-  p),  et  pour  la  seconde  série  H'  —  (F  +  p'), 
et  que  la  différence  de  ces  deux  valeurs  doit  être  égale  à  a ,  il 
vient ,  en  mettant  pour  P  et  p'  leurs  valeurs  en  fonction  de  (i.  dé- 
duites des  équations  précédentes, 

H--H-(P--P)H-rf       /'"^^         + ""^ ^  =  a 

^  '        vcos  i  cos  D' sin  P'      cos  /  cos  D  sin  Py 

équation  qui  fera  connaître  la  valeur  de  (i.. 

Quand  cette  valeur  de  (i.  est  ainsi  connue  pour  l'instrument  em- 
ployé, il  suffit  de  l'ajouter  aux  demi-diamètres  donnés  par  les 
éphémérides,  et  corrigés  pour  la  hauteur  apparente  de  l'astre,  et  les 
observations  faites  à  un  seul  bord,  peuvent  être  ramenées  à  ce 
qu'elles  auraient  été  si  on  avait  observé  au  centre  de  l'astre. 

261.  —  Nous  avons  déjà  démontré  que  si  on  fait  deux  séries 
d'observations,  l'une  à  l'est,  l'autre  à  l'ouest  du  méridien,  et  à  des 
distances  sensiblement  égales  des  deux  côtés  de  ce  plan,  la  longi- 
tude obtenue  est  indépendante  de  l'erreur  que  Ton  peut  commettre 
sur  la  valeur  de  la  parallaxe.  Il  en  est  de  même  dans  ce  cas  de 
Terreur  qui  pourrait,  vers  l'époque  des  observations,  exister  dans 
les  tables  au  sujet  de  la  déclinaison,  car  l'angle  horaire  calculé  est 
trop  grand  de  la  même  quantité  pour  les  deux  côtés  du  méri- 
dien ,  ce  qui  donne  d'un  côté  de  ce  plan  une  ascension  droite  et 
par  conséquent  une  longitude  trop  petite  de  la  quantité  dont  on  la 
&it  trop  grande  de  l'autre  côté.  Le  résultat  moyen  est  donc  dans 
ce  cas  indépendant  de  l'erreur  qu'on  commet  sur  la  déclinaison 
en  prenant  cette  dernière  dans  les  tables. 

262.  —  Mais  rien  ne  peut  compenser  l'erreur  que  les  tables 
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peuvent  renfermer  sur  l'ascension  droite  de  la  lune,  erreur  d'où 
il  résulte  que  l'instant  que  Ton  compte  au  premier  méridien,  quand 
la  lune  a  Tascension  droite  donnée  par  les  observations,  est  lui- 
même  erroné,  à  moins  toutefois  que,  vers  le  même  instant 
physique,  on  n'ait  des  observations  de  l'ascension  droite  faites 
sous  le  premier  méridien ,  lesquelles  donneraient  l'erreur  des 
tables.  Il  est  bien  rare  que  cette  condition  puisse  se  trouver 
exactement  remplie. 

Autant  que  possible,  quand  on  a,  par  une  méthode  quelconque, 
effectué  des  observations  lunaires  en  un  lieu  donné  afin  d'obtenir 
la  longitude  de  ce  lieu,  il  faut,  quelle  que  soit  la  méthode  employée, 
tâcher  de  se  procurer  les  résultats  des  observations  qui  ont  pu  être 
faites  vers  la  même  époque ,  soit  sous  le  premier  méridien ,  soit 
sous  un  méridien  bien  déterminé.  En  comparant  les  ascensions 
droites  et  les  déclinaisons  de  la  lune  fournies  par  ces  dernières  ob- 
servations à  celles  qui  sont  données  par  les  éphémérides  pour  les 
mêmes  instants,  on  a  les  erreurs  de  ces  éphémérides  aux  instants 
en  question.  Â  moins  qu'on  ne  distingue  dans  la  variation  de  ces 
erreurs  avec  le  temps  quelque  loi  semblant  indiquer  soit  un  accrois- 
sement, soit  une  diminution,  soit  encore,  si  la  série  est  un  peu 
longue,  quelque  variation  périodique,  on  se  contente  de  prendre 
la  moyenne  de  ces  erreurs,  qu'on  considère  conune  une  erreur 
constante  des  tables  vers  l'époque  des  observations.  Appliquant 
ensuite  aux  éphémérides  une  correction  égale  à  cette  erreur  et  de 
signe  contraire ,  on  peut  considérer  celles-ci  comme  donnant  les 
vraies  ascensions  droites  et  les  vraies  déclinaisons  de  la  lune. 

Il  y  a  quelques  années,  dans  les  éphémérides ,  les  positions  de 
la  lune  étaient  calculées  au  moyen  des  tables  de  Burckhardt.  Ces 
tables,  fondées  sur  des  formules  beaucoup  moins  complètes  que 
les  tables  actuelles  de  Hansen,  donnaientsurles  positions  de  l'astre 
des  erreurs  périodiques  très-notables ,  provenant  des  termes  né- 
gligés ;  et  parmi  ces  erreurs,  il  y  en  avait  à  très-courtes  périodes; 
il  était  alors  impossible  de  pouvoir  regarder  les  erreurs  des  éphé- 
mérides comme  constantes,  même  pendant  un  temps  très-court. 
Aujourd'hui,  avec  les  nouvelles  tables  de  Hansen,  il  n'en  est  plus 
ainsi.  Les  formules,  qui  sont  très-complètes,  tiennent  compte  de 
tous  les  termes  périodiques  de  perturbation  à  courte  période,  et  il 
est  certain  que  toutes  les  perturbations  à  courte  période  sont  beau* 
coup  plus  exactement  données  par  les  tables,  grâce  au  degré 
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d'exactitude  qu'elles  possèdent  aujourd'hui,  qu'elles  ne  le  seraient 
par  une  série  d'observations  de  courte  durée,  à  cause  des  erreurs 
des  observations  elles-mêmes.  La  principale  incertitude  qui  plane 
encore  aujourd'hui  sur  les  tables  lunaires  de  Hansen  vient  de  la 
possibilité  de  l'oubli  de  quelque  terme  à  longue  période,  et  surtout 
d'un  certain  vague  qui  règne  encore  sur  la  grandeur  de  la  varia- 
tion séculaire  du  mouvement  de  la  lune. 

La  théorie  de  la  gravitation,  comme  l'a  fait  voir  M.  Delaunay, 
ne  parait  pas  suffire  à  rendre  compte  de  la  grandeur  totale  de  cette 
variation,  et  les  coefficients  introduits  empiriquement  par  Hansen 
pour  la  représenter  peuvent  fort  bien  n'être  pas  complètement  ri- 
goureux. Il  pourra  donc  se  faire  qu'à  la  longue ,  les  tables  de  ce 
savant  finissent  par  présenter  des  différences  notables  avec  l'ob- 
servation, mais  ces  différences  pourraient  alors  être  regardées 
comme  sensiblement  constantes  pendant  un  certain  temps.  Le 
mode  de  correction  que  nous  avons  indiqué  est  donc  bien  alors 
celui  qu'il  faudrait  appliquer  aux  éphémérides  calculées  avec  ces 
tables,  même  quand  les  erreurs,  aujourd'hui  très-petites,  seraient 
devenues  notables. 

Il  est  évident  d'ailleurs  que  si  on  croit  remarquer  dans  les  er- 
reurs tabulaires  fournies  par  les  observations  effectuées  sous  le 
premier  méridien,  une  loi  quelconque  d'accroissement  ou  de  di- 
minution pendant  la  durée  de  la  série,  on  pourra  diviser  celle-ci 
en  plusieurs  parties,  dans  chacune  desquelles  on  prendra  l'erreur 
moyenne  qu'on  rapportera  à  l'instant  moyen  des  observations  cor- 
respondantes. On  pourra  ensuite  par  interpolation  calculer  l'er- 
reur répondant  à  l'instant  des  observations  faites  à  la  station 
dont  on  veut  la  longitude.  Cette  interpolation  pourrait  d'ailleurs 
être  efifectuée  soit  par  les  méthodes  générales  d'interpolation,  soit  par 
un  simple  tracé  graphique  en  prenant  le  temps  comme  abscisse  et 
les  erreurs  comme  ordonnées,  et  en  traçant  la  courbe  qui  repré- 
sentât le  mieux  possible  l'ensemble  de  ces  erreurs.  Quelle  que  soit  la 
méthode  d'interpolation  employée ,  il  est  certain  qu'il  restera  tou- 
jours un  léger  vague  provenant  de  ce  qu'on  n'aura  pas  ainsi  la 
vraie  forme  de  la  variation,  forme  que  dissimulent  d'ailleurs  les 
erreurs  d'observation,  et  cette  circonstance  est  ce  qui  limite  beau- 
coup le  degré  d'exactitude  qu'on  peut  atteindre  dans  la  détermi- 
nation des  longitudes  des  pays  lointains^  détermination  pour 
laquelle  on  ne  peut  recourir  qu'aux  observations  lunaires. 
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Mais  il  est  certain  que,  si  on  possède  dans  la  station  dont  on  \eut 
la  longitude  une  série  d'observations  un  peu  nombreuses  et  faites 
aux  diverses  phases  de  la  lune ,  une  compensation  tend  à  s'établir 
pour  les  erreurs  gui  viendraient  des  termes  de  perturbation  à  courte 
période,  oubliés  ou  mal  déterminés,  puisque  les  observations  cor- 
respondraient tantôt  à  des  valeurs  presque  nulles,  tantôt  à  des  va- 
leurs positives,  tantôt  à  des  valeurs  négatives  de  ces  termes  d'ail- 
leurs très-petits;  et  dès  lors,  si  on  a  appliqué  à  toute  la  série  la 
correction  égale  et  de  signe  contraire  à  Terreur  moyenne  répon- 
dant à  l'époque  de  cette  série,  de  manière  à  tenir  compte  de  l'in- 
fluence des  termes  à  longue  période  dont  la  valeur  varie  peu,  il  est 
clair  que  le  résultat  pourra  être  regardé  comme  sensiblement  in- 
dépendant des  erreurs  tabulaires,  gr&ce  surtout  à  la  perfection  des 
tables  actuelles  dans  lesquelles  aucun  terme  très-important  n'est 
oublié,  comme  le  montre  l'accord  des  observations  et  des  éphé- 
mérides  calculées  avec  ces  tables. 

263. — Si,  indépendamment  d'une  série  d'observations  faites  à 
l'est  et  à  l'ouest  du  méridien,  on  observait  les  distances  zénithales 
circumméridiennes  de  la  lune  en  ramenant  parla  méthode  du  n*24i 
ces  observations  au  méridien  (à  l'aide  de  l'angle  horaire  qui  esttrès- 
approximativement  connu,  ce  qui  suffit  pour  cette  réduction),  on 
en  déduirait  une  série  de  valeurs  de  la  déclinaison  de  la  lune  ré- 
pondant aux  instants  des  pointés  indiqués  par  l'horloge,  et  on  en 
tirerait  la  déclinaison  de  la  lune  répondant  à  l'instant  moyen  de 
ces  pointés.  Ayant  ensuite  égard  au  mouvement  de  la  lune  en  dé- 
clinaison, mouvement  donné  par  les  tables,  on  en  déduirait  les 
déclinaisons  de  la  lune  aux  instants  des  diverses  observations  fai- 
tes à  l'est  et  à  l'ouest  du  méridien,  et  le  résultat  se  trouverait  ainsi 
indépendant  des  erreurs  tabulaires  de  la  déclinaison,  quand  même 
les  angles  horaires  eussent  été  différents  pour  les  observations  à 
l'est  et  à  l'ouest  du  méridien.  Alors  la  différence  des  longitudes 
obtenues  par  les  observations  de  Test  et  de  l'ouest  ferait  parla  mé- 
thode du  n^  2S8  connaître  la  correction  de  la  parallaxe  avec  beau- 
coup d'exactitude.  Ce  procédé  peut  être  employé  pour  déterminer 
la  parallaxe  lunaire  ;  toutefois  il  importe  de  remarquer  que  dans 
ce  cas  la  déclinaison  obtenue  par  les  distances  zénithales  circum- 
méridiennes de  la  lune  n'est  pas  complètement  indépendante  de  la 
parallaxe;  de  sorte  qu'en  appelant  a  la  correction  de  la  parallaxe 
et  z  la  distance  zénithale  méridienne  obtenue,  il  faudra  dans  cba- 
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que  formule,  pour  les  observations  de  Test  et  de  l'ouest,  appli- 
quer à  la  déclinaison  la  correction  a  sin  2,  c'est-à-dire  rem- 
placer D  par  D  +  asinz.  Afin  d'obtenir  les  ascensions  droites, 
on  pourra  dans  leurs  expressions  développer  alors  les  sinus  et 
les  cosinus  de  D  +  a  sin  ^2; ,  en  faisant  égaux  à  Tunité  les  cosi- 
nus de  a  sin  z ,  et  en  remplaçant  les  sinus  par  les  arcs  ;  on  aura 
ainsi  dans  les  expressions  de  l'ascension  droite  de  nouveaux  ter- 
mes en  a  à  joindre  à  ceux  que  nous  avons  donnés  dans  le  n*"  258  ; 
et  en  égalant  les  différences  de  l'ascension  droite  données  par  ces 
expressions  à  la  différence  tabulaire  pour  l'intervalle  H  —  H'  des 
observations  des  deux  séries ,  on  aura  comme  précédemment  la 
valeur  de  a. 

Dans  les  basses  latitudes  où  souvent  la  lune  passe  tout  près 
du  zénitb,  la  petitesse  de  sin  z  rend  presque  nulle  la  correc- 
tion en  question.  Cette  condition  est  avantageuse  pour  la  dé- 
termination des  corrections  de  la  parallaxe  lunaire. 

264.— La  même  méthode  peut  être  employée  avec  avantage  pour 
déterminer  la  parallaxe  d'une  planète  au  moyen  d'observations  de 
hauteur  faites  en  un  seul  lieu,  surtout  quand  la  planète  en  ques- 
tion passe  au  méridien,  tout  près  du  zénith.  C'est  cette  méthode 
que  j'ai  appliquée  à  Rio  de  Janeiro  pour  obtenir  la  parallaxe  de 
la  planète  Mars  à  son  opposition  de  1860,  en  comparant  de  part 
et  d'autre  du  méridien  et  très-loin  de  ce  plan  la  hauteur  de  la 
planète  à  celles  d'étoiles  voisines. 

205. — Quand  la  lune  est  voisine  de  l'équateur,  son  mouvement 
horaire  en  déclinaison  est  très-grand,  et  peut  devenir  à  peu  près 
la  moitié  de  son  mouvement  horaire  en  ascension  droite.  Dans  ce 
cas,  la  déclinaison  de  la  lune  à  l'instant  moyen  des  pointés,  dé- 
duite des  distances  circumméridiennes  de  cet  astre  comme  nous 
venons  de  le  dire  dans  le  numéro  précédent,  peut  donner  la  lon- 
gitude de  la  station,  car  il  suffit  alors  de  chercher  dans  les  éphé- 
mérides  quelle  heure  il  était  au  premier  méridien  quand  la  lune 
avait  cette  déclinaison  :  la  différence  de  cette  dernière  heure  et  de 
celle  de  la  station  est  la  longitude  cherchée  exprimée  en  temps. 
Mais  cette  méthode  n'est  applicable  que  quand  le  mouvement  de 
la  lune  en  déclinaison  est  très-grand. 

Si  les  observations  n'étaient  pas  faites  très-près  du  méri- 
dien, sans  cependent  en  être  très-éloignées,  cette  méthode  servi- 
rait encore,  à  la  condition  que  les  observations  fussent  faites  des 
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deux  côtés  du  méridien  et  à  des  distances  sensiblement  égales  et 
correspondantes,  afin  que  les  erreurs  sur  l'angle  horaire  employé 
pour  la  réduction  au  méridien  fussent  sensiblement  égales  et  de 
signe  contraire. 

266. — Nous  allons  maintenant  exposer  la  méthode  des  distances 
lunaires.  Cette  méthode  consiste  à  mesurer,  en  un  instant  donné, 
avec  un  instrument  de  réflexion,  la  distance  apparente  de  la  lune  au 
soleil  ou  à  une  étoile  ou  une  planète.  Pour  cela,  comme  on  ne  peut 
viser  au  centre  même  de  la  lune,  on  mesure  la  distance  d'un  de 
ses  bords  à  l'étoile  ou  au  bord  du  soleil,  en  employant,  pour  s'as- 
surer que  la  distance  mesurée  est  la  plus  courte  distance  des  deux 
astres,  les  précautions  indiquées  dans  le  n?  146  pour  obtenir  la 
plus  courte  distance  d'un  astre  à  l'horizon  de  la  mer. 

En  ayant  ensuite  égard  à  la  valeur  du  demi-diamètre  de  la 
lune  (et  à  celle  du  demi-diamètre  du  soleil,  s'il  s'agit  de  cet  astre), 
on  déduit  de  la  distance  du  bord  lunaire  à  l'astre  considéré  la 
distance  du  centre  de  la  lune  à  l'étoile  ou  au  centre  du  soleil  ou  de 
la  planète  employée  (1). 

(1)  Dans  cette  opération^  comme  dans  toutes  les  rédactions  du  bord  au 
centre  dans  les  observations  de  la  lune,  il  ne  faut  pas  oublier  d'avoir  éprard 
à  l'augmentation  de  son  demi-diamètre  apparent  avec  la  hauteur  de  Tastre 
au-dessus  de  l'horizon.  Mais  il  y  a,  de  plus^  une  autre  petite  correction  à 
faire  ;  cette  seconde  correction  vient  de  ce  que,  par  l'effet  de  la  réfraction, 
qui  élève  plus  le  bord  inférieur  qiic  le  bord  supérieur  de  Tastre,  le  disque 
de  la  lune  parait  elliptique.  En  prenant,  dans  les  tables  de  réfraction,  les 
valeurs  de  la  réfraction  pour  les  distances  zénithales  que  possèdent  alors  le 
bord  supérieur  et  le  bord  inférieur  de  la  lune,  la  différence  de  ces  deux  va- 
leurs est  la  diminution  que  la  réfraction  fait  éprouver  au  diamètre  vertical. 
Appelons  k  celte  demi-différence,  et  d  le  demi-diamètre  de  la  lune,  doDuc 
par  les  tables,  et'augmcntc  pour  la  hauteur  actuelle  au-dessus  de  rhorizon. 
Un  des  demi-diamètres  (f  de  la  lune,  faisant  l'angle  m  avec  le  diamètre 
horizontal,  sera  alors,  en  ayant  égard  au  développement  de  l'expression 
du  rayon  dans  l'ellipse  : 

en  se  limitant  à  la  première  puissance  de  l'aplatissement  -% ,  qui  est  tn:5- 

petit.  (Dans  cette  expression,  d  doit  d'ailleurs  être  multiplié  par  le  rapport  da 
sinus  de  la  distance  zénithale  apparente  au  sinus  de  la  même  distance  corrigée 
de  réfraction,  afm  de  tenir  compte  de  la  diminution  du  diamètre  horizontal 
par  l'accroissement  de  hauteur  de  Tastre  sous  l'influence  de  la  réfracUon.) 
Vu  la  petitesse  de  la  correction,  il  suffit  que  l'angle  ••  soit  approximative* 
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En  même  temps  qu'un  observateur  mesure  la  distance  appa- 
rente des  centres  des  deux  astres,  deux  autres  observateurs  me* 
surent  les  hauteurs  apparentes  des  mêmes  astres  au-dessus  de  l'ho- 
rizon, de  façon  à  connaître  les  trois  côtés  du  triangle  apparent 
formé  parle  zénith  et  par  les  deux  astres. 

Au  reste,  un  seul  observateur  peut  suffire,  pourvu  qu'il  mesure 
d  abord  la  hauteur  apparente  de  la  lune,  puis  celle  du  soleil  ou  de 
rétoile,  en  notant  Theure  de  ces  mesures,  après  quoi  il  mesure  la 
distance  des  deux  astres,  en  notant  l'heure  de  cette  opération, 
comme  nous  l'avons  déjà  dit,  puis  il  recommence  la  mesure  des 
hauteurs  des  deux  astres,  en  inscrivant  de  nouveau  l'heure  de  ces 
mesures.  Au  moyen  du  calcul,  on  réduit  ensuite  les  hauteurs  à  ce 
qu'elles  étaient  à  l'instant  de  la  mesure  de  la  distance  des  deux 
astres,  et  pour  cela  on  répartit  la  différence  des  hauteurs  trouvées 
avant  et  après  cette  mesure  proportionnellement  au  temps,  ce 
qui,  vu  la  petitesse  de  l'intervalle,  est  suffisamment  exact,  surtout 
lorsque  les  astres  sont  loin  du  méridien.  Par  cette  répartition  pro- 
portionnelle, l'effet  de  la  marche  du  navire,  quand  l'observation 
est  faite  à  bord,  est  éliminé,  aussi  bien  que  celui  du  mouvement 
de  l'astre. 

Au  lieu  de  mesurer  les  distances  apparentes  des  centres  des  deux 
astres  au  zénith,  on  pourrait  aussi  les  calculer  au  moyen  de  l'heure 
de  l'observation.  Mais  ce  procédé  a  moins  de  précision,  à  cause  de 
la  nécessité  d'introduire  dans  le  calcul  la  longitude  approchée  pour 
trouver  l'heure  du  premier  méridien  ,  afin  de  prendre  les  ascen- 
sions droites  et  les  déclinaisons  dans  les  éphémérides,  et  surtout  à 
cause  de  l'intervention  de  la  latitude  du  lieu  dans  le  calcul,  lati- 
tude qui  en  mer,  où  cette  méthode  est  souvent  appliquée,  n'est  pas 
connue  avec  une  grande  précision.  D'ailleurs,  il  est  plus  court  de 
mesurer  que  de  calculer  les  hauteurs  apparentes. 

Les  trois  côtés  du  triangle  apparent  formé  par  les  deux  astres  et 
parle  zénith  étant  connus  par  un  des  procédés  que  nous  venons 
d'indiquer,  il  est  facile  de  calculer  l'angle  au  zénith.  En  effet,  en  ap- 

ment  connu,  et  cet  angle  peut  être  facilement  obtenu  à  vue.  Il  est  d'ailleurs 
facile  à  calculer^  quand  on  connaît  la  distance  zénithale  des  deux  astres  et 
leur  distance  mutuelle^  c'est-à-dire  les  trois  côtés  du  triangle  que  ces  deux 
astres  font  avec  le  zénith. 

Dès  que  la  lune  ou  le  soleil  sont  élevés  de  10  à  i5<>  au-dessus  de  Thori- 
zoD,  la^aleor  de  k  est  si  petite  que  la  correction  peut  être  négligée. 
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pelant  S  la  distance  apparente  des  deux  centres,  z  la  distance  zéni- 
thale de  la  lune,  z'  celle  de  l'étoile  ou  du  centre  du  soleil,  on  a,  en 
posant  z  +  z'  +  $=  2p,  et  en  appelant  Z  Tangle  au  zénith 

(1)  tang4Z="'"^^-^)^'"^P-*^ 

formulée  Taide  de  laquelle  on  calculera  l'angle  Z. 

Maintenant,  en  ajoutant  aux  angles  z  et  z'  la  réfraction  qui  cor- 
respond aux  distances  zénithales  apparentes,  puis  en  retranchant 
de  z  ainsi  corrigé  la  parallaxe  de  hauteur  de  la  lune  et  retran- 
chant de  V  également  corrigé  de  réfraction  la  parallaxe  de  hau- 
teur du  soleil  ou  de  la  planète  observée,  si  le  second  astre  n'est  pas 
une  étoile,  on  obtient  la  distance  zénithale  vraie  de  la  lune,  dis- 
tance que  nous  appellerons  Zi,  et  la  distance  zénithale  vraie  du 
second  astre,  que  nous  appellerons  z\. 

Dans  le  triangle  formé  par  le  zénith  et  les  positions  vraies  des 
deux  astres,  on  connaît  donc  deux  côtés  qui  sont  les  distan- 
ces zénithales  vraies  z^  et  z\  des  deux  astres,  et  l'angle  au  zénith 
compris  entre  ces  deux  côtés  est  égal  à  l'angle  Z  donné  par  l'équa- 
tion (1)  corrigé  de  la  parallaxe  azimutale  de  la  lune  (celle  des 
étoiles  est  nulle,  et  celle  du  soleil  et  des  planètes  est  négligea- 
ble) ,  parallaxe  que  nous  appellerons  f  et  qu'on  calcule  par  la  for- 
mule du  n"l94  (1),  formule  dans  laquelle  l'angle  azimutalade 
la  lune  est  compté  à  partir  du  côté  du  méridien  opposé  au  pôle. 
Gomme  f  augmente  l'azimut  compté  dans  ce  sens,  on  voit  que 
l'angle  Z  est  augmenté  de  f  toutes  les  fois  que  la  lune  n'est  pas  en- 
tre l'étoile  (ou  le  soleil)  et  le  méridien.  Dans  ce  dernier  cas,  l'an- 
gle Z  est  diminué  de  f  •  Nous  appellerons  donc  Z.  l'angle  Z  corrigé 


(1)  La  formule  du  n«  194  donne  siny=  ^''^g^''^'^^  ou  ^=  '-^^i^ 

H' ou  la  parallaxe  horizontale  du  lieu^  t  ou  ladifTcrence  des  latitudes  astrono- 
miques et  géodésiques  et  z,  sont  connus  :  a  est  facile  à  calculer,  car  il  suftU 
de  l'obtenir  approximativement,  et  on  connaît  toujours  la  latitude  appro- 
chée l  et  la  déclinaison  approchée  D  de  la  lune.  Alors,  dans  le  triangle 
pôle,  zénith,  lune,  on  connaît  les  trois  côtés  qui  sont  90**  —  /,  90  --  D  et  s,. 
On  peut  donc  aisément  calculer  l'angle  au  zénith,  qui  n*est  autre  que 
l'angle  a,  si  on  ne  Ta  pas  obtenu  approximativement  à  l'aide  de  la  bou.^ 
sole.  Tout  est  alors  connu  dans  la  formule,  et  on  a  la  valeur  de  ^p,  à  l'aide 
de  laquelle  on  corrige  l'angle  Z  en  suivant,  pour  le  signe  de  la  correction, 
la  règle  indiquée  dans  le  texte. 
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delà  parallaxe  azimutale  de  la  lune,  et  on  voit  ainsi  que  dans  le 
triangle  fonné  par  le  zénith  et  les  positions  vraies  des  deux  astres, 
on  connaîtra  les  deux  côtés  z^  et  z^i  et  l'angle  compris  Z^,  On  aura 
par  conséquent  le  troisième  côté  A  qui  est  la  distance  vraie  du 
centre  de  la  lune  à  Tétoile  (ou  au  centre  du  soleil)  à  Taide  de  Té- 
quation 

{i)  ces  A  =  cos  z^  cos  z\  +  sin  «,  sin  z\  cos  Z, 

qui  peut  s'écrire 

cos  A  =  cos  (z^  —  z\)  —  2  sin  s,  sin  z  ',  sin*  J  Z^. 

En  retranchant  les  deux  membres  de  l'unité,  on  obtient  une 
équation  qui,  divisée  par  celle  qu'on  a  en  ajoutant  l'unité  aux  deux 
membres  de  cette  même  équation,  donne,  en  remarquant  que 
1  —  cos  A  =  2  sin  '  I A  et  1  4-  cos  A  =:  2  cos*  .J  A, 

C08'^  («,  —  a ,)  —  sin  Zi  sin  z\  sui'  ^Z, 

en  divisant  le  numérateur  et  le  dénominateur  du  second  membre 
par  sin  ^  {zi — z\)cosl  i^i — z\)ei  en  posant 

.       j    sin  jg,  sin  g',  sin*  ^Z,        _  2sinZ|Sinjs',sin«  jZ, 

^  ^  "~  sin  ^  («,  —  z'i)  cos  J^  (Zi  —  z\)  ""        sin  (5,  —  z\) 

on  a 

tang^A==^°8t^^--"f;)+^g/y 
^  *         cot4(s»  —  z\)  —  tang  i  y 

ou 
(4)         tang  i  A  =  tang  i  («,  —  x\  +y)  tang  ^  {z^  —  z\). 

La  combinaison  des  équations  donnant  tang  ^  y  et  tang  ^  A, 
l'une  et  l'autre  logarithmiques  et  fournissant  les  arcs  par  les  tan- 
gentes, permet  d'obtenir  alors  par  un  calcul  facile  et  avec  beau- 
coup d'exactitude  la  distance  vraie  A  des  deux  astres  tant  que 
2, — z\  n'est  pas  très-petit. 

Si  z,  —  z',  est  très-petit,  on  peut  employer  pour  la  formule  (2) 
une  des  transformations  données  dans  le  n"*  232,  et  on  a  la  valeur 
de  sin  {  A. 

La  distance  A  étant  obtenue,  on  n'a  plus  qu'à  chercher  au 
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moyen  d'une  interpolation  dans  les  tables  de  distance  lunaire  don- 
nées dans  les  éphémérides  quelle  heure  il  est  au  premier  méri- 
dien quand  cette  même  distance  y  existe.  La  différence  des  heures 
correspondantes  à  la  station  et  au  premier  méridien  donne  alors 
la  longitude  cherchée. 

La  méthode  que  je  viens  d'exposer  diiïère  un  peu  de  la  mé- 
thode des  distances  lunaires,  telle  qu'on  la  donne  ordinairement. 
Cela  vient  de  ce  que  dans  cette  dernière  on  ne  tient  pas  comptede 
la  parallaxe  azimutalede  la  lune^  qui,  conmie  nous  l'avons  vu  pré- 
cédemment, peut  atteindre  jusqu'à  12"  à  l'horizon  pour  le  45*  paral- 
lèle. Or,  dans  ce  cas,  l'erreur  que  l'on  commet  ainsi  sur  la  distance 
vraie  des  deux  astres  peut  atteindre  jusqu'à  11",  quand,  les  deux 
astres  étant  dans  l'elliptique,  ce  grand  cercle  se  trouve  en  même 
temps  ne  faire  qu'un  angle  de  21''  i  avec  l'horizon  au  45*  paral- 
lèle. Or,  une  erreur  de  H"  sur  la  distance  répond  alors  à  une  er- 
reur égale  sur  la  longitude  de  la  lune,  et  par  conséquent  à  une 
erreur  d'environ  5\5  sur  la  longitude  de  la  station.  On  voit  donc 
que  la  méthode  de  Borda  exposée  dans  les  ouvrages  est  essentielle- 
ment vicieuse.  Dans  cette  méthode,  l'erreur  se  produit  quand  on 
égale  les  angles  au  zénith  dans  les  deux  triangles  formés,  l'un  par 
ce  point  et  les  positions  apparentes,  l'autre  par  le  même  point  et 
les  positions  vraies. 

267.  —  La  méthode  des  distances  lunaires  pour  la  détermination 
des  longitudes  serait  d'une  très-grande  précision  si  les  observa- 
tions étaient  précises.  Mais  malheureusement,  n'étant  applicable 
qu'avec  les  instruments  de  réflexion  dontles  lunettes  ne  peuvent  pas 
avoir  un  grossissement  suffisant  pour  la  précision  des  mesures, 
car  avec  un  fort  grossissement  il  serait  impossible,  en  tenant  Tins- 
trument  à  la  main,  de  conserver  les  astres  dans  le  champ, 
cette  méthode  ne  peut  donner  de  résultats  satisfaisants,  et  les 
erreurs  dépassent  souvent  un  quart  de  degré.  Aussi  la  méthode 
des  distances  lunaires  n'est-elle  employée  qu'à  la  mer,  où  celle 
des  hauteurs  de  la  lune  ne  peut  pour  la  même  cause  que 
donner  des  résultats  encore  inférieurs.  En  mer  même,  la  méthode 
des  distances  lunaires  n'est  guère  utile  aujourd'hui  que  dans  des 
cas  exceptionnels;  pour  avoir  la  longitude  du  navire  on  se  sert  des 
chronomètres  du  bord ,  comme  nous  l'avons  indiqué  dans  le 
numéro  164. 

Quand  on  applique  la  méthode  des  distances  lunaires ,  il  im- 
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porte  toutefois  que  rinstrument  soit  parfaitement  rectifié  et  que  la 
lunette  du  sextant  ou  du  cercle  soit  bien  parallèle  au  plan  du 
limbe.  Ce  parallélisme  se  reconnaît  facilement  quand  dirigeant 
vers  un  point  éloigné  le  plan  de  l'instrument  appuyé  contre  un 
plan  fixe,  l'image  de  ce  point  paraît  au  milieu  des  fils ,  ou  quand 
rimage du  soleil  étant  au  milieu  du  champ,  une  autre  personne  re- 
connaît par  l'ombre  que  le  limbe  est  dans  la  direction  des  rayons 
solaires.  Comme  on  ne  peut  pas  toujours  arriver  à  établir  exac- 
tement le  contact  des  images  au  milieu  du  champ,  on  cherche  à 
estimer  à  vue  à  quelle  fraction  de  l'intervalle  des  fils  il  s'est  pro- 
duit, et  l'intervalle  des  fils  étant  connu  facilement,  on  tient  compte, 
s*il  y  a  lieu,  de  l'effet  que  cette  déviation  a  pu  introduire  sur  la 
mesure,  ce  qui  revient  à  multiplier  le  sinus  de  la  moitié  de  l'an- 
gle lu  sur  l'instrument  par  le  cosinus  de  l'angle  de  déviation  pour 
avoir  le  sinus  de  la  moitié  de  l'angle  réel.  L'intervalle  des  fils  se 
détermine,  d'ailleurs,  en  tournant  la  lunette  pour  les  placer  dans 
la  situation  voulue  pour  qu'on  puisse  par  un  mouvement  de  l'ali- 
dade avoir  une  image  directe  sous  l'un  d'eux  et  l'image  réfléchie 
correspondante  sous  l'autre,  puis  on  fait  coïncider  les  deux  ima- 
ges. La  différence  des  positions  de  Talidade  donne  l'intervalle  des 
fils. 

Dans  les  distances  de  la  lune  au  soleil,  la  direction  perpendicu- 
laire aux  cornes  de  la  lune,  indique  en  visant  directement  à  ce 
dernier  astre  la  direction  à  donner  au  plan  de  l'instrument  pour 
pouvoir  obtenir  l'image  réfléchie  du  soleil.  Je  ferai  encore  remar- 
quer que  la  mesure  de  la  distance  d'étoiles  connues  est  peut-être 
le  meilleur  moyen  d'étudier  la  graduation  d'un  sextant,  car  en 
calculant  pour  l'heure  de  l'observation  les  distances  au  zénith,  on 
peut  réduire  la  distance  apparente  en  distance  vraie  en  tenant 
compte  de  la  réfraction.  Sauf  l'absence  des  parallaxes ,  ce  calcul 
ressemble  à  celui  des  distances  lunaires. 

Nous  allons  maintenant  nous  occuper  de  la  détermination  des 
longitudes  par  les  occultations  et  les  éclipses. 

Des  occultations  et  des  éclipses. 

268.  —  Les  éphémérides  donnent  l'indication  de  toutes  les  étoi- 
les jusqu'à  la  sixième  grandeur  qui  peuvent  être  occultées  par  la 
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lune,  et  en  même  temps  Tinstant  de  la  conjonction  en  ascension 
droite.  Ces  étoiles  sont  celles  qui  sont  comprises  dans  une  zone 
qui  s'étend  de  part  et  d'autre  de  Torbite  lunaire  jusqu'à  une  dis- 
tance angulaire  égale  à  la  parallaxe  horizontale  plus  le  demi- 
diamètre  de  la  lune.  Mais  toutes  les  occultations  ainsi  indiquées 
dans  les  éphémérides  ne  sont  pas  vues  en  une  station  donnée.  Pour 
reconnaître  s'il  y  a  lieu  de  se  préparer  à  observer  une  occultation 
dans  une  certaine  station,  il  faut  voir  d'abord,  d'après  l'heure  de 
la  conjonction,  si  l'étoile  sera  sur  l'horizon  du  lieu  vers  cet  ins- 
tant. De  plus,  d'après  la  latitude  de  la  station  et  l'angle  horaire  que 
possédera  l'étoile  vers  l'époque  de  la  conjonction,  on  reconnaît  à 
vue,  dans  la  majeure  partie  des  cas,  si  le  sens  d'action  des  parallaxes 
d'ascension  droite  et  de  déclinaison  est  de  nature  à  amener  ou  à 
empêcher  le  phénomène.  En  se  rappelant  que  la  parallaxe  abaisse 
la  lune  dans  son  vertical,  un  peu  d^attention  fait  saisir  immédia- 
tement si  les  ascensions  droites  et  les  déclinaisons  sont  par  là 
diminuées  ou  augmentées,  choses  qu'indiquent  d'ailleurs  les  for- 
mules de  parallaxe  d'ascension  droite  et  de  déclinaison.  D'après 
cela,  il  est  aisé  de  voir  s'il  y  a  quelque  chance  qu'avec  son  orbite 
apparente  le  centre  de  la  lune  passe  près  de  l'étoile  à  une  dis- 
tance inférieure  à  son  demi-diamètre.  Dans  ce  cas  seulement ,  il 
peut  y  avoir  occultation  dans  la  station  en  question.  Par  l'examen 
préalable  que  nous  venons  d'indiquer,  on  évitera,  pour  le  lieu  où 
on  observe ,  le  calcul  d'une  quantité  considérable  d'occultations 
indiquées  dans  les  éphémérides ,  et  on  se  limitera  à  la  déte^ 
mination  des  occultations  probables  pour  cette  station. 

Les  éphémérides  donnent  aussi  l'indication  des  éclipses  de 
soleil  qui  auront  lieu  chaque  année,  et  elles  accompagnent  même 
cette  indication  d'une  carte  marquant  les  limites  de  retendue 
dans  laquelle  l'éclipsé  sera  visible ,  de  sorte  qu'on  reconnaît  de 
suite  si  la  station  où  on  se  trouve  est  située  dans  la  région  de  U 
terre  où  cette  éclipse  est  visible,  et  de  plus  on  voit  si  on  est  près 
de  la  ligne  où  Téclipse  est  centrale ,  ligne  qui  est  marquée  sur  la 
carte. 

269.  —  Quand  on  a  ainsi  reconnu  à  première  vue,  par  un  ex«« 
men  des  éphémérides,  qu'une  éclipse  ou  une  occultation  est  visi- 
ble dans  une  station  et  quand  on  se  propose  de  l'y  observer,  il  est 
utile  de  calculer  à  l'avance  les  instants  des  phases  du  phénomène, 
afin  de  se  préparer  à  l'y  observer  à  l'instant  voulu. 
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Ce  calcul  est  des  plus  simples,  et  se  réduit  en  réalité  à  savoir  cal* 
culer  la  distance  de  la  lune  à  une  étoile  ou  au  centre  du  soleil  à 
un  instant  donné.  Nous  allons  indiquer  d'abord  comment  cette 
opération  doit  être  effectuée,  nous  passerons  ensuite  à  l'exposition 
de  la  méthode  par  laquelle  on  calcule  les  diverses  phases  du  phé- 
nomène. 

A  Taide  de  la  latitude  astronomique  de  la  station,  on  calcule 
d'abord  la  latitude  géodésique  ;  puis  avec  la  longitude  du  lieu , 
connue  exactement  ou  approximativement ,  on  détermine  pour 
l'instant  donné  de  cette  station  Theure  du  premier  méridien , 
en  ajoutant  à  l'heure  de  la  station  la  longitude  occidentale  de 
cette  dernière.  Puis,  avec  l'heure  moyenne  du  premier  méridien 
on  cherche  dans  les  éphémérides  l'ascension  droite  et  la  déclinai- 
son, la  parallaxe  horizontale  équatoriale  et  le  demi-diamètre  hori- 
zontal de  la  lune;  enfin  de  la  parallaxe  horizontale  équatoriale  on 
tire  la  parallaxe  horizontale  du  lieu.  Gela  fait,  on  calcule  à  l'aide 
de  l'heure  moyenne  l'heure  sidérale  de  la  station,  et  la  différence 
de  cette  heure  sidérale  et  de  l'ascension  droite  de  la  lune  donne 
Tangle  horaire  de  cet  astre.  On  procède  ensuite  au  calcul  des  pa- 
rallaxes d'ascension  droite  et  de  déclinaison  et  à  celui  du  demi- 
diamètre  apparent  de  la  lune.  Ayant  ensuite  égard  aux  parallaxes 
ainsi  calculées,  on  obtient  l'ascension  droite  apparente  et  la  décli- 
naison apparente  de  la  lune. 

Si  le  phénomène  pour  lequel  on  fait  le  calcul  est  une  éclipse  de  so- 
leil, on  prend  aussi  dans  les  tables  l'ascension  droite,  la  déclinaison, 
la  parallaxe  horizontale  et  le  demi -diamètre  du  soleil,  puis  on  calcule 
également  pour  cet  astre  les  parallaxes  d'ascension  droite  et  de  dé- 
clinaison, el  on  a  l'ascension  droite  apparente  et  la  déclinaison 
apparente  du  soleil.  S'il  s'agit  d'une  occultation, on  trouve  directe- 
ment dans  les  éphémérides  pour  l'instant  de  la  conjonction,  l'as- 
cension droite  et  la  déclinaison  de  l'étoile  pour  laquelle  on  n'a  pas 
à  s'occuper  de  la  parallaxe ,  et  il  est  inutile ,  vu  la  lenteur  de  la 
variation  de  ces  éléments,  de  les  calculer  pour  un  autre  instant. 

Cela  posé ,  appelons  D'  la  déclinaison  apparente  de  la  lune 
et  D  celle  du  soleil  s'il  s'agit  d'une  éclipse ,  ou  celle  de  l'étoile  s'il 
s'agit  d'une  occultation,  et  nommons  a  la  différence  des  ascensions 
droites  apparentes  de  la  lune  et  du  soleil  dans  le  premier  cas,  et 
la  différence  de  l'ascension  droite  apparente  de  la  lune  et  de  l'as- 
cension droite  de  l'étoile  dans  le  second  cas.  Alors,  dans  le  triangle 
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formé  par  les  positions  apparentes  des  deux  astres  et  le  pAle,  on 
connaît  deux  côtés  et  l'angle  compris,  savoir  les  distances  polaires 
des  deux  astres,  complément  des  déclinaisons,  et  l'angle  a.  On  a 
donc,  par  la  formule  générale  de  la  trigonométrie  sphérique, 
pour  le  troisième  côté  A,  qui  n'est  autre  que  la  distance  des  centres 
des  deux  astres,  l'équation 

cos  À  =  sin  D  sin  D'  +  cos  Dcos  D' ces  «. 

En  remplaçant  dans  cette  équation  cos  a  par  1  — 2  sin* |  a,  et 
retranchant  les  deux  membres  de  l'unité,  cette  équation  se  trans- 
forme en 

(A)        sin*  i  A  =  sin'  i  (ly  —  D)  -h  cos  D  cos  D' sin»  {  «, 

équation  qui  donnera  A,  et  que  l'on  peut  rendre  logarithmique 
en  recourant  aux  transformations  indiquées  dans  le  n**  232  (1). 

(1)  Le  calcul  de  A  peut,  à  Taide  des  latitudes  des  deux  astres  et  de  leur 
différence  de  longitude,  être  fait  de  la  manière  que  nous  venons  d'indiquer  t*t 
par  la  même  formule  en  substituant  les  latitudes  apparentes  aux  déclinaisons 
apparentes,  et  la  différence  des  longitudes  apparentes  à  la  différence  des 
ascensions  droiles  apparentes.  Car  on  a  entre  les  deux  astres  et  le  pôle  de 
récliptique  le  triangle  correspondant  à  celui  que  ces  deux  astres  donnent 
par  rapport  au  pôle  de  Téquateur.  Dans  ce  cas,  il  faudrait  prendre  dans  les 
éphémérides  les  longitudes  et  les  latitudes  des  astres  au  lieu  des  ascensioos 
droites  et  des  déclinaisons  et  de  plus  calculer  les  parallaxes  de  longitude  et 
de  latitude,  ce  qui  nécessite  le  calcul  de  la  longitude  du  nonagésime  et  de 
la  distance  de  ce  point  au  zénith  \Tai  ou  latitude  de  zénith  vrai.—  Mais 
à  cause  des  calculs  du  nonagésime,  ce  calcul  par  les  longitudes  et  les  lati- 
tudes qu'on  exécuterait  facilement  d'après  cette  simple  indication,  e<t 
plus  long  que  par  les  ascensions  droites  et  les  déclinaisons. 

Le  calcul  de  A  pourrait  encore  se  faire  dans  le  triangle  formé  par  le  zé- 
nith yrai  ougéodésique  et  les  deux  astres,  en  calculant,  à  l'aide  des  ascen- 
sions droites  et  des  déclinaisons  vraies,  les  distances  zénithales  des  deui 
astres  et  leurs  azimuts,  d'où  on  tirerait  la  différence  en  azimut  vrai  ou  géi^ 
désique.  Les  calculs  de  parallaxe  ne  se  rapporteraient  alors  qu'aux  distances 
zénithales.  Substituant  ensuite  les  hauteurs  apparentes  aux  déclinaisons  ap- 
parentes et  la  différence  d'azimut  à  la  différence  d'ascension  droite,  un 
aurait,  par  la  formule  ci-dessus,  la  valeur  de  A.  Mais  ce  calcul  est  également 
plus  long  que  par  les  ascensions  droites.  Nous  n'indiquons  donc  les  procédés 
de  calcul  de  A  par  les  latitudes  et  les  longitudes,  ou  par  les  distances  zéni- 
thales et  les  azimuts,  que  pour  faire  voir  que  le  problème  a  plusieurs  so- 
lutions. 
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Danslecasprésenty  comme  les  centres  de  deux  astres  seront  très- 
\oisins,  D'  —  D,  a  et  A  seront  de  très-petits  arcs,  et  on  peut 
remplacer  les  sinus  par  les  arcs,  ce  qui  donne 

A* =(D'— D)'  +  (cos  D  cos  D^  «'. 

Dans  le  cas  d'éclipsé  de  soleil,  on  abrège  le  plus  souvent  le 
calcul  en  employant  les  ascensions  droites  et  les  déclinaisons 
vraies  de  cet  astre,  et  alors  on  diminue  les  parallaxes  d'ascension 
droite  et  de  déclinaison  de  la  lune  en  employant  pour  parallaxe 
horizontale  de  cet  astre  la  différence  de  sa  parallaxe  horizontale 
et  de  celle  du  soleil.  Cette  simplification  est  légitimée,  d'un  part, 
parce  que  les  deux  astres  dans  le  cas  d'éclipsé  étant  très*près  l'un 
de  Tautre,  il  est  à  peu  près  indifférent  pour  la  parallaxe  solaire, 
qui  est  très-petite,  de  la  calculer  avec  Tangle  horaire  et  la  décli- 
naison de  la  lune  au  lieu  de  ceux  du  soleil,  et,  d'autre  part,  parce 
que  les  déplacements  du  soleil  par  la  parallaxe  sont  de  même  sens 
que  ceux  de  la  lune,  et  par  conséquent  diminuent  l'effet  de  la  pa- 
rallaxe lunaire  sur  la  distance  des  deux  astres. 

A  étant  déterminé  de  la  manière  précédente,  si  on  appelle  p'  le 
demi-diamètre  apparent  de  la  lune  et  p  le  demi-diamètre  du  so- 
leil, on  reconnaîtra  dans  le  cas  d'occultation  que  l'étoile  est 
occultée  à  l'instant  donné  si  A  est  plus  petit  que  p',  et  dans  le  cas 
d'éclipsé  du  soleil,  il  suffit  pour  que  l'éclipsé  ait  lieu  à  l'instant  en 
question^  que  A  soit  plus  petit  que  p'  -f-  p. 

270.  — Après  le  calcul  de  A,  si  on  veut  connaître  l'angle  au 
centre  de  la  lune  formé  par  le  pôle  et  l'étoile,  dans  le  cas  d'occul- 
tation, ou  le  soleil  dans  le  cas  d'éclipsé,  on  remarquera  que  la 
règle  des  sinus  donne  dans  le  triangle  formé  par  le  pôle  et  les 
deux  astres,  en  appelant  V  l'angle  cherché, 

.ni  •     t       cos  D  sina 

B)  sm  v'  = :-— — . 

^  '  smA 

Le  même  triangle  donne  pour  l'angle  à  l'étoile  ou  au  centre  du 
soleil  entre  le  pôle  et  la  lune,  c'est-à-dire  pour  l'angle  de  la  ligne 
des  centres  et  du  méridien  de  l'astre  à  l'instant  en  question,  en 
appelant  v  cet  angle, 

,^^  .  cos  D' sîn  a 

(C)  sm  V  = :— - — . 

^  '  smA 
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Au  même  sinus  répondent  deux  arcs,  mais  tout  doute  est  levé 
sur  celui  qu'on  doit  choisir  en  remarquant  que  si  D'  est  plus 
grand  que  D,  v  sera  plus  petit,  et  V  plus  grand  que  90*.  v  est  au 
contraire  plus  grand,  et  V  est  plus  petit  que  90*"  si  D'  est  plus  petit 
que  D.  De  plus,  v  doit  être  compté  à  Test  du  méridien  de  Tastre 
etV  àFouest  si  l'ascension  droite  de  la  lune  est  plus  grande  qu) 
celle  du  soleil  ou  de  l'étoile;  l'inverse  a  lieu  si  elle  est  plus  petite. 

271 .  —  Maintenant  que  nous  avons  vu  le  moyen  de  calculer  la 
distance  apparente  des  centres  et  la  direction  de  la  ligne  des  cen- 
tres en  un  instant  donné,  nous  pouvons  indiquer  la  méthode  à 
suivre  pour  prédire  toutes  les  phases  d'une  éclipse  ou  d'une 
occultation.  Supposons  d'abord  qu'il  s'agisse  d'une  occultation. 

Pour  deux  instants  arbitraires,  avant  et  après  la  conjonction, 
par  exemple,  une  heure  avant  et  une  heure  après,  calculons  les 
ascensions  droites  et  les  déclinaisons  apparentes  de  la  lune  et  les 
deux  distances  apparentes  A  des  centres  des  deux  astres.  Nous 
pouvons  avoir  le  déplacement  à^  de  la  lune  sur  le  ciel  depuis  le 
premier  jusqu'au  second  de  ces  instants.  Il  nous  sera  donné 
par  la  formule 

sin»  i  Ao  =  siQ»  {  (D'i  —  D.)  +  cosD,  cos  D',  sin*  i*. 

dans  laquelle  Di  eU  D'i  seront  les  déclinaisons  apparentes  de  la 
lune  aux  deux  instants  en  question,  et  a,  la  différence  de  l'ascen- 
sion droite  apparente  en  ces  deux  instants.  Cette  formule,  iden- 
tique à  la  formule  (A),  s'obtient  de  la  même  manière  dans  le 
triangle  formé  par  le  pôle  et  les  deux  positions  apparentes  de  la 
lune  sur  le  ciel.  Gela  posé,  dans  le  petit  triangle  formé  par  l'étoile 
et  les  deux  positions  de  la  lune  aux  deux  instants  en  question,  on 
connaît  les  trois  côtes  qui  sont  les  deux  distances  des  centres  et 
la  distance  A^  des  deux  positions  de  la  lune,  et  comme  ce  triangle 
est  très-petit,  on  peut,  sans  erreur  appréciable,  le  regarder  comme 
rcctiligne  pour  la  première  approximation  (J). 
Nous  pouvons  aussi,  dans  la  première  approximation,  regarder 

{{)  Nous  ferons  remarquer  que,  dans  ce  triangle,  Tangle  à  l'étoile ptmrrail 
être  également  connu  en  calculant  par  la  formule  (C),  pour  les  deax  iosUnts 
en  question,  les  angles  v  avec  le  méridien  de  l'étoile,  angles  dontladifrc* 
rcDce  est  l'angle  en  question.  Cet  angle  étant  connu,  ainsi  que  les  deoi 
côtés  qui  le  renferment,  les  règles  de  la  trigonométrie  donneraient  le  bxM* 
sièmc  côté,  ou  la  distance  des  deux  positions  de  la  lune. 
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le  mouvement  de  la  lune  comme  uniforme  et  supposer  que  la 
lune  a  décrit  la  ligne  droite-  passant  par  les  deux  positions  cal- 
culées. 

Cela  posé)  dans  le  triangle  formé  par  l'étoile  et  les  deux  positions 
de  la  lune ,  triangle  dont  les  trois  côtés  sont  connus,  nous  pouvons 
calculer  par  les  règles  de  la  trigonométrie  rectiligne  l'un  des  angles 
ayant  pour  sommet  une  des  deux  positions  de  la  lune,  et  en  appe- 
lant p  cet  angle^  et  A,  la  distance  de  Tétoile  à  son  son^met,  c'est-à- 
dire  à  la  position  correspondante  delà  lune, que  nous  supposerons 
être  la  première,  on  aura  pour  la  longueur  A;  de  la  perpendiculaire 
abaissée  de  l'étoile  sur  la  trajectoire  de  la  lune  A;  =  A|  sin  p , 
et  pour  la  distance  \l  du  pied  de  cette  perpendiculaire  à  la  même 
position  de  la  lune  f*.  =  A,  cos  p.  Si  on  appelle  T  le  temps  com- 
pris entre  les  deux  instants  pour  lesquels  on  a  calculé  les  posi- 
tions de  la  lune  qui  a  dans  ce  temps  décrit  l'espace  connu  A^,  le 
temps  T  employé  par  cet  astre  pour  décrire  l'espace  \l  sera  donné 
par  la  proportion  T  :  A^  ::  t  :  (x.  On  aura  donc  l'instant  du  passage 
de  la  lune  par  le  pied  de  la  perpendiculaire  en  question  en  ajou- 
tant T  avec  son  signe,  qui  sera  celui  de  (a,  à  l'instant  pour  lequel 
on  a  calculé  la  distance  apparente  A,  de  la  lune  à  l'étoile.  (Il  est 
évident  d'ailleurs  que  (a  sera  positif  si  l'angle  ^  est  aigu,  négatif 
dans  le  cas  contraire  ;  et  si  A^  se  rapportait  à  la  seconde  position 
au  lieu  de  la  première,  il  faudrait  retrancher  t  au  lieu  de  l'ajou- 
ter.) Si  donc  nous  appelons  /  l'instant  répondant  à  la  première 
position,  l'instant  approché  de  la  plus  courte  distance  des  cen- 
tres sera  /  +  t,  et  nous  sera  connu,  ainsi  que  cette  plus  courte 
distance  k. 

Si  k  est  plus  grand  que  le  demi-diamètre  de  la  lune,  c'est  qu'a- 
lors l'occultation  n'a  pas  lieu  ;  s'il  est  plus  petit ,  on  procède  au 
calcul  de  l'heure  approchée  de  l'immersion  et  de  l'émersion. 

Supposons  qu'on  décrive  de  l'étoile  pour  centre  un  cercle  ayant 
le  demi-diamètre  apparent  de  la  lune  pour  rayon,  ce  cercle  cou- 
pera la  trajectoire  apparente  de  la  lune  en  deux  points  équidistants 
du  pied  de  la  perpendiculaire  de  longueur  k  abaissée  sur  cette 
trajectoire,  et  la  distance  u  de  ces  points  au  pied  de  la  perpendi- 
culaire est  facile  à  calculer.  En  effet,  en  appelant  toujours  p'  le 
demi-diamètre  apparent  de  la  lune,  on  a  m"  =  p" —  A' =(p'  — A) 
(P'  +  k)j  formule  calculable  par  logarithmes.  On  a  ensuite  pour 
le  temps  t'  employé  par  la  lune  à  décrire  l'espace  u  la  proportion 

28 
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T  :  A„  ::  V  :  w,  d'où  on  tire  la  valeur  de  t',  et  alors  Tinslant  de 
rimmersîon  est  ^  +  t  —  t',  et  celui  de  l'émersion  /  4-  t  -h  t'. 

272.  —  Ces  instants,  toutefois,  ne  peuvent  être  regardés  que 
comme  approchés,  parce  qu'on  a  supposé  le  mouvement  delà  lune 
rectiligne  et  uniforme  pendant  un  temps  assez  long.  Ils  suffisent 
toutefois  pour  se  préparer  à  l'observation;  mais  si  on  veut  une  plus 
grande  précision,  on  calcule  pour  ces  deux  nouveaux  instants  les 
distances  de  l'étoile  au  centre  de  la  lune,  et  en  outre  le  demi- 
diamètre  apparent  delà  lune  répondant  à  chacun  d'eux.  Si  les  dis* 
tances  sont  plus  petites  que  le  demi-diamètre ,  l'occultation  est 
déjà  commencée  s'il  s'agit  de  l'immersion,  et  pas  encore  finie  s'il 
s'agit  de  l'émersion.  On  refait  alors  le  calcul  pour  un  instant  choisi 
quelques  minutes  plus  tôt  de  t"  dans  le  premiers  cas,  et  plus  tard 
dans  le  second.  La  différence  entre  les  distances  des  centres  à  ces 
deux  instants  séparés  du  court  intervalle  t'^  donne,  en  la  divisant 
par  t"  réduit  en  secondes,  la  variation  de  la  distance  des  centres 
par  seconde  vers  l'instant  de  l'immersion,  et  en  divisant  par  cette 
variation  la  différence  du  demi-diamètre  de  la  lune  et  de  la  dis- 
tance des  astres  à  l'instant  /  H-  t  —  t',  on  a  le  nombre  de  secondes 
à  retmncher  de  ce  dernier  instant  pour  avoir  l'instant  de  l'inuDer- 
sion.  En  opérant  de  même  pour  l'instant  /  4-  t  +  t',  on  a  le 
nombre  de  secondes  à  y  ajouter  pour  avoir  Tinstant  de  l'émer- 
sion. Les  corrections  seraient  de  signes  contraires,  ainsi  que  t",  ^i 
aux  instants  /  -^  t  —  t'  et  /  +  t  -h  'f'  la  distance  des  centres 
était  plus  grande  que  le  demi-diamètre  de  la  lune.  On  vérifie  alors 
le  résultat  par  le  calcul  direct  de  la  distance  des  centres  pour  les 
nouveaux  instants  obtenus,  et  on  corrige  encore  par  le  même  pro- 
cédé, s'il  y  a  lieu.  Si  ensuite  on  veut  connaître  les  points  du 
contour  de  la  lune  par  lesquels  se  feront  l'immersion  et  l'émersion, 
la  formule  (B)  donnera  les  angles  de  ces  points  avec  le  méridien 
de  la  lune,  et  on  voit  ainsi  que  toutes  les  circonstances  du  phéno* 
mène  seront  connues. 

273.  —  Passons  maintenant  au  cas  des  éclipses  de  soleil.  La 
méthode  est  identiquement  la  même,  sauf  qu'il  faut  substituer  au 
demi-diamètre  de  la  lune  la  somme  des  demi-diamètres  de  la  lune 
et  du  soleil  (i).  De  plus,  il  y  a  encore  à  remarquer  que  si  la  pIu)* 

(i)  Il  est  suus-entendu  que,  dans  le  calcul  de  la  distance  des  centres,  <>u 
tient  compte  de  la  parallaxe  solaire^  comme  nous  TaTons  déjà  dit,  en  trai- 
tant de  ce  calcul. 
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courte  distance  k  des  centres  est  plus  petite  que  la  différence  des 
deux  demi-diamètres,  il  y  a  en  outre  deux  contacts  intérieurs,  et 
l'écIipse  est  totale  si  le  diamètre  augmenté  de  la  lune  est  plus  grand 
que  celui  du  soleil,  annulaire  dans  le  cas  contraire.  On  calcule  les 
instants  de  ces  deux  contacts  intérieurs  de  la  même  manière  que 
ceux  des  contacts  extérieurs,  sauf  que  dans  ce  cas  on  substitue  la 
différence  à  la  somme  des  deux  demi-diamètres. 

n  y  a  toutefois  une  remarque  importante  à  faire,  c'est  que  le 
centre  du  soleil  n'étant  pas,  comme  l'étoile,  immobile  sur  le  ciel,  la 
distance  A^  des  deux  positions  de  la  lune  aux  deux  instants  pour 
lesquels  on  la  calcule  ne  doit  plus  être,  dans  le  cas  des  éclipses  de 
soleil,  la  distance  des  deux  positions  de  la  lune  dans  sa  trajectoire 
apparente  réelle ,  mais  la  distance  d^s  deux  positions  dans  la  tra- 
jectoire apparente  relative,  en  considérant  le  soleil  comme  fixe.  Il 
en  résulte  que  dans  l'équation 

sin'l  Ào  =  sîn*  l  (D',  —  D,)  +  cos  D»  cosB'»  sin*i  «1. 

«1  est  alors  la  différence  des  ascensions  droites  apparentes  de  la 
lune  aux  deux  instants  considérés,  diminuée  de  la  différenée  des 
ascensions  droites  du  soleil  aux  mêmes  instants,  et  au  lieu  de 
D\— D|,  différence  des  deux  déclinaisons  apparentes  de  la  lune,  il 
faut  mettre  cette  même  'différence  diminuée  de  la  différence  des 
déclinaisons  apparentes  du  soleil  aux  mêmes  instants.  U  faut  avoir 
bien  soin  de  faire  algébriquement  cette  soustraction,  c'est-à-dire 
de  bien  conserver  leurs  signes  aux  différences  des  déclinaisons  (1). 
En  ayant  égard  dans  le  calcul  de  A^  à  la  précaution  que  nous 
venons  d'indiquer,  une  éclipse  se  calcule  ensuite  conune  une  oc- 
cultation, avec  la  seule  différence  qu'il  faut  substituer  au  demi- 
diamètre  lunaire  la  somme  ou  la  différence  des  demi-diamètres 
des  deux  astres.  On  obtient  donc,  comme  précédemment,  les 
instants  approcliés  des  deux  contacts  extérieurs  ou  des  deux 
contacts  Intérieurs,  dans  le  triangle  formé  par  le  centre  du  so- 
leil et  les  deux  positions  apparentes  de  la  lune  dans  l'orbite 


(i)  Nous  remarquerons^  d'ailleurs^  que  si  on  calcule  ^o  à  l'aide  .des  deux 
distances  des  centres  et  de  la  différence  des  angles  v  donnés  par  l'équa* 
tion(Q,  comme  nous  l'avons  indiqué  dans  la  note  du  n"  270^  la  valeur  de 
A«  ainsi  obtenue  est  bien  celle  qui  convient  à  l'orbite  relative  et  qui 
doit  être  employée  dans  le  calcuL 
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relative ,  positions  distantes  de  A«  calculé  comme  nous  venons 
de  le  dire.  On  corrige  ensuite  ces  instants,  comme  dans  le  cas  des 
occultations ,  par  le  calcul  direct  de  la  distance  des  centres  à  ces 
mêmes  instants  et  à  d'autres  instants  rapprochés  de  ceux-ci.  On  a 
ensuite  par  l'équation  (G)  (n""  270}  les  angles  de  la  ligne  des  cen- 
tres avec  le  méridien  au  moment  des  contacts. 

274.  —  La  plus  courte  distance  des  centres  et  l'instant  de  cette 
plus  courte  distance  s'obtiennent  en  répétant  pour  deux  instants 
très-voisins  de  celui  qui  a  été  obtenu  pour  cette  plus  courte  dis- 
tance par  la  première  approximation,  l'opération  qui  a  donné  cette 
plus  courte  distance  la  première  fois.  L'erreur  alors  est  nulle, 
parce  que  le  rapprochement  des  deux  instants  en  question  rend 
rigoureuse  l'hypothèse  du  mouvement  rectiligne  et  uniforme  de  la 
lune,  hypothèse  qui  n'était  qu'approchée  pour  un  intervalle  plus 
grand.  La  plus  courte  distance  des  centres  étant  connue,  il  est  facile 
de  voir,  en  ayant  égard  au  demi-diamètre  apparent  de  la  lune 
calculé  pour  cet  instant,  queUe  longueur  du  diamètre  solaire 
est  découverte  au  maximum  de  la  phase  quand  l'éclipsé  n'est  que 
partielle.  En  appelant  p  le  demi-diamètre  du  soleil,  p'  le  demi-dia- 
mètre apparent  de  la  lune,  et  k  la  plus  courte  distance  des  cen- 
tres, cette  longueur  est  p — (p'  —  A),  ou  p  —  p'  +  A  :  le  rapport  de 
la  fracUon  couverte  au  diamètre  est  alors 

âp  2p 

D'une  manière  générale,  la  phase  d'édipsequi  réponde  un  ins- 

p  +  p'—  A 
tant  donné,  est  ^^ — ^ en  ajqpdant  A  la  distance  des  centres  en 

cet  instant  et  en  nonmiant  p'  le  demi-diamètre  apparent  de  la  lune 
au  même  moment  Si  on  veut  avoir  en  cet  instant  la  demi-dis- 
tance des  cornes,  on  TobUendra  dans  le  triangle  rectiligne  forme 
par  les  centres  des  deux  astres  et  une  des  cornes ,  triangle  dont 
les  trois  cAtés  ^ux  à  A  distance  des  centres,  et  à  p  et  p'  demi-dia- 
mètres des  deux  astres,  sont  connus.  Dans  ce  triangle ,  on  calcu- 
lera langle  y  au  centre  du  soleil,  et  en  remarquant  que  la  demi- 
distance  dos  cornes  est  ^ale  à  la  distance  de  lune  d'elles  à  la 
ligne  prolongue  des  centres  des  deux  astres,  on  aura  pour  valeur 
do  cotte  dernière  distance  p  sin  y. 
Quand  on  oonuatt  les  instants  des  contacts  d*une  éclipse,  on 
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peut  pour  ces  instants  calculer  les  angles  horaires  du  soleil  et  en- 
suite la  distance  zénithale  de  cet  astre  dont  la  déclinaison  est 
connue.  Dans  le  cas  d'occultation  on  peut  de  même  calculer  la 
distance  zénithale  de  la  lune  et  on  voit  si  le.  phénomène  est  dans 
de  bonnes  conditions  d'observation. 

Dans  le  triangle  formé  par  le  pôle,  le  zénith  et  l'astre,  on  peut 
aussi  calculer  l'angle  Â  à  l'astre  entre  le  pôle  et  le  zénith.  Cet  an* 
gle  est  donné  par  la  règle  des  sinus  si  on .  a  déjà  calculé  la  dis- 
tance zénithale.  Si  on  ne  fait  pas  le  calcul  de  cette  distance,  on  peut 
également  obtenir  l'angle  en  question  par  les  analogies  de  Neper 
qui  donnent  un  angle  dans  un  triangle  dont  on  connaît  deux  côtés  et 
l'angle  compris.  Si  alors  on  a  calculé  l'angle  v  par  la  formule  (G), 
V— A  est  l'angle  au  centre  de  l'astre,  entre  le  vertical  du  soleil  et  le 
point  de  contact  ;  cet  angle  est  du  côté  du  pôle  si  sa  valeur  est  néga- 
tive :  V  doit  d'ailleurs  être  regardé  comme  positifquand  l'angle  ho- 
raire de  la  lune  est  moindre  que  celui  du  soleil,  et  comme  négatif 
dans  le  cas  contraire.  Dans  le  cas  d'occultation,  l'angle  Â  est  calculé 
pour  le  centre  de  la  lune,  et  on  substitue  à  v  l'angle  V  donné  par 
la  formule  (B);  on  a  alors,  par  rapport  au  vertical  de  la  lune, 
l'angle  de  la  ligne  joignant  l'étoile  au  centre  de  la  lune,  ou  l'angle 
sur  le  contour  lunaire  à  partir  du  point  supérieur  de  ce  contour 
auquel  aura  lieu  l'immei^sion  ou  i'émersion. 

275.  — Les  planètes  Vénus  et  Mercure  passent  quelquefois  de- 
vant le  disque  solaire.  Ces  phénomènes  sont  rares;  ils  n'arrivent 
pour  Vénus  que  deux  fois  par  siècle  à  huit  ans  d'intervalle.  Pour 
Mercure,  les  passages  sont  plus  fréquents  quoique  rares.  Les  ins- 
tants des  contacts  extérieurs  et  intérieurs  de  ces  planètes  lors  de 
leurs  passages  se  calculent  facilement  pour  un  lieu  donné  en  suivant 
identiquement  la  même  méthode  que  pour  les  éclipses  de  soleil,  et 
en  substituant  les  coordonnées,  les  parallaxes  elles  demi-diamètres 
de  ces  planètes  aux  données  correspondantes  de  la  lune.  La  paral- 
laxe horizontale  de  ces  astres  est  égale  à  la  parallaxe  moyenne  du  so- 
leil multipliée  par  le  rapport  du  rayon  moyen  de  l'orbite  terrestre  au 
rayon  vecteur  géocentrique  de  la  planète.  On  trouve  dans  les  éphé- 
mérides  la  valeur  de  ce  rayon  vecteur,  et  conmie  il  y  est  exprimé  sous 
forme  de  rapport  au  rayon  moyen  de  l'orbite  terrestre,  c'est  le  nom- 
bre même  par  lequel  doit  être  divisée  la  parallaxe  moyenne  du  soleil 
pour  avoir  la  parallaxe  horizontale  de  la  planète  en  question  à  l'ins- 
tant donné.  Le  demi-diamètre  de  la  planète  est  égal  à  sa  parallaxe 
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multipliée  par  le  rapport  constant  et  connu  de  ce  demi-diamètre  à 
la  parallaxe.  Avec  ces  éléments  et  les  ascensions  droites  et  les  décli- 
naisons données  directement  par  les  éphémérides,  on  peut  appli- 
quer la  méthode  que  nous  venons  d'indiquer. 

276.  —  On  admet  généralement  que  la  réfraction  n*agit  pas  sur 
les  instants  des  contacts  des  éclipses  et  des  planètes  inférieures, 
ainsi  que  sur  les  immersions  et  les  émersions  lors  des  occultations. 
Gela  n*est  pas  rigoureusement  exact.  Puisque  les  rayons  lumineux 
venant  des  astres  se  brisent  à  leur  entrée  dans  Tatmosphère  et  s'in- 
fléchissent alors  vers  la  terre,  il  est  clair  que  ces  rayons  rencontrent 
la  surface  terrestre  en  un  point  un  peu  différent  de  celui  où  ils  l'at- 
teindraient si  la  réfraction  n'existait  pas.  Ainsi,  les  rayons  qui 
atteignent  l'œil  de  l'observateur  passeraient  un  peu  au-dessus  de 
sa  tête  sans  Texistence  de  la  réfraction.  Si  donc  on  supposait  que 
celle-ci  cess&t  et  que  l'observateur ,  sans  changer  de  position  géo- 
graphique, s'élev&t  un  peu  au-dessus  du  niveau  qu'il  occupe  et  jus- 
qu'à la  rencontre  du  rayon  lumineux,  alors  il  verrait  à  cette  hauteur 
identiquement  le  phénomène  que  par  suite  de  la  présence  de  l'at- 
mosphère il  voit  à  la  surface  même  du  sol.  Mais  à  une  petite  élé- 
vation au  dessus  du  sol,  les  parallaxes  qui  sont  proportionnelles  à 
la  distance  au  centre  de  la  terre  sont  plus  grandes  qu'à  la  surface 
même  du  globe.  On  voit  donc  que  l'effet  de  la  réfraction  atmosphé- 
rique est  de  faire  que  le  phénomène  soit  vu  de  la  station  comme  si 
la  parallaxe  de  la  lune  était  un  peu  plus  grande  que  la  parallaxe 
réelle.  En  appelant  h  la  hauteur  à  laquelle  il  faudrait  s'éleverpour 
rencontrer  le  rayon  lumineux  et  r  le  rayon  de  la  terre,  enfin  H  la 

parallaxe  horizontale  de  la  lune,  H serait  la  parallaxe  qui  de- 
vrait être  employée  dans  le  calcul. 

n  est  impossible  de  calculer  avec  certitude  la  valeur  de  A,  car 
elle  dépend  de  la  forme  de  la  trajectoire  du  rayon  lumineux  dans 
l'atmosphère  ;  seulement,  vu  la  petitesse  de  la  réfraction  et  la  peti- 
tesse de  la  hauteur  de  l'atmosphère  par  rapport  au  rayon  de  la 

terre,  h  n'est  que  de  quelques  mètres.  L'accroissement  —  de  la 

parallaxe  dû  à  la  réfraction  atmosphérique  peut  donc  être  négligé 
sans  erreur  sensible. 

277 . —  Les  éclipses  de  lune  sont  visibles  de  la  même  manière  pour 
tous  les  lieux  de  la  terre  qui  ont  la  lune  sur  leur  horizon,  c'est-à* 
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dire  pour  un  hémisphère  entier.  On  en  effectue  donc  le  calcul  pour 
le  centre  de  la  terre,  et  les  éphémérides  donnent  les  heures  d'entrée 
de  la  lune  dans  le  cône  d'ombre  de  la  terre,  ou  les  heures  de  sortie 
hors  de  ce  cône  en  temps  du  premier  méridien.  On  a  ces  heures 
en  temps  d'un  lieu  quelconque,  en  retranchant  de  l'heure  du  pre- 
mier méridien  la  longitude  occidentale  du  lieu  réduite  en  temps. 
Si  on  appelle  ÂR  l'ascension  droite  du  soleil  et  D  sa  déclinaison, 
l'ascension  droite  de  l'axe  du  cône  d'ombre  sera  pour  le  centre  de  la 
terre  par  lequel  passe  cet  axe  ISO^'+AR,  et  la  déclinaison  de  cet 
axe  sera —  D.  ^  SO'-f  AR  et — D  sont  donc  les  coordonnées  du  point 
du  ciel  que  rencontre  cet  axe  prolongé,  point  que,  pomr  abréger, 
nous  désignerons  par  A.  Les  calculs  d'éclipsé  de  lune  se  réduisent 
donc  à  obtenir  au  centre  de  la  terre  les  distances  angulaires  A  de  la 
lune  à  ce  point  A.  Elles  sont  données  par  l'équation  (A)  du  n""  269, 
dans  laquelle  on  substitue  à  D  la  déclinaison  du  point  A  et  à  D' la 
déclinaison  vraie  de  la  lune,  c'est-à-dire  la  déclinaison  non  af- 
fectée de  parallaxe,  et  ou  substitue  pour  a  la  différence  de  l'ascen- 
sion droite  du  point  A  et  de  l'ascension  droite  vraie  de  la  lune.  Si 
maintenant  nous  appelons  H  la  parallaxe  horizontale  de  la  lune,  n 
«"elle  du  soleil,  et  p  le  demi-diamètre  angulaire  du  soleil,  on  remar*^ 
quera  que  le  demi-diamètre  K  que  sous-tend  au  centre  de  la  terre  la 
section  du  cône  d*ombre  à  la  distance  où  la  lune  traverse  ce  cône,  a 
pour  expression  K  =  H  -f-  w — p  (1).  On  recherchera  donc  ensuite 


f  I)  En  efTety  si  on  mène  un  plan  par  les  centres  de  la  terre  et  du  soleil,  les 
sections  de  ces  deux  corps  seront  deux  cercles,  dont  les  tangentes  communes 
se  coupant  derrière  la  terre  à  Topposé  du  soleil,  représenteront  la  section  du 
cùne  d'ombre.  L'angle  de  Tune  de  ces  tangentes  et  de  la  ligne  passant  parles 
deux  centres  est  égal  à  p  —  n^  car  la  perpendiculaire  abaissée  du  centre  de  la 
terre  sur  le  rayon  du  soleil  mené  du  centre  de  cet  astre  au  point  de  tangence 
sera  parallèle  à  la  limite  du  cône  d'ombre.  Or,  cette  perpendiculaire  rencon- 
tre le  rayon  du  soleil  à  une  distance  du  centre  de  ce  corps  égale  à  R  —  r, 
H  étant  le  rayon  solaire  et  r  celui  de  la  terre,  et  si  on  appelle  d  la  distance 

des  deux  astres,  — ^ —  est  le  sinus  du  petit  angle  de  la  ligue  en  question 
avec  la  ligne  unissant  les  centres  du  soleil  et  de  la  terre;  or,  ^  est  le  demi- 
diamètre  p  du  soleil,  tandis  que ^  est  la  parallaxe  du  soleil,  p  —  n  repré- 
sente donc  bien  l'angle  en  question.  Si  maintenant,  pour  abréger,  nous 
appelons  C  la  pointe  du  cône  d'ombre,  T  le  centre  de  la  terre  et  L  le  point  de  ' 
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parla  même  méthode  que  pour  les  occultations  les  instants  auxquels 
A  est  égal  à  K + p'  ou  à  K  —  p',  p'  étant  le  demi-diamètre  vrai  de  la 
lune  au  centre  de  la  terre.  Les  premiers  instants  sont  les  contacts 
de  la  lune  avec  le  cône  d'ombre,  les  seconds  le  commencement  et 
la  fin  de  la  totalité.  Mais,  pour  ce  calcul,  on  se  contente  de  la 
première  approximation,  parce  que  la  réfraction  terrestre  infléchit 
les  rayons  lumineux  du  contour  du  cône  d'ombre  d'une  manière 
assez  variable,  de  sorte  qu'une  grande  précision  serait  ici  superflue. 

278.  —  Les  observations  des  contacts  des  éclipses  de  soleil  et 
celles  des  immersions  et  des  émersions  des  étoiles  occultées  par  la 
lune,  sont  employées  pour  la  détermination  des  longitudes  ter- 
restres. Ces  observations  consistent  uniquement  à  déterminer  avec 
soin  l'état  du  chronon^ètre  par  rapport  au  temps  sidéral,  en  em- 
ployant une  des  méthodes  quelconques  que  nous  avons  indiquées, 
et  ensuite  on  note  la  seconde^  et  autant  que  possible  la  fraction  de 
seconde  à  laquelle  a  lieu  le  phénomène.  Alors,  à  l'aide  de  l'état  du 
chronomètre,  on  corrige  l'heure  obtenue  aûn  d'avoir  en  temps  du 
lieu  l'heure  sidérale  exacte  correspondante.  Cet  instant  et  la  lati- 
tude de  la  station  qu'on  a  eu  soin  de  déterminer  avec  exactitude, 
sont  les  seules  données  nécessaires  à  emprunter  à  Tobservation 
pour  ce  problème. 

En  réalité,  le  problème  de  la  détermination  de  la  longitude  se 
réduit  à  conclure  de  la  distance  des  centres  des  deux  astres  (dis- 
tance qui  est  égale  alors  au  demi-diamètre  apparent  de  la  lune  en 
cas  d'occultation  et  à  la  somme  des  demi-diamètres  du  soleil  et  de 
la  lune  en  cas  de  contact  extérieur  d'une  éclipse  de  soleil,  ou  enfin 
à  la  différence  de  ces  demi-diamètres  dans  le  cas  d'un  contact 
intérieur),  l'ascension  droite  ou  la  longitude  de  la  lune  à  l'instant 

la  limite  du  cône  d'ombre  situé  à  la  distance  de  la  lune^  nous  aurons,  dans 
le  triangle  CTL,  où  C  =  p  —  n,  l'équation  suivante  entre  les  trois  angles, 
T  4-  C  =  i  80»  —  L.  Or,  1 80»  —  L  ou  le  supplément  de  l'angle  L  est  Tangl  een  L 
dans  le  triangle  rectangle  formé  par  la  ligne  TL  égale  à  la  distance  d 'de  la  terre 
à  la  lune,  par  la  ligne  limite  du  cône  d'ombre  et  par  le  rayon  de  la  terre.qui  lui 
est  perpendiculaire.  Le  sinus  de  cet  angle,  qui  est  très-petit,  et  auquel  on  peut 

substituer  l'arc,  est  alors  égal  à  n.,  c'est-à-dire  à  la  parallaxe  borizoD- 

tale  H  de  la  lune  ;  on  adonc,  en  mettant  pour  C  sa  valeurp  —  n,  TéquatioD 
T  +  p  —  n  =  H  d'où  T=H  +  n— petT  n'est  autre  que  l'angle  sous-tendu 
au  centre  de  la  terre  par  une  section  faite  dans  le  cône  d'ombre  à  la  dis- 
tance de  la  lune. 
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de  l'observation,  et  en  cherchant  dans  les  éphémérides  l'instant  où 
celui  de  ces  éléments  qu'on  a  calculé  possède  la  valeur  trouvée,  la 
différence  des  heures  comptées  au  premier  méridien  et  à  la  station 
donne  la  longitude  occidentale  de  cette  station  (1). 

On  peut  diriger  le  calcul  de  façon  à  obtenir  directement  l'heure 
du  premier  méridien  correspondante  à  celle  de  la  station.  Cette 
méthode  que  nous  allons  exposer  est  la  plus  exacte  de  toutes, 
parce  qu'elle  tient  compte  des  variations  de  déclinaison  ou  de 
latitude. 

En  ajoutant  la  longitude  occidentale  supposée,  réduiteen  temps, 
à  l'heure  sidérale  du  phénomène  observé,  on  obtient  l'heure  sidé- 
rale approchée  /e  de  ce  phénomène  en  temps  du  premier  méridien, 
puis  on  calcule  pour  deux  instants  trè&-rapprochés  /«  —  a  et  /o+ ^ 
qu'on  réduit  en  temps  moyen  du  premier  méridien,  les  ascensions 
droites  et  les  déclinaisons  vraies  des  deux  astres  (2)^  les  parallaxes 
horizontales  et  le  demi-diamètre  horizontal  de  la  lune,  et  enfin, 
s'il  s'agit  d'une  éclipse,  la  parallaxe  horizontale  et  le  demi-diamè- 
tre'du  soleil. 

On  calcule  ensuite  la  latitude  géodésique  à  l'aide  de  la  latitude 
astronomiqueobservée,  en  retranchant  de  cette  dernière  l'angle  % 
donné  par  la  formule  indiquée  dans  le  n*  194 ,  puis  on  calcule  les 
parallaxes  d'ascension  droite  et  de  déclinaison  en  employant  suc- 
cessivement pour  ce  calcul  les  ascensions  droites  et  les  déclinai- 
sons répondant  aux  instants  t^ — aeit^  +  a^  ce  qui  ne  présente 
aucune  difficulté,  puisque  les  angles  horaires  sont  la  différence  entre 
l'heure  sidérale  connue  de  l'observation  des  contacts  à  la  station 
et  les  ascensions  droites  en  question.  On  a  ensuite  les  ascensions 
droites  et  les  déclinaisons  apparentes  des  deux  astres  dans  les 


(i)  On  a  généralement  l'habitude  de  conclure  de  l'ascension  droite  ou  de 
la  longitude  obtenue  pour  la  lune  l'instant  de  la  conjonction  des  deux  astres 
en  ascension  droite  ou  en  longitude ,  instant  qu'on  obtient  alors  en  temps 
de  la  station ,  et  c'est  ce  dernier  instant  qu*on  compare  à  linstant  corres- 
pondant donné  par  les  éphémérides  pour  le  premier  méridien^  afin  d'avoir 
la  longitude  du  lieu. 

(2)  Tout  ce  que  nous  disons  ici  s'applique  identiquement  aux  éclipses  et 
aux  occultations,  sauf  que  pour  ces  dernières  l'ascension  droite  et  la  décli- 
naison de  l'étoile  sont  les  mêmes  aux  deux  instants  <«  —  a  et  fe  +  a,  tan- 
dis que  dans  le  cas  d'éclipsé,  les  coordonnées  correspondantes  sont  varia- 
bles puisqu'elles  se  rapportent  au  soleil. 


m  coordonnRes  des  astres 

deux  hypothèses  ,  savoir  dans  le  cas  où  les  ascensions  droites  et 
les  déclinaisons  seraient  celles  qui  répondent  à  rinstant/^ — a  du 
premier  méridien,  ou  bien  dans  le  cas  où  les  mêmes  coordonnées 
seraient  celles  qui  ont  lieu  à  Tinstant  io  +  a.  On  peut  ensuite 
effectuer  par  la  formule  (A)  du  n**  269  le  calcul  de  la  distance 
apparente  des  centres  dans  les  deux  hypothèses.  Nous  appellerons 
A,  la  distance  des  centres  ainsi  obtenue  dans  la  première  hypo- 
thèse, A',  la  dislance  répondant  à  la  seconde  hypothèse  (1).  Enfin, 
on  complète  ces  calculs  préparatoires  par  celui  du  demi-diamètre 
apparent  de  la  lune  dans  les  deux  hypothèses  en  question  (2). 
Cela  posé,  si  dans  la  première  hypothèse  nous  désignons  par  p,  le 
demi-diamètre  apparent  de  la  lune  dans  le  cas  d*une  occultation, 
ou  la  somme  des  demi-diamètres  du  soleil  et  de  la  lune  dans  le 
cas  d'un  contact  extérieur  d'éclipsé  de  soleil,  ou  enfin  la  diffé- 
rence des  demi-diamètres  des  deux  astres  dans  le  cas  d'un  con- 
tact intérieur,  puis  si  nous  appelons  p',  le  même  élément  pour  la 
seconde  hypothèse,  et  enfin  si  nous  nommons  t^ — a  4-ar  l'heure 
du  premier  méridien  correspondante  à  celle  de  l'observation  à  la 
station,  nous  aurons  pour  déterminer  x  la  proportion 

(A,  — p.)  —  (A'.— p',)  :  2a  ::  (A,  —  p.)  :  a:; 

car  2a  est  l'intervalle  du  temps  du  premier  méridien  entre  les 
deux  instants  /«  -♦-  «  et  /,  —  a  répondant  aux  deux  hypothè- 
ses, A. — p,  est  la  différence  de  la  distance  des  centres  et  du  demi- 
diamètre  qui  doit  s'anéantir,  et  (A»  —  p,)  —  (^\  —  p',)  est  la  va- 
riation de  cette  différence  dans  le  temps  2a. 

De  la  proportion  précédente  on  tire  la  valeur  de  x  et  en  la  joi- 
gnant à  io — a,  on  a  l'heure  sidérale  du  premier  méridien  corres- 
pondante à  celle  où  le  phénomène  a  été  observé  à  la  station.  La 

(1)  Au  lieu  d'effectuer  le  calcul  de  la  distance  apparente  des  centres  par 
les  ascensions  droites  et  les  déclinaisons,  on  aurait  pu  reffectuer  par  les 
longitudes  et  les  latitudes  répondant  aux  instants  donnés,  comme  oou$ 
l'avons  dit  dans  la  note  du  n^  269.  Il  est  clair  que  les  deux  résultats  seraient 
complètement  identiques. 

(2)  On  peut  le  calculer  pour  Tinstant  moyen  (o  seulement,  car  sa  varia- 
tion, provenant  de  la  faible  difféfenccdcs  angles  horaires  dans  les  deux  ea> 
est  négligeable.  A  la  rigueur,  on  pourrait  agir  de  même  pour  les  parallaies 
d*as€ension  droite  et  de  déclinaison.  Mais  il  y  a  d^autant  plus  d'avantifrr 
à  Taire  les  deux  calculs  que  l'un  sert  de  vérification  à  Tautrc. 
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différence  de  ces  heures  sidérales  est  la  longitude  cherchée  expri* 
mée  en  temps. 

Comme  vérification,  on  refait  ensuite  directement  le  calcul  avec 
les  coordonnées  des  astres  prises  à  l'instant  sidéral  /«  —  a  +  x  du, 
premier  méridien,  et  s*il  reste  une  petite  différence  dans  la  valeur 
Â— p  obtenue,  on  la  corrige  de  nouveau  par  comparaison  avec  la 
plus  rapprochée  des  deux  différences  A,  —  p,  et  A\ —  p',  en  re- 
courant pour  cela  à  une  nouvelle  proportion  analogue  à  la  précé- 
dente. Mais  cette  seconde  correction  n'aurait  lieu  que  si  on  avait 
commis  une  forte  erreur  sur  la  longitude  supposée,  de  telle  sorte 
que  les  instants  /« — ^  et  t^+a  fussent  loin  de  celui  du  contact, 
ou  si  on  avait  pris  trop  grand  l'intervalle  2a  (1). 

279.  —  Remarquons  que  (Aj  '—  p,)  —  (A',  —  p',)  est  égal  à  A<  — 
^'iH-  p'i — Pf  Or  Pi  est  sensiblement  égal  à  p'i,  puisque  nous  avons 
vu  qu'on  peut  même  se  dispenser  de  calculer  séparément  ces 
deux  quantités,  mais  prendre  pourp'i  et  Pila  môme  valeur.  Dans 

(i)  Le  plus  communémeat^  etsartout  pour  les  éclipses  de  soleil,  on  fait 
les  calculs  de  distance  des  centres  par  les  longitudes  et  les  latitudes.  Si  alors 
on  remarque  que  le  soleil  est  dans  récliptiqae,  la  différence  des  longitudes 
apparentes  peut  être  considérée  comme  la  distance  des  deux  astres^  projetée 
sur  récliptique»  et  comme  la  latitude  du  soleil  est  sensiblement  nuUe^  on 
a,  an  moment  du  contact,  en  appelant  p  la  somme  ou  la  différence  des 
deux  diamètres,  suivant  qa'il  s'agit  d*un  contact  intérieur  ou  extérieur,  et  en 
nommant  «  la  différence  des  longitudes  apparentes  des  deux  astres,  et  X  la 
latitude  apparente  de  la  lune  diminuée  de  la  très-petite  latitude  dn  soleil  : 

«•=:p«-X*=(p-X)(P  +  Xl 

car  la  différence  des  longitudes,  la  latitude  de  la  lune  et  la  distance  p  {for- 
ment les  trois  côtés  d'un  triangle  rectangle  très-petit  qu'on  peut  regarder 
comme  rectiligne. 

L'équation  précédente  donne  la  valeur  a  de  la  différence  des  longitu- 
des des  centres  des  deux  astres,  et  en  ayant  égard  au  mouvement  relatif  de 
la  lune  en  longitude  par  rapport  au  soleil,  mouvement  dont  la  valeur  est 
donnée  par  les  éphémérides,  on  calcule  par  une  simple  proportion  le  temps 
qui  doit  s'écouler  pour  que  cette  différence  soit  nulle.  En  ajoutant  ce 
temps^  qui  peut  être  positif  ou  négatif,  à  l'heure  du  lieu,  on  a  l'instant 
de  la  conjonction  en  temps  du  lieu.  Le  comparant  à  l'instant  de  la  conjonc- 
tion en  temps  du  premier  méridien,  on  a  la  différence  des  longitudes. 

Cette  méthode  est  moins  exacte  que  celle  que  j'ai  donnée  dans  le  texte> 
parce  que  la  latitude  apparente  x  est  calculée  à  l'aide  de  la  longitude 
supposée,  et  n'est  pas  la  vraie  latitude  apparente  à  l'instant  du  phéno- 
mène. 
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tous  les  cas,  p'i  —  pi,  si  on  ne  le  regarde  pas  comme  nul,  est  une 
très-petite  quantité  qui  peut  être  considérée  comme  indépendante 
du  diamètre  lunaire,  car  sa  variation  avec  ce  diamètre  serait  de 
Tordre  de  cette  différence  elle-même,  déjà  négligeable,  multipliée 
par  le  sinus  du  diamètre  lunaire  qui  est  très-petit.  A,  —  À'.est  à 
son  tour  complètement  indépendant  du  diamètre  lunaire.  Nous 
pouvons  même  regarder  A.  —  A'i  qui  sera  une  très-petite  quantité 
si  2a  est  très-petit,  comme  indépendant  d'une  petite  variation  de 
quelques  secondes  dans  la  parallaxe  horizontale  de  la  lune ,  ou 
d'une  petite  variation  également  de  quelques  secondes  dans  la  dé- 
clinaison de  cet  astre,  car  ces  petites  variations  augmenteraient 
de  la  même  manière  A,  et  A',  à  des  quantités  près  du  second  or- 
dre. 11  résulte  de  là  que  A,  —  A*,  -h  p',  —  p,  peut  être  considéré 
comme  une  quantité  m.  connue  et  indépendante  des  petites  erreurs 
qu'on  pourrait  supposer  sur  le  demi-diamètre  de  la  lune,  la  parai* 
laxe  horizontale  ou  la  déclinaison  de  cet  astre.  Remarquons  encore 
que  /«  étant  Theure  sidérale  du  phénomène  qui  aurait  lieu  au 
premier  méridien  si  la  longitude  était  celle  qu'on  a  primiUve- 
ment  supposée,  et  /« —  a-hx  l'heure  réelle,  la  différence  de  ces 
heures  avec  celle  de  la  station,  c'est-à-dire  la  longitude  exprimée 
en  temps  diffère  de  or  —  a  dans  les  deux  cas ,  donc  x — a  est  la 
correction  SL  à  ajouter  à  la  longitude  supposée  pour  avoir  la 
longitude  exacte.  En  remplaçant  dans  la  proportion  précédente 
(A,  —  p,)—  (A',  —  p',)  par  sa  valeur  constante  m„  calculée  pour 
l'instant  du  phénomène ,  nous  aurons  pour  la  valeur  de  x 

X  =  |2  (A.  -  p.)      d'où      «L=!5  (A,  -  p.)  -  «. 

Différencions  maintenant  l'équation  (A)  du  n"*  269  par  ra(^rt 
à  A,D'  et  a,  éléments  qui  varient  avec  la  déclinaison  de  la  lune  et 
les  parallaxes  horizontales,  nous  aurons,  en  remplaçant  les  diffé- 
rentielles par  les  variations, 

sin  àSA  =  [sin  (D'  —  D)  —  2  cos D  sio  D' sio 4  «]  SD' 

-t-  cos  D  coaD'  sin  aoa. 

Or,  D'  étant  la  déclinaison  apparente  de  la  lune,  sa  variation 
se  composera  de  l'erreur  Jrf  de  la  déclinaison  vraie  de  la  lune, 
plus  Terreur  provenant  de  la  parallaxe  lunaire.  Si  nous  appelons 
x5,  la  différence  connue  D'  —  </  de  la  déclinaison  apparente  et  de 
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la  déclinaison  vraie  de  la  lune,  t^o  est  la  parallaxe  de  déclinaison 
dé  la  lune,  laquelle  nous  est  ainsi  donnée  avec  son  signe  et  est 
proportionnelle  à  la  parallaxe  horizontale^  toutes  choses  égales 

xi 

d'ailleurs.  En  appelant  donc  H  cette  dernière  parallaxe^  -r^  JH 

il 

sera  la  variation  de  la  déclinaison  apparente  due  à  la  variation  SU 

vi 

de  la  parallaxe;  on  a  donc  JD'  =  Sd  +  tt^H.  Maintenant  nous 

remarquerons  que  l'angle  a  est  indépendant  de  la  déclinai- 
son de  la  lune  et  est  modifié  par  la  parallaxe  lunaire  de  l'an- 
gle xij  provenant  de  cette  parallaxe,  dans  le  sens  indiqué  par 
la  différence  entre  l'angle  connu  a  et  l'autre  angle  connu  a, 
qui  existe  entre  l'ascension  droite  vraie  de  la  lune  et  l'ascen- 
sion droite  apparente  du  soleil ,  de  sorte  que  vi  =  a  —  oLy. 
En  donnant  à  vi  qui  égale  d'ailleurs  la  parallaxe  d'ascension 
droite  de  la  lune,  le  signe  de  la  différence  en  question,  on  a  ^a= 

%i 

|7-dH.  Substituant  dans  l'équation  précédente  ces  valeurs  de  ^D' 

etde  ja,  nous  aurons  la  valeur  de  ^À  en  fonction  de  ^ef  etde^H,et 
si  nous  mettons  pour  A  la  valeur  A„  et  pour  D\  D  et  a^  leurs  valeurs 
correspondantes  avec  lesquelles  A|  a  été  calculé,  nous  aurons 
l'expression  de  la  valeur  de  ÂA  à  l'instant  considéré,  valeur  qui, 
après  avoir  fait  les  substitutions  numériques  dans  les  coefficients, 
sera,  en  l'appelant  JA.,  de  la  forme 

aA.  =  Mld  +  NdH, 

M  et  N  étant  connus. 

Si  maintenant  nous  supposons  que  dans  les  tables  la  décli- 
naison est  en  erreur  de  8d  et  la  parallaxe  horizontale  de  jH,  et  que 
le  demi-diamètre  horizontal  est  trop  petit  de  jp',  nous  devrons 
pour  avoir  la  vraie  valeur  de  èL  substituer  dans  son  expression 
au  lieu  de  A„  A,  +  5A„  et  au  lieu  de  p„  p,  +  5p'  (1). 

(1)  ^p'  peut  être  regardé  comme  constant,  quoique  le  demi-diamètre 
de  la  lune  varie  avec  la  hauteur,  parce  qu'à  des  quantités  près  du  second 
ordre,  la  variation  est  la  même,  soit  que  ce  demi-diamètre  soit  p'  ou  p'  -|-  ^p'. 
Le  demi-diamètre  apparent  sera  donc  p,  +  ^p'9  quand  dans  les  cas  d'occul- 
tation p,  représente  le  demi-diamètre  apparent  de  la  lune.  Dans  les  cas 
d^éclipse  de  soleil,  ce  sera  la  somme  des  deux  demi-diamètres  du  soleil  et  de 
la  lune  sur  laquelle  il  faudra  supposer  l'erreur  ^p',  s'il  s^agit  de  contacts 
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En  faisant  ces  substitutions  dans  la  formule  précédente  qui 
donne  JL,  on  aura 

f9l|  I9t|  fll|  '^ 


Si  dans  la  même  station  on  a  observé  l'immersion  et  Témer- 
sionj  en  supposant  que  Téquation  précédente  se  rapporte  à  Tim- 
mersion,  et  en  appelant  M',  N',  a',  m,,  A,,  p,  les  quantités  cor- 
respondantes aux  homologues  de  l'équation  précédente  et  calcu- 
lées pour  l'émersion ,  on  aura  une  seconde  équation 

8L  =  —  (A,  —  p,)  —  û'  4-  —U'^d  +  —  N'8H  —  ^  V- 
Mj  fit,  fils  ni| 

Les  deux  corrections  èh  devant  être  égales  dans  les  deux  cas^ 

on  égalera  leurs  valeurs ,  ce  qui  donnera  une  équation  de  la 

forme 

A8i{+B8H-l-G8p'=K, 

dans  laquelle  A,  B,  C,  et  K  seront  connus. 

Si  on  suppose  que  l'occultation  a  été  observée  en  plusieurs 
stations,  on  aura  plusieurs  équations  de  cette  forme,  et  si  leur 
nombre  est  supérieur  à  3,  les  valeurs  des  inconnues  id,  iE  et  if' 
pourront  être  déterminées  par  la  méthode  des  moindres  carrés. 
En  mettant  ensuite  les  valeurs  de  ces  quantités  dans  les  deux 
équations  en  ^L  de  chaque  lieu,  on  aura  deux  valeurs  sensi- 
blement égales  de  $L  dont  on  prendra  la  moyenne  (1),  puis- 
que les  différences  restantes  ne  pourront  plus  être  attribuées 
qu'aux  erreurs  d'observation. 

Si  le  phénomène  observé  est  une  éclipse  totale  ou  annulaire  de 
soleil  auquel  cas  il  y  a  quatre  contacts^  on  pourra  égaler  les  va- 
leurs de  èh  données  par  les  contacts  extérieurs,  et  de  même 
celles  qui  sont  données  par  les  contacts  intérieurs,  on  aura  alors 
deux  équations  entre  les  corrections,  mais  dans  l'une  de  ces  équa- 
tions if'  représentera  l'erreur  if\  sur  la  somme  des  deux  demi- 
diamètres,  dans  l'autre  l'erreur  jp',  sur  leur  différence.  On  aura 

eitérieurs,  ou  la  différence  des  deux  demi-diamètres  s'il  B*agit  de  contacts 
intérieurs.  Dans  ces  cas^  p,  représente  dans  notre  formule  cette  somme  oo 
cette  différence  des  demi-diamètres. 

(\)  Od  n*aurait,  par  les  deux  équations^  qu'une  seule  valeur  de  tl, 
s*il  n*y  avait  que  trois  équations  pour  les  trois  inconnues. 
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donc  une  inconnue  de  plus,  puisque  Sf'  en  fournit  deux  autres. 
Quand  les  quatres  inconnues  Sd,  ^H,  if\  et  Âp's  auront  été  dé- 
terminées par  l'ensemble  des  équations  formées  par  les  diverses 
stations,  on  remarquera  qu'en  appelant  v  Terreur  sur  le  demi- 
diamètre  du  soleil  et  v'  l'erreur  sur  le  demi-diamètre  de  la  lune, 
on  aura  les  deux  équations 

le  signe  4-  se  rapportant  au  cas  où  le  demi-diamètre  du  soleil  est 
plus  grand  que  celui  de  la  lune,  le  signe  —  au  cas  contraire.  De 
ces  deux  équations  on  tirera  les  valeurs  de  v  et  de  v\  ou  les  cor- 
rections des  diamètres  des  deux  astres. 

280. — Si  l'une  des  stations  oîi  une  occultation  a  été  observée  est 
au  premier  méridien,  on  doit  y  trouver  âL=0,  après  les  corrections 
de  demi-diamètre^  de  parallaxe  et  de  déclinaison.  Si  cela  n'a  pas 
lieu ,  c'est  parce  que  les  tables  sont  en  erreur.  Si  on  trouve  8L 
positif,  cela  indique  que  les  coordonnées  devaient  être  prises  dans 
la  table  un  temps  8L  plus  tôt.  L'ascension  droite  de  la  lune  don- 
née par  les  tables  est  donc  trop  grande  du  mouvement  de  la  lune 
pendant  le  temps  JL.  Les  déclinaisons ,  parallaxes  et  demi-dia- 
mètre doivent  être  également  prises  un  temps  iL  plus  tôt  avant 
d'y  ajouter  les  corrections  8d,  SU.  et  ^p',  après  quoi  on  a  tous  ces 
éléments  exactement  à  l'instant  de  l'observation.  Leurs  différences 
avec  les  valeurs  données  par  les  tables  sont  les  corrections  de  ces 
éléments  dans  les  éphémérides.  Quant  aux  autres  stations  oîi  le 
phénomène  a  été  observé ,  leur  différence  de  longitude  avec  la 
longitude  qu'on  a  trouvée  pour  le  premier  méridien  est  la  vraie 
longitude  indépendante  des  erreurs  des  tables.  Dans  tous  les  cas, 
il  est  facile  de  se  rendre  compte  que  les  différences  de  longitude 
des  diverses  stations  où  une  même  occultation  a  été  observée  sont 
indépendantes  des  erreurs  tabulaires ,  pourvu  que  le  demi -dia- 
mètre, la  parallaxe  et  la  déclinaison  de  la  lune  aient  pu  être  cor- 
rigés de  jp',  ÂH  et  j(f. 

La  lune  étant  observable  aux  époques  de  sa  révolution  oîi  on 
peut  observer  les  occultations  des  étoiles,  il  arrive  qu'en  général,  si 
Toccultation  n'était  pas  visible  au  premier  méridien,  au  moins  (sauf 
le  cas  de  mauvais  temps  en  ce  point)  cet  astre  a  pu  y  être  observé 
vers  l'époque  de  l'occultation.  Alors,  avant  de  faire  les  calculs, 
on  corrige  des  erreurs  tabulaires  les  ascensions  droites  et  les 
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déclinaisons  prises  dans  les  tables,  de  sorte  que  le  résultat  devient 
indépendant  de  ces  dernières  erreurs.  Pour  les  éclipses  de  soleil, 
lavantage  d'observations  de  la  lune  dans  la  même  journée  n'existe 
pas,  ce  qui  rend  plus  douteuses  les  corrections  tabulaires  fondées 
sur  les  observations  faites  au  premier  méridien  dans  le  voisinage 
de  l'époque  du  phénomène.  Mais  si  l'éclipsé  a  été  observée  au  pre- 
mier méridien,  on  retrouve,  de  la  même  manière  que  pour  les 
occultations^  l'avantage  d'un  résultat  indépendant  des  erreurs  tabu- 
laires. Dans  les  éclipses,  on  a  toutefois  à  craindre  un  genre  d'er- 
reur de  plus  que  pour  les  occultations,  ce  sont  les  erreurs  des  tables 
du  soleil.  Mais  on  a  l'avantage  de  pouvoir  les  faire  disparaître  en 
effectuant  directement  des  séries  d'observations  sur  l'ascension 
droite  et  la  déclinaison  du  soleil  dans  la  station  même  où  on  obsene 
l'éclipsé,  ce  qui  donne  en  des  instants  connus  en  temps  du  lieu  la 
position  du  soleil  sur  le  ciel;  puis  à  l'aide  du  mouvement  de  l'astre 
indiqué  par  les  tables,  on  calcule  au  moyen  des  intervalles  écoulés 
les  positions  à  l'instant  des  contacts  observés.  En  ces  instants,  la 
position  du  soleil  est  donc  déGnie^  sans  que  la  longitude  du  lieu 
soit  inter\'enue  dans  sa  fixation,  et  en  cela  les  choses  se  passent 
comme^  avec  les  occultations.  Si  l'éclipsé  est  observée  au  pre- 
mier méridien,  le  soleil  y  élant  alors  observable,  on  peut  dé- 
terminer la  correction  de  la  position  donnée  par  les  tables,  et 
pourvu  que  les  observateurs  du  premier  méridien  ne  se  limitent 
pas  à  une  seule  observation  méridienne,  mais  emploient  des  séries 
d'observations  azimutales,  la  correction  sera  très -bonne.  Comme 
réclipse  donne  la  correction  de  la  différence  d'ascension  droite 
des  deux  astres,  on  en  déduira  la  correction  de  l'ascension  droite 
de  la  lune. 

Si  on  a  observé  une  occultation  d'une  étoile  dont  la  position  soit 
incertaine ,  il  est  clair  qu'on  doit  la  déterminer  avant  de  faire  le 
calcul. 

281 .  —  I^es  passages  de  Vénus  et  de  Mercure  peuvent  donner  les 
longitudes  par  des  calculs  identiques  à  ceux  des  éclipses.  Nous  n'a- 
vons donc  pas  à  nous  étendre  davantage  sur  ce  sujet.  Ce  que  nous 
avons  dit  pour  la  prédiction  des  passages  suffît  pour  l'indication  de  ce 
qu'il  y  a  à  faire  pour  les  recherches  des  éléments  du  calcul  dans  les 
tables.  Le  reste  est  en  tout  semblable  au  calcul  des  éclipses.  Toute 
fois,  pour  la  détermination  de  la  correction  de  la  panUIaxe,  nous 
rappellerons  que  la  parallaxe  des  planètes  en  question  étant  égale  à 
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celle  du  soleil  divisée  par  le  rapport  connu  de  leur  rayon  vecteur 
géocentrique  au  rayon  moyen  de  l'orbite  terrestre,  rapport  que 
nous  appellerons  u,  si  nous  appelons  èp  la  correction  de  la  pa- 
rallaxe horizontale  du   soleil,  la  correction  de  leur  parallaxe 

1 

sera- j^.  Substituant  cette  valeur  à  8E  dans  l'expression  de  oH' 

que  nous  avons  donnée  pour  les  éclipses  et  les  occultations,  on  aura 
l'expression  de  âD'  à  substituer  dans  les  équations  du  n^  279;  mais  il 
convient  en  même  temps  de  faire  varier  la  déclinaison  apparente  du 
soleil,  c'est-à-dire  de  différencier  l'équation  (A)  par  rapport  à  D 
en  même  temps  que  par  rapport  à  D'  et  a,  et  de  remplacer  è  D 

xi 

par—.*  ipy  xi^  étant  la  parallaxe  de  déclinaison  du  soleil  et  p  la  pa- 
rallaxe horizontale  employée  dans  le  calcul  ;  de  plus,  èa,  sera  égal 

xi 

à— j^,  xi  étant  égal  à  la  différence  entre  l'angle  connu  a  et  l'an- 
gle a^qui  existe  entre  les  ascensions  droites  vraies  de  la  planète  et  du 
soleil,  par  1&  l'influence  totale  de  l'erreur  sur  la  parallaxe  horizon- 
tale du  soleil  sera  exprimée  dans  l'équation.  Avec  ces  substitutions 
des  expressions  de  ^D',  ^D  et  Sa  dans  l'équation  (A)  différenciée,  on 
aura  à  chaque  station,  par  la  condition  de  l'égalité  des  corrections  de 
longitudes  données  par  les  contacts  extérieurs,  une  première  équa- 
tion, et  parcelle  des  mêmes  corrections  fournies  par  les  contacts  in- 
térieurs, une  seconde  équation  entre  les  corrections  des  déclinaisons 
et  de  la  parallaxe  du  soleil  et  les  corrections  des  sommes  ou  des  dif- 
férences des  demi-diamètres.  On  tirera  donc  de  l'ensemble  des  ob- 
servations la  parallaxe  du  soleil,  en  même  temps  que  les  longitu- 
des; mais  pour  que  cette  détermination  de  la  parallaxe  solaire  soit 
bonne,  il  faut  que  les  stations  soient  très-différentes  en  latitude,  de 
telle  sorte  que,  par  l'effet  de  la  parallaxe,  on  voie  de  chacune  de  ces 
stations  la  planète  décrire  sur  le  soleil  une  corde  très-différente  (1), 

(1)  Remarquons  que  les  corrections  ^L  de  la  longitude^  données  par  chaque 
contact^  ne  sont^  au  fond^  que  les  corrections  sur  les  instants  supposés  des 
contacts^  en  temps  du  premier  méridien,  instants  qu'on  a  obtenus  en  re- 
tranchant une  même  longitude  supposée  des  temps  réels  des  contacts,  de 
sorte  que  les  intervalles  adoptés  pour  les  deux  contacts,  et  dont  la  diffé- 
rence des  valeurs  de  ^L  est  la  correction,  sont  précisément  les  intervalles 
réellement  observés  entre  ces  contacts.  En  égalant  donc  à  zéro  la  différence 
des  valeurs  de  ^L  pour  les  deux  contacts  intérieurs  (ou  la  différences  des 
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et  en  outre  il  faut  que  la  planète  ne  décrive  que  de  petites  cordes 
sur  le  soleil.  Quant  aux  déterminations  de  longitude,  elles  ne  font, 
au  contraire,  que  gagner  à  ce  que  la  planète  passe  près  du  centre 
du  soleil. 

Nous  ferons  remarquer,  en  outre,  qu'il  y  a,  dans  le  cas  des  pas- 
sages de  planètes,  avantage  à  effectuer  le  calcul  des  distances  des 
astres  par  les  longitudes  et  les  latitudes,  c'est-à-dire  par  la  formule 

sin*  i  A  =  sin"  |  (X' — X)  +  cosX  cos  X'  sîn*  |  « 

dans  laquelle  alors  a  représente  la  différence  des  longitudes  ap- 
parentes des  deux  astres,  X  et  X'  leurs  latitudes  affectées  de  pa* 
rallaxes. 

En  effet,  X  etX'  étant  très-petits,  on  peut,  dans  la  différencia- 
tion de  la  formule,  négliger  les  termes  en  cos  X  sin  V  sin'  |  a  et 
sin  X  cos  V  sin*  |  a ,  alors  la  difTérentielle  de  l'équation  devient  en 
renplaçant  les  différentielles  par  les  variations 

sin  ASA  =s  sin  (X'— X)  8  (X'— X)  «t-  cos  X  cos  X'  sin  «Sa. 

En  appelant  toujours  ;?  la  parallaxe  horizontale  du  soleil,  nom- 
mons V, — X,  la  différence  des  latitudes  vraies  et  a.  la  différence 
des  longitudes  vraies ,  de  sorte  que  les  effets  de  la  parallaie 

sont  V  — X—  (V,  —X,)  et  a — a,  ;  alors  on  a  î  «== '-^ip  et 

5  (V  — X)  =  */  +  ^'—^—C^'—^')  ip ,  équation  dans  laquelle 

&/ est  la  correction  de  la  différence  de  latitude  des  deux  astres. 
On  voit  ainsi  que  les  erreurs  particulières  des  latitudes  du  soleO 
et  delà  planète  n'interviennent  pas  :  leur  différence  seule  influe. 

valeurs  de  ^L  pour  les  deux  contacts  extérieurs) ,  c'est-à-dire  en  égalant  \t$ 
deux  valeurs  de  ^L,  données  par  ces  deux  contacts,  l'équation  obtenue  ne 
fait  qu'exprimer  que  le  temps  employé  par  la  planète  à  décrire  la  corde 
sur  le  soleil  a  été  précisément  celui  qu'on  a  observé.  La  méthode  que 
nous  venons  d*exposer  comme  un  simple  corollaire  de  celle  des  occoltatioos 
est  donc  au  fond  identiquement  la  même  que  la  méthode  décrite  dans  les 
ouvrages  d*astronomie  pour  le  calcul  de  la  parallaxe  du  soleil  par  les  passage» 
des  planètes  inférieures  sur  son  disque,  méthode  qui  repose  sur  le  temp:^  em- 
ployé à  décrire  la  corde.  Nous  ne  trouvons  aucun  avantage  à  exposer  ici  cette 
dernière  méthode,  où  on  néglige  des  quantités  que  la  nôtre,  qui  est  aussi 
courtCj  ne  néglige  pai. 
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Par  rélimination  de  âL,  chaque  station  donne  deux  équations 
de  condition.  Avec  deux  stations,  on  a  donc  quatre  équations  entre 
les  quatre  inconnues,  ip,  èljBi  les  corrections  de  la  somme  et  de 
la  différence  des  deux  demi-diamètres.  Mais  les  contacts  extérieurs, 
surtout  le  premier,  ne  peuvent  pas  être  observés  avec  une  précision 
aussi  grande  que  les  autres.  Toutefois,  en  négligeant  le  premier 
contact  extérieur,  on  peut  encore  dans  chaque  station  remplacer  Té- 
quation  des  contacts  extérieurs  en  égalant  la  valeur  de  jL  donnée 
par  le  dernier  contact  extérieur  à  la  valeur  de  £  L  donnée  par  les 
contacts  intérieurs.  Par  là  on  évite  l'emploi  du  premier  contact,  et 
le  nombre  des  équations  n'est  pas  diminué.  Mais  vu  la  petitesse 
du  diamètre  des  planètes,  Téquation  des  contacts  extérieurs  n'est 
pas  assez  différente  de  celle  des  contacts  intérieurs  pour  bien  dé- 
terminer toutes  les  inconnues.  Comme  en  général,  on  a  les  obser- 
vations à  plus  de  deux  stations  très-diilérentes  en  longitude  et  en 
latitude,  on  peut,  en  n'employant  que  les  contacts  intérieurs,  dé- 
terminer les  inconnues ,  qui  alors  se  réduisent  à  trois. 

282. — Les  plus  graves  erreurs  à  craindre  étant  toujours  sur  les 
diamètres,  on  suppose  nulle,  si  on  n'a  que  deux  stations,  la  correc- 
tion des  latitudes  ou  des  déclinaisons.  C'est  aussi  ce  qu'on  fait  pour 
les  occultations  si  on  n'a  que  l'immersion  et  Témersion  observées 
dans  une  seule  station  ;  il  faut  en  plus  dans  ce  cas  supposer  nulle  la 
correction  de  parallaxe,  mais  on  a  une  longitude  indépendante  du 
demi-diamètre  de  la  lune.  Pour  les  éclipses  de  soleil,  comme  pour 
les  passages  de  planètes,  les  contacts  extérieurs,  surtout  le  premier, 
donnent  des  résultats  très-inférieurs  en  précision  à  ceux  des  contacts 
intérieurs  et  à  ceux  des  occultations.  Ces  dernières,  dans  lesquelles 
n'interviennent  pas  les  erreurs  des  tables  solaires,  sont  d'ailleurs 
toujours  préférables  aux  éclipses  de  soleil  pour  la  détermination 
des  longitudes  quand  on  peut  observer  l'immersion  et  l'émersion. 

283. — Si, pendant  une  éclipse  de  soleil,  on  mesure  à  un  instant 
donné  la  distance  des  cornes,  on  voit,  en  remarquant  que  le  demi- 
intervalle  p  des  cornes  est  la  longueur  de  la  perpendiculaire  abais- 
sée sur  la  ligne  des  centces^  qu'on  peut  facilement,  dans  le  triangle 
rectiligne  formé  par  une  des  cornes  et  les  centres  des  deux  as- 
tres, obtenir  la  distance  des  centres  qui  forme  un  des  côtés  de  ce 
triangle,  car  on  connatt  les  deux  autres  côtés  qui  sont  égaux  aux 
demi-diamètres  apparents  p  et  p'  des  deux  astres  et  lalongueur  de 
la  perpendiculaire  abaissée  sur  ce  troisième  côté.  En  appelant  \l  et 
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(I.'  les  angles  au  centre  des  deux  astres,  on  a  pour  déterminer  ces 
angles  les  deux  équations 

sin  (A  as  E       et      sin  [a'  =  v 

P  P 

p  cos  (I.  et  p'  cos  (I.'  sont  alors  respectivement  les  distances  du 
point  de  rencontre  de  la  ligne  des  centres  et  de  la  ligne  des  cornes 
aux  centres  des  deux  astres,  et  suivant  que  la  ligne  des  cornes  est 
entre  les  deux  centres  ou  extérieure  à  eux^  la  somme  ou  la  dif- 
férence de  ces  quantités  connues  pcosfx.  et  p'  cos\l'  est  la  distance 
des  centres.  La  distance  des  i^^ntres  étant  ainsi  connue  à  l'instant 
de  l'observation,  il  est  évident  qu'on  peut  calculer  l'heure  corres- 
pondante du  premier  méridien,  exactement  parla  même  méthode 
que  pour  les  contacts,  puisque  les  observations  de  contacts  ne  sont 
après  tout  que  des  observations  de  distances  de  centre.  La  seule  diffé- 
rence est  que  dans  les  formules  la  somme  ou  la  différence  des  dia- 
mètres est  remplacée  par  la  somme  ou  la  différence,  de  pcos{Aet 
p'  cos  \tl .  Dans  les  formules  de  correction  pour  les  demi-diamètres  etla 
parallaxe  de  la  lune,  si  on  remarque  que  p  et  p'  diffèrent  toujours 
très-peu  l'un  de  l'autre^  de  sorte  que  les  angles  (i.  et  [&'  sont  peu 
différents,  on  voit  qu'on  pourra  à  des  quantités  près  du  second 
ordre,  remplacer  la  correction  de  p  cos(i.  +  p'cos(^',  ou  celle  de 
p  cos(i(. —  p'  cos  (I.'  par  la  correction  de  la  somme  des  demi-diamètres 
dans  le  premier  cas  ou  de  leur  différence  dans  le  second,  correction 
multipliée  par  cos(x.„  (x..  étant  la  moyenne  connue  des  angles  fftet|i'. 

Remarquons  maintenant  que  peu  de  temps  après  le  premier 
contact  extérieur  ou  avant  le  dernier,  une  très-petite  variation 
dans  la  distance  des  centres  correspond  à  une  variation  considé- 
rable dans  celle  des  cornes.  Il  en  est  de  même  dans  le  voisinage 
des  contacts  intérieurs,  lors  des  éclipses  totales  ou  presque  to- 
tales. On  voit  donc  que  des  mesures  bien  faites  de  distances  de 
cornes  seront  préférables  pour  la  détermination  des  longitudes 
aux  observations  des  contacts,  d'autant  plus  qu'on  peut  alors 
observer  un  grand  nombre  de  ces  dislances,  afin  d'avoir  une 
bonne  moyenne  pour  le  résultat. 

284.  —  Il  faut  noter  toutefois  que  les  longueurs  mesurées  des 
distances  des  cornes  ont  besoin  d'une  petite  correction,  provenant 
de  ce  que  les  deux  cornes  n'étant  pas  généralement  à  la  même 
distance  du  zénith,  leur  écartement  est  un  peu  diminué  par  la 
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réCractioa.  Cette  correction  est  facile  à  obtenir,  car  nous  avons  vu 
(d°274)  le  moyen  de  calculer  pour  un  instant  quelconque  l'angle  de 
la  ligne  des  centres  et  du  vertical  du  soleil,  angle  d'où  on  tire  Tan* 
gle  de  la  ligne  des  cornes  et  de  ce  vertical.  L'intervalle  mesuré 
des  cornes  multiplié  par  le  cosinus  de  cet  angle  est  la  différence 
de  distance  au  zénith  pour  les  deux  cornes.  Prenant  alors  dans 
les  tables  de  réfraction  la  variation  de  la  réfraction  avec  cette 
différence  de  distance  zénithale  pour  la  distance  actuelle  du  so* 
leil  au  zénith,  distance  qu'on  a  calculée  à  l'aide  de  l'heure  de 
Tobservation  (n'  232) ,  on  a  la  quantité  dont  doit  être  allon- 
gée la  projection  de  la  distance  des  cornes  sur  le  vertical  de 
l'une  d'elles.  Remarquons  maintenant  que  la  projection  perpendi« 
culaire  est  égale  à  la  distance  des  cornes  multipliée  par  le  sinus 
de  l'angle  de  la  ligne  des  cornes  et  du  vertical  du  soleil,  et  que  la 
réfraction  en  élevant  le  soleil  dans  son  vertical  diminue  cette  pro- 
jection dans  le  rapport  du  sinus  de  la  distance  zénithale  affectée  de 
réfraction  au  sinus  de  la  distance  zénithale  vraie  du  soleil  ;  on  aura 
donc  la  projection  en  question ,  en  la  multipliant  par  le  rapport 
inverse.  Les  deux  projections,  l'horizontale  et  la  verticale ,  étant 
ainsi  obtenues  corrigées  de  réfraction,  la  somme  de  leurs  carrés 
est  le  carré  de  la  distance  vraie  des  cornes. 

Ces  corrections  de  réfraction  étant  très-petites,  et  les  incer- 
titudes de  la  réfraction  ne  pouvant  les  altérer  que  d'une  petite 
fraction  de  leur  valeur,  on  voit  que  les  corrections  peuvent,  à  des 
quantités  près  du  second  ordre,  être  regardées  comme  exactes, 
et  Terreur  qui  en  résulterait  sur  la  distance  des  centres  est 
encore  plus  négligeable  si  les  observations  sont  faites  dans  les 
moments  favorables,  puisqu'une  très-forte  erreur  sur  la  distance 
des  cornes  n'en  fait  alors  qu'une  très-petite  sur  la  distance  des 
centres  (0« 

285.  —  L'angle  de  la  ligne  des  cornes  avec  le  vertical  du  soleil 
varie  rapidement.  Cette  circonstance  rend  difficiles  les  mesures  des 
distances  de  cornes.  En  général,  l'angle  avec  le  diamètre  polaire  est 
variableaussi.Toutefois,  dans  les  éclipses  centrales,  ce  dernier  angle 

(i)  L'irradiation  solaire  (provenant  de  l'œil  et  de  la  lunette]  ne  modifie 
pas  la  distance  des  cornes,  parce  qu'elle  augmente  le  diamètre  solaire,  en 
même  temps  qu*elle  diminue  le  segment  obscur  de  la  lune  de  la  même 
quantité.  —  Il  est  facile  de  voir  que  ces  deux  effets  se  compensent  quant  à 
l'écartement  des  cornes. 
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varie  très-peu.  Avec  un  équatorial,  dans  ce  cas,  les  mesures  se- 
raient très-faciles  à  prendre  en  recourant  à  un  objectif  d'hélio* 
mètre  ou  à  un  micromètre  à  double  image,  ou  enfin  à  mon  micro- 
mètre à  quatre  images.  Mais  on  peut  toujours  obtenir  des  mesures 
de  distances  de  cornes  au  moyen  de  photographies  instantanées 
faites  sur  coUodion  sec,  car  le  soleil  trace  son  image  en  moins 
d*un  centième  de  seconde.  Dans  ce  cas,  on  fait  passer  rapidement 
une  fente,  découpée  dans  un  écran,  devant  la  glace  coUodionnée,  en 
réglant  le  passage  de  cette  fente  à  une  seconde  exacte  de  l'hor- 
loge. On  a  ainsi  à  un  instant  connu  avec  précision  une  photogra- 
phie du  soleil  éclipsé.  Pour  avoir  sur  la  glace  même  l'échelle  des 
minutes  et  des  secondes  d'arc,  on  peut  faire  deux  photographies  du 
soleil  sur  la  même  glace  à  deux  instants.  On  déduit  de  la  dis- 
tance des  centres  des  deux  images  l'espace  linéaire  parcouru,  le- 
quel répond  à  l'angle  entre  les  deux  positions  apparentes  de 
l'astre  affectées  de  parallaxe  et  de  réfraction  à  ces  deux  iostanU^, 
angle  qu'on  peut  calculer,  et  on  a  ainsi  sur  la  glace  la  ydleur 
linéaire  de  la  minute  d'arc. 

Deux  séries  de  mesures  de  distances  de  cornes  faites  l'une  un 
peu  après  le  commencement  et  l'autre  un  peu  avant  la  fin  de 
réclipse  donnent  la  correction  de  la  somme  des  diamètres  comme 
dans  le  cas  des  contacts  extérieurs  (1  ).  On  a  celle  de  la  différence 
des  diamètres  par  les  séries  obtenues  un  peu  avant  et  un  peu 
après  la  totalité  dans  le  cas  d'éclipsé  totale. 

286.  —  Dans  une  éclipse  parfaitement  centrale,  l'angle  de  la 
ligne  des  cornes  et  du  diamètre  polaire  du  soleil  est  constant  aux 
environs  de  la  totalité  avant  et  après.  Il  est  très-variable  dans 
cette  circonstance  si  l'éclipsé  n'est  pas  rigoureusement  centrale.  Il 
résulte  de  là  un  moyen  très-curieux  d'obtenir  la  plus  courte  dis- 
tance des  centres,  à  l'aide  de  mesures  de  l'angle  de  position  de 
la  ligne  des  cornes  aux  environs  de  la  totalité,  mesures  prises  avec 
réquatorial  :  le  mieux  ^  dans  ce  cas,  est  de  recourir  à  la  pho- 
tographie. On  dispose  alors  les  glaces  coUodionnées  dans  un 

(1)  Le  demi -diamètre  solaire  ne  peut  être  mesuré  sur  les  plaques  à  eanse 
de  l'irradiation  et  da  manque  de  netteté  parfaite  de  l'image  sur  les  bords. 
Ce  manque  de  netteté  est  moins  important  pour  les  distances  des  cornes, 
car  l'incertitude  est  très-petite,  et  nous  avons  vu  qu'une  grande  erreur  sur 
les  distances  de  cornes  n'en  fait  qu'une  très-petite  sur  les  distances  des 
centres,  quand  la  ligne  des  cornes  est  une  petite  fraction  du  diamètre. 
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chAssis  dont  une  garniture  métallique  porte  des  repères,  à  l'aide 
desquels  la  position  du  chAssis  par  rapport  à  la  lunette  peut 
être  déterminée.  Cette  même  monture^métallique  renferme  une 
pointe  de  diamant  avec  laquelle  un  trait  peut  être  tracé  sur  le 
derrière  de  la  glace  mise  en  place,  afin  de  former  une  ligne  de  re- 
père identique  pour  toutes  les  glaces.  La  différence  de  l'angle  de 
cette  ligne  et  de  la  ligne  des  cornes  dans  deux  épreuves  obtenues 
Tune  avant,  l'autre  après  la  totalité,  et  tout  près  de  cet  instant  quand 
la  distance  des  cornes  est  déjà  petite,  donne  l'angle  des  deux  lignes 
des  cornes  et  par  conséquent  celui  des  deux  lignes  des  centres  (1). 

Or,  sur  les  deux  épreuves,  la  longueur  de  la  ligne  des  cornes 
donne  la  distance  des  centres  :  on  connaît  donc  la  distance  des 
centres  aux  instants  des  deux  épreuves  et  l'angle  compris  ;  on  peut, 
par  conséquent,  dans  le  triangle  rectiligne  formé  par  le  centre  du 
soleil  et  les  deux  positions  relatives  du  centre  de  la  lune,  calculer  la 
longueur  de  la  ligne  abaissée  du  centre  du  soleil  sur  le  côté  op- 
posé. Cette  distance  est  la  plus  courte  distance  des  centres^  et  on 
sait  en  outre  de  quel  côté  du  centre  du  soleil  elle  a  eu  lieu. 

Quand  la  ligne  centrale  du  parcours  de  Téclipse  est  très-inclinée 
au  parallèle  du  lieu  d'observation,  on  voit  que  la  position  de  ce 
lieu  sur  le  globe  est  fixée  par  l'intersection  de  son  parallèle  de  la- 
titude et  de  la  ligne  sur  laquelle  existe  dans  le  sens  trouvé  la  dis- 
tance des  centres  obtenus.  Si  donc,  avec  la  latitude  du  lieu  et  une 
longitude  un  peu  plus  petite  que  la  supposée,  on  calcule  par  les 
tables  la  plus  courte  distance  des  centres^  puis  si  on  fait  le  même 
calcul  pour  une  longitude  un  peu  plus  grande  et  la  même  lati- 
tude, une  simple  proportion  donnera  la  longitude  à  laquelle  avait 
lieu  la  plus  courte  distance  observée,  et  cette  longitude  est  celle  de 
la  station.  L'heure  de  la  station  n'est  intervenue  ici  dans  le  calcul 


(i)  Cet  angleestmodifîéparlaréfraction;  mais  lesdeox  épreuves  étant  faites 
à  deux  instants  très-rapprochés^  sont  sensiblement  altérées  de  même  et  par 
conséquent  la  différence  des  deux  angles  peut  être  regardée  comme  indé- 
pendante de  la  réfraction^  à  moins  que  Tastre  ne  soit  très-loin  du  zénith. 
Nous  avons  vu  précédemment  le  moyen  de  connaître  les  projections  vraies 
(verticales  et  horizontales)  de  la  ligne  des  cornes.  Leur  rapport  est  la  tangente 
de  l'angle  vrai  de  la  ligne  des  cornes  et  du  vertical,  tandis  que  le  rapport  des 
projections  apparentes  donne  la  tangente  de  l'angle  apparent.  La  différence  de 
ces  deux  angles  est  Tinfluence  de  la  réfraction.  La  différence  de  ces  influences 
ainsi  calculéespour  les  deux  épreuves  donne  la  correction  de  Tangle  observé. 
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que  pour  avoir  raugmentation  du  demi-diamètre  lunaire  avec  la 
hauteur.  II  suffit  donc  qu'elle  soit  seulement  approximativement 
connue.  La  méthode  que  je  viens  d'exposer  offre  par  conséquent 
le  caractère  curieux  de  ne  pas  exiger  la  connaissance  exacte  de 
l'heure  de  la  station. 

Mais  toutefois  il  est  préférable  que  cette  heure  soit  connue, 
ainsi  que  les  instants  des  deux  épreuves,  car  alors  on  peut  obtenir 
par  les  méthodes  déjà  exposées  la  correction  de  la  différence  des 
demi-diamètres  des  deux  astres,  correction  qui  influe  un  peu  sur 
le  résultat,  et  en  tenant  compte  de  cette  correction,  on  a  une  lon- 
gitude exacte. 

J'ai  imaginé  la  méthode  que  je  viens  de  décrire  à  l'occasion  de 
l'éclipsé  du  7  septembre  1858,  à  Paranagui,  où  je  l'ai  appliquée. 
Cette  application  de  la  photographie  à  l'astronomie  de  précision 
est  la  première  qui  ait  été  faite  (1  )  • 

287. —  Pour  l'observation  des  passages  de  planètes,  la  photo- 
graphie sera  aussi  d'un  secours  très-utile,  car  on  pourra,  sur  des 
épreuves  bien  faites,  obtenir  les  coordonnées  des  centres  des  deux 
astres,  et  par  conséquent  les  distances  de  ces  centres  pour  des  se- 
condes exactes  de  l'horloge  en  suivant  le  procédé  que  j'ai  décrit, 
à  moins  qu'on  ne  préfère  enregistrer  sur  un  chronographe  électri- 

(1)  Il  avait  été  fait^  antérieurement^  des  photographies  du  soleil  et  de  la 
lune.  Moi-même,  j'en  avais  obtenu.  Plusieurs  années  auparavant,  j'aTiis 
déjà  publié  une  méthode  pour  l'application  de  la  photographie  à  Tobservatioa 
du  soleil,  et  j*avais  fait  déjà  quelques  expériences  dans  ce  but.  Mais  ces  es- 
sais et  ces  méthodes  ne  s'appliquaient  pas  directement  à  la  correction  des 
positions  astronomiques  de  la  lune  et  du  soleil  et  à  la  détermination  des  po- 
sitions géographiques.  Au  sujet  de  l'application  de  la  photographie  à  fas- 
tronomie,  je  mentionnerai  ici  que  j'ai  indiqué  dans  mon  mémoire  Sur  ftnr 
plot  des  oburvaiions  azmittales  pour  la  dékrminaUon  des  posiUons  géoçfrofhir 
ques  et  des  coordonnées  des  astres  un  mode  d'observation  qui  n'exigerait  nul- 
lement l'emploi  de  photographies  instantanées ,  en  sorte  qu'il  est  très- 
pratiquement  applicable  aux  étoiles.  Il  repose  sur  les  procédés  de  pointé 
que  j'ai  meutionnés  dans  le  n^  129,  et  par  lesquels  la  situation  de  rinstru* 
ment,  dont  la  lunette  suit  l'astre  par  TefTet  d'un  mouvement  d'horlogerie, 
est  enregistrée  électriquement  ou  mécaniquement  en  un  instant  donné  en 
même  temps  que  l'heure  correspondante  de  l'horloge. 

Dans  Touvrage  que  je  viens  de  citer,  j*ai  indiqué  un  moyen  trè»«iinp)« 
de  faire,  à  l'aide  d'un  mouvement  d'horlogerie,  accompagner  une  étoile 
par  la  lunette  de  Faltrazimut,  sans  rien  sacrifier  des  rectifications  d'txes 
de  ce  dernier  instrom^nt^ 
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que  rinstant  de  l'ouverture.  Par  cet  emploi  de  la  photographie  on 
pourra  multiplier  les  observations  pendant  la  durée  du  passage. 

Quand  les  planètes  décrivent  des  cordes  voisines  du  centre  du 
soleil,  on  peut  aussi,  à  l'aide  de  prismes  biréfrittgents  d'un  angle 
bien  connu,  doubler  dans  la  lunette  d'un  équatorial  l'image  so- 
laire, do  façon  à  voir  l'une  des  images  de  la  planète  décrire  une 
corde  très-voisine  du  bord  de  l'une  des  images  du  soleil ,  dont 
la  déclinaison  apparente  serait  par  là  augmentée  ou  diminuée 
de  l'angle  connu  du  prisme.  Il  y  aurait  en  cela  un  excellent  moyen 
d'obtenir  des  distances  des  centres  ;  et  les  contacts  extérieurs  avec 
l'image  solaire  pourraient  être  aussi  bien  observés  que  les  inté- 
rieurs, puisqu'il  y  aurait  projection  de  la  planète  sur  l'autre  image 
solaire,  de  sorte  qu'on  la  verrait  venir.  Si  des  observateurs  veu- 
lent appliquer  cette  méthode  lors  des  prochains  passages  de  Vénus 
de  1874  et  1882,  cette  simple  indication  et  les  développements 
dans  lesquels  nous  sommes  déjà  entré  sur  le  calcul  des  passages 
leur  suffiront  pour  comprendre  comment  doit  être  effectué  le  calcul. 

288.  —  Les  éclipses  des  satellites  de  Jupiter  sont  aussi  em- 
ployées à  la  détermination  des  longitudes  terrestres.  Ces  éclipses 
présentant  le  même  aspect  en  tous  les  points  de  la  terre  où  l'astre 
est  au-dessus  de  l'horizon,  on  voit  que  la  différence  des  heures 
locales  oti  on  note  la  disparition  ou  la  réapparition  des  satellites 
est  directement  la  différence  des  méridiens.  Si  le  phénomène  est 
observé  sous  le  premier  méridien,  la  longitude  obtenue  est  indé- 
pendante des  erreurs  des  tables  des  satellites.  Elle  en  est  affec- 
tée, au  contraire,  si  on  calcule  la  longitude  avec  la  différence  de 
l'heure  observée  à  la  station  et  de  l'heure  calculée  pour  le  pre- 
mier méridien.  Le  premier  satellite,  ayant  des  mouvements  rapi- 
des, peut  donner  d'assez  bonnes  déterminations  quand  l'observa- 
tion est  faite  en  même  temps  sous  un  méridien  bien  connu, 
afin  d'éliminer  les  erreurs  tabulaires ,  qui  sont  assez  grandes. 
Mais  il  faut  pour  cela  que  la  lunette  soit  de  même  ouverture  et 
de  môme  grossissement  dans  les  deux  cas  ;  car,  les  satellites  ne 
disparaissant  pas  instantanément,  l'instant  où  on  juge  la  dis- 
parition complète  ou  le  commencement  de  la  réapparition  varie 
avec  la  puissance  optique  de  la  lunette  employée.  Dans  mon 
ouvrage  VEspace  céleste^  chapitre  I",  j'ai  indiqué  quelques  pré- 
cautions à  prendre  quand  on  veut  employer  les  éclipses  des  satel- 
lites à  la  détermination  de  la  vitesse  de  la  lumière.  Je  ne  re- 
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tiendrai  donc  pas  ici  sur  ce  sujet.  Le  degré  de  transparence 
atmosphérique  et  la  hauteur  de  l'astre  exercent  aussi  une  petite 
influence  sur  les  instants  d'apparition  et  de  disparition  des  satellites. 

Les  éclipses  deS  satellites  de  Jupiter  sont  annoncées  par  \e& 
éphémérideSy  dans  lesquelles  un  diagramme  indique  pour  chaque 
jour  de  Tannée  les  positions  relatives  de  ces  petits  corps,  de  bçon 
à  les  reconnaître  les  uns  des  autres. 

289.  —  Pour  bien  voir  les  satellites  de  Jupiter,  il  faut  une  lunette 
d'un  grossissement  d'une  trentaine  de  fois.  Cette  circonstance  em- 
pêche d'observer  leurs  éclipses  à  bord  des  navires  où  ils  donneraient 
les  meilleures  observations  de  longitude  que  l'on  puisse  avoir  à  la 
mer.  Toutefois  j'ai  imaginé  une  disposition  qui  permettrait  de  les 
observer  en  mer.  Elle  est  fondée  sur  ce  qu'avec  une  lunette  courte 
à  grand  champ  grossissant  trois  ou  quatre  fois,  on  peut,  même  eo 
appuyant  la  main  sur  le  bordage,  tenir  un  objet  pointé  au  mi- 
lieu du  champ  malgré  les  mouvements  du  navire.  C'est  un  fait 
dont  je  me  suis  assuré  par  expérience.  Or,  si  on  disposait  une 
lunette  d'un  grossissement  de  trente-deux  à  trente-cinq  fois,  re- 
pliée deux  fois  sur  elle-même  à  l'aide  de  prismes  à  réflexion 
totale,  de  telle  sorte  que  cette  lunette  fût  courte  et  que  son  oculaire 
placé  au  milieu  de  sa  longueur  fût  perpendiculaire  à  la  direction 
dans  laquelle  cette  même  lunette  doit  viser,  et  si  de  plus  à  cette 
lunette  était  accolé  un  chercheur  à  grand  champ  grossissant  deux 
ou  trois  fois  seulement,  il  serait  possible  à  un  observateur  détenir 
ce  chercheur  pointé  sur  Jupiter  et  de  garder  les  planètes  au  milieu 
du  champ.  Alors  un  autre  observateur  regardant  dans  l'autre  lunette 
et  dans  la  direction  perpendiculaire  à  la  lunette  chercheur  (et  par 
conséquent  dans  une  situation  où  les  deux  observateurs  ne  se  gê- 
neraient pas)  verrait  la  planète  et  ses  satellites  en  permanence,  et 
l'observation  serait  possible.  Un  moyen  analogue  pourrait  être 
essayé  pour  permettre  en  mer  d'observer  les  distances  lunaires 
avec  des  grossissements  plus  forts  qu'avec  les  instruments  ac- 
tuels. Mais  nous  ne  nous  étejidrons  pas  davantage  sur  ce  sujet  (1). 

(I)  A  terre,  avec  un  cercle  de  réflexion  soutenu  par  une  monture  parai- 
lactique,  au  lieu  d*ètre  tenu  à  la  main,  une  fois  rinstrument  amené  dans 
le  plan  des  deux  astres,  et  de  façon  à  ne  plus  pouvoir  tourner  qu'autour 
de  l'axe  pola'ure,  on  pourrait  employer  un  fort  grossissement  pour  la  me- 
sure des  distances  lunaires.  Dans  ce  cas,  avec  les  disUwces  zénithales  appa- 
rentes observées  des  deux  astres,  on  obtiendrait  l'angle  aximutal  entre 
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290.  —  Les  observations  des  contacts  de  la  lune  avec  le  cône 
d'ombre  lors  des  éclipses  de  lune  sont  trop  douteuses,  et  les  instants 
de  ces  contacts  eux-mêmes  trop  variables  pour  que  les  éclipses  de 
hme  puissent  être  employées  à  la  détermination  des  longitudes. 
Mais,  dans  Téclipse  de  185S,  je  me  suis  assuré  avec  M.  Goujon, 
qiii  observait  à  côté  de  moi,  que  deux  observateurs  peuvent,  à 
deux  ou  trois  secondes  près^  observer  Tarrivée  du  bord  de  Tom- 
bre  sur  une  tache  bien  définie  de  la  lune.  Si  donc  on  adoptait 
dans  les  observatoires  du  premier  méridien  l'usage  de  noter  les 
heures  d'arrivée  de  l'ombre  sur  certains  points  bien. définis  de 
quelques  taches  dont  les  dessins  seraient  publiés  par  ces  obser- 
vatoires, il  résulte  de  ce  que  ces  instants  sont  exactement  les  mêmes 
par  toute  la  terre  en  temps  du  premier  méridien^  que  les  voyageurs 
pourraient,  dans  les  éclipses  de  lune,  observer  les  même  contacts 
de  lombre  avec  lès  taches  adoptées.  Les  différences  des  heures 
obtenues  pour  douze  ou  quinze  taches  et  des  heures  qui  seraient  no- 
tées au  premier  méridien  donneraient  pour  la  longitude  une 
moyenne  plus  sûre  que  les  éclipses  des  satellites  de  Jupiter,  et  à 
cause  de  l'absence  de  toute  influence  des  erreurs  des  tables  lu- 
naires sur  les  instants  rigoureusement  identiques  dans  les  diverses 
stations,  le  résultat  vaudrait  presque  autant  que  les  contacts  dans 
les  éclipses  de  soleil. 

Détermination  de  F  heure  et  de  la  longitude  par  des  observations 

dazimut. 

291  •  ^  La  détermination  de  l'heure  avec  la  lunette  méridienne 
par  les  observations  des  passages  au  méridien,  est  au  fond  une  dé- 

les  positions  apparentes;  avec  cet  angle  azimutal  et  les  distances  zénithales 
apparentes  corrigées  de  réfraction,  on  aurait  la  distance  apparente  des 
centres  affectée  de  parallaxe  seulement,  et  conséquemment  on  aurait  iden- 
tiquement à  résoudre  le  même  problème  que  pour  les  éclipses.  Cette 
manière  de  diriger  le  calcul  aurait  le  très-grand  avantage  de  ne  pas  faire 
intervenir  les  distances  zénithales  observées  de  la  lune ,  sinon  pour  la 
correction  de  réfraction,  qui  est  très-petite  quand  l'astre  n*est  pas  près  de 
l'horizon.  En  mer  même,  toutes  les  fois  que  la  latitude  est  bien  connue,  il 
est  préférable,  pour  le  calcul  des  distances  lunaires^  de  calculer  plutôt  que 
d'observer  les  hauteurs  apparentes  de  la  lune.  Ce  n*est  que  quand  la  lati- 
tude est  mal  connue,  qu'il  y  a,  comme  nous  l'avons  dit  dans  le  n""  266, 
avantage  à  observer  ces  hauteurs  plutôt  qu'à  les  calculer. 
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termination  de  Tbeure  par  des  observations  d'azimut.  Les  déve- 
loppements dans  lesquels  nous  sommes  entré  dans  la  première 
partie  de  cet  ouvrage  au  sujet  de  la  théorie  des  instruments  méri- 
diens, nous  dispensent  de  revenir  ici  sur  ce  point. 

Toutefois,  nous  ajouterons  que  si  l'astre  observé  possède  un 
diamètre  apparent,  la  moyenne  des  instants  des  passages  des  deux 
bords  donnera  l'instant  du  passage  du  centre  au  méridien.  Mais 
sî  un  seul  bord  a  été  observé,  il  y  a  une  correction  à  faire  pour 
déduire  de  l'instant  du  passage  du  bord  celui  du  centre. 

Remarquons  d'abord  que  la  réfraction  et  la  parallaxe  n'a^ssent 
pas  sur  la  durée  du  passage  au  méridien,  non  plus  que  l'accrois- 
sement du  diamètre  apparent  de  la  lune  avec  sa  hauteur  au-dessus 
de  l'horizon^  car  quand  un  bord  de  l'astre  arrive  au  méridien  d'un 
lieu^  il  est  dans  le  môme  méridien  au  centre  de  la  terre,  et  la  ré- 
fraction et  la  parallaxe  ne  font  que  déplacer  ce  bord  dans  son  plan. 

Gelaposé,sinousappelonspledemi-diamètreangulaired'unastre, 
l'arc  d'équateur  compris  entre  les  méridiens  de  son  centre  et  de  son 

bord  est  — ^,  en  appelant  D  la  déclinaison.  Si  maintenant  nous 
cos  D'       '^'^ 

appelons  m  l'accroissement  horaire  de  l'ascension  droite  de  l'astre 

en  une  heure  de  temps  moyen  ou  1^0*9*^8565  de  temps  sidéral, 

m  étant  donné  par  les  éphémérides,  m  q^AQ  ogg»  ^^  l'accroisse- 
ment en  une  heure  de  temps  sidéral,  accroissement  que  nous  ap- 
pellerons m'.  L'angle  horaire  de  l'astre^  au  lieu  de  croître  de  18* 
par  heure,  ne  croîtra  donc  que  de  15* — m'.  On  a  alors  la  proportion 
suivante  en  appelant  t  la  durée  du  passage 

15- _ m' :  3600»  :: -^  :  t 

cosD 

ou 

3600p 

(15  —  mO  cos  D* 

On  ajoute  cette  durée  à  l'heure  du  passage  pour  le  bord  occiden- 
tal ou  premier  bord  de  l'astre,  on  la  retranche  pour  l'autre  bord,  et 
on  a  l'heure  du  passage  du  centre  au  méridien. 

En  remarquant  que  le  temps  vrai  est  presque  ^al  au  temps 
moyen,  on  peut  admettre  sans  erreur  senûble  que  le  soleil  dé- 
crit exactement  15*  de  l'équateur  par  heure  de  temps  moyen; 
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alors  l'arc  d'équateur  — ^r  est  décrit  dans  le  temps  moyen  ex- 
primé par  Tir^-TT-  Quand  on  observe  les  heures  du  passage  du 

soleil  avec  une  horloge  de  temps  moyen,  jjr^ — |r  est  alors  en  temps 

de  oetinstrument  la  différence  des  temps  du  passage  du  bord  et  de 
celui  du  centre.  Pour  les  planètes  dont  les  diamètres  sont  très-petits 
elles  mouvements  horaires  d'ascension  droite  peu  considérables,  on 
peut  aussi  négliger  ces  derniers  mouvements  et  admettre  que 

,„  rx  est  en  temps  sidéral  la  durée  du  passage  de  leur  demi- 
IScosD  '^  r       o 

diamètre* 

292. — L'instant  du  passage  du  soleil  au  méridien  marque  midi 
vrai.  En  ajoutant  au  temps  alors  noté  à  Thorloge  la  différence  du 
temps  moyen  et  du  temps  vrai,  donnée  sous  le  nom  d'équation  du 
temps  dans  les  éphémérides  pour  chaque  jour  de  Tannée  à  midi  du 
premier  méridien,  on  aie  temps  de  l'horloge  correspondante  midi 
moyen ,  et  on  en  tire  la  correction  de  l'horloge.  Il  est  clair  que 
l'équation  du  temps  doit  être  interpolée  entre  celles  des  deux  midis 
consécutifs  du  premier  méridien  aGn  de  l'avoir  pour  un  certain 
instant,  par  exemple,  pour  le  midi  d'un  autre  lieu.  Pour  cela,  on 
ajoute  à  midi  la  longitude  occidentale  de  ce  lieu,  et  on  a  l'heure 
du  premier  méridien  pour  laquelle  il  faut  calculer  l'équation  du 
temps  entre  le  midi  de  la  date  et  le  midi  suivant.  D'une  manière 
générale,  on  a  l'équation  du  temps  pour  un  instant  quelconque 
d'un  lieu  en  ajoutant  à  l'heure  de  ce  lieu  sa  longitude  occidentale  et 
cherchant  pour  l'heure  obtenue  du  premier  méridien  la  valeur  de 
l'équation  du  temps.  L'équation  du  temps  jointe  à  l'angle  horaire 
du  soleil  obtenu  par  une  méthode  quelconque  est  l'heure  moyenne 
du  Ueu.  En  retranchant  l'équation  du  temps  de  l'heure  moyenne, 
on  a  au  contraire  l'angle  horaire  du  soleil.  Les  éphémérides,  du 
moins  le  Nautical  Almanac^  donnent  l'équation  du  temps  pour 
midi  vrai  et  pour  midi  moyen.  La  première  est  celle  avec  laquelle 
on  calcule  pour  passer  du  temps  vrai  au  temps  moyen,  c'est-à- 
dire  pour  avoir  le  temps  moyen,  connaissant  l'angle  horaire  du 
soleil,  angle  qui  est  nul  au  méridien  ;  la  seconde,  pour  passer  du 
temps  moyen  au  temps  vrai,  c'est-à-dire  pour  avoir  l'angle  ho- 
raire, connaissant  le  temps  moyen. 
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Le  calcul  de  Theure  moyenne  par  l'angle  horaire  du  soleil  peut 
se  faire  de  la  même  manière  que  pour  les  autres  astres,  à  Taide 
de  son  ascension  droite  d'où  on  tire  l'heure  sidérale  qu'on  trans- 
forme en  temps  moyen,  et  le  problème  inverse  se  fait  en  opérant  en 
sens  inverse  comme  pour  les  autres  corps  célestes.  Le  but  de  Té- 
quation  du  temps  est  uniquement  d'abréger  ces  transformations, 
car  les  résultats  sont  identiques  par  les  deux  méthodes.  En  don- 
nant l'équation  du  temps  dans  les  éphémérides,  on  a  pour  but 
unique  d'abréger  le  calcul  aux  marins  dont  les  observations  ont 
lieu  à  peu  près  toutes  sur  le  soleil. 

293.  —  Si  on  a  déterminé  par  des  observations  de  passages 
d'étoiles  l'état  de  son  chronomètre  en  temps  sidéral ,  on  déter- 
minera avec  la  lunette  méridienne  l'heure  sidérale  du  passage  d'un 
bord  de  la  lune  au  méridien,  et,  par  suite,  à  l'aide  de  la  correction 
que  nous  venons  d'indiquer  pour  le  demi-diamètre,  on  aura  l'heure 
du  passage  du  centre.  Cette  heure  sidérale  est  l'ascension  droite  de 
la  lune  quand  elle  passe  au  méridien  du  lieu.  Si  on  cherche  dans 
les  éphémérides  l'heure  moyenne  du  premier  méridien  pour  la- 
quelle la  lune  avait  cette  ascension  droite,  et  si  on  transforme  cette 
heure  moyenne  en  temps  sidéral,  la  différence  avec  l'heure  sidérale 
du  passage  de  la  lune  au  méridien  du  lieu  en  question  est  la  longi- 
tude de  ce  lieu.  Afin  d'éliminer  le  plus  possible  les  erreurs  de  la 
pendule  ou  du  chronomètre ,  on  choisit,  pour  la  détermination 
de  l'heure,  des  étoiles  passant  à  peu  de  distance  de  la  lune,  les 
unes  avant,  les  autres  après.  On  prend  en  outre,  autant  que  pos- 
sible, des  étoiles  dont  la  déclinaison  difTère  peu  de  celle  de  la  luoe, 
afin  que  les  erreurs  instrumentales  soient  sensiblement  les  mêmes 
pour  les  étoiles  qui  donnent  l'heure  et  pour  la  lune.  De  cette  ma- 
nière ces  erreurs,  dont  au  reste  on  tient  compte,  influent  le  moins 
possible  sur  la  différence  du  temps  des  passages,  différence  qui, 
jointe  à  l'ascension  droite  de  l'étoile,  donne  l'heure  sidérale  du  pas- 
sage de  la  lune.  Pour  chaque  jour  de  l'année^  le  Nautical  Abnanac 
indique  certaines  étoiles  dont  il  donne  les  positions  calculées.  On 
a  d'autant  plus  d'avantage  à  s'en  servir,  que  ces  étoiles  sont  autant 
que  possible  observées  dans  les  observatoires  en  même  temps  que 
la  lune.  Si  donc  on  emploie  les  observations  d'un  observatoire  pour 
corriger  les  éphémérides,  comme  nous  l'avons  dit  n*  262,  on  a 
l'avantage  que  les  erreurs  sur  les  ascensions  droites  des  étoiles 
observées  disparaissent  du  résultat  du  calcul  des  longitudes. 
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294. — Nous  avons  vu  dans  la  première  partie  de  cet  ouvrage  les 
moyens  d'obtenir  le  méridien  avec  un  théodolite  ou  un  ait-azimut, 
soit  en  y  appliquant  la  méthode  de  la  lunette  méridienne,  soit  à 
Taide  d'un  des  azimuts  extrêmes  d'une  circompolaire  connue,  ou 
mieux  encore  au  moyen  des  deux  azimuts  extrêmes  d'une  même 
circompolaire.  On  peut  donc  déterminer  l'azimut  d'une  mire  éloi- 
gnée. Dans  la  méthode  des  azimuts  extrêmes  on  pointe  alternative- 
ment à  la  mire  et  à  l'étoile,  dont  on  a  l'azimut  pour  chaque  pointé. 
La  différence  de  la  lecture  faite  sur  la  mire  et  sur  l'étoile,  différence 
ajoutée  ou  retranchée  de  la  lecture  sur  l'étoile  conformément  à  la 
direction  de  la  mire  choisie,  donne  l'azimut  de  la  mire  pour  chaque 
observation,  car  ici  si  on  a  soin  de  lire  les  angles  chaque  fois, 
ce  ne  sont  pas  comme  pour  les  distances  zénithales  les  arcs  dou- 
bles qu'on  obtient,  mais  bien  des  arcs  simples.  La  moyenne  des 
azimuts  de  la  mire  fournie  par  l'ensemble  des  observations  donne 
alors  l'azimut  de  la  mire,  indépendamment  des  lectures  intermé- 
diaires si  l'instrument  est  répétiteur,  puisqu'une  de  ces  lectures, 
si  elle  est  trop  grande  ou  trop  petite  altère  deux  déterminations 
en  sens  contraire  exactement  de  la  même  quantité. 

Il  importe  que  pendant  ces  opérations  la  lunette  inférieure  du 
théodolite  soit  pointée  sur  la  mire,  afin  de  s'assurer  si  l'instrument 
n'éprouve  pas  un  déplacement  azimutal,  et  pour  tenir  compte  des 
déplacements  qui  peuvent  se  produire  entre  les  pointés  avec  la  lu- 
nette supérieure  sur  l'étoile  ou  la  mire.  Pour  la  précision  des 
mesures,  la  lunette  inférieure  devrait  être  munie  d'un  micromètre 
afin  d'obtenir  la  mesure  des  déviations  inévitables  qu'éprouvent 
surtout  les  instruments  portatif  pendant  la  durée  d'une  série 
d'observations.  Les  constructeurs  de  ces  instruments  négligent 
ordinairement  cette  précaution,  et  cette  circonstance  fait  que  la 
lunette  inférieure  ne  rend  qu'imparfaitement  les  services  auxquels 
elle  est  destinée;  car  il  ne  sufiQt  pas  de  savoir  que  l'instrument  a 
dévié,  vu  qu'on  peut  considérer  qu'on  le  sait  d'avance  puisqu'il  dévie 
toujours,  l'essentiel  est  de  mesurer  la  quantité  de  cette  déviation 
pour  en  corriger  les  observations.  A  défaut  de  micromètre  à  la  lunette 
inférieure,  on  peut  placer  h  une  distance  d'une  centaine  de  mètres 
de  l'instrument  une  règle  horizontale  divisée  en  portions  égales, 
et  on  pointe  la  lunette  inférieure  sur  une  des  divisions  de  cette 
règle.  Avec  la  lunette  supérieure,  on  peut  alors  mesurer  sur  le 
limbe  l'angle  que  sous-tend  l'intervalle  d'un  certain  nombre  de  di- 
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visions,  ce  qui  fait  connaître  Tangle  que  représente  une  division 
de  la  règle,  dans  la  situation  où  on  l'a  placée.  Si  alors  l'instrument 
dévie,  on  peut  estimer  la  quantité  de  la  déviation  avec  assez  de 
sûreté.  H  importe  de  remarquer  que  la  mire  peut  être  différente 
pour  les  deux  lunettes,  celle  de  la  lunette  inférieure  n'étant  des- 
tinée qu'à  accuser  les  déviations  de  l'instrument.  Pour  la  lunette 
supérieure,  la  mire  doit  être  très-éloignée ,  afin  de  pouvoir  être 
observée  avec  la  môme  mise  au  point  que  les  astres.  Mais  comme 
les  mires  éloignées  sont  sujettes  à  varier  d*azimut  à  cause  de  la 
réfraction  latérale  dans  les  couches  d'air,  inégalement  chaudes,  en 
contact  avec  le  sol,  il  y  a  avantage,  toutes  les  fois  que  c'est  possible, 
à  lui  substituer  un  collimateur. 

295. — L'azimut  de  la  mire  étant  connu ,  supposons  qu'on  observe 
-à  un  instant  donné  l'angle  azimutal  compris  entre  cette  mire  et 
une  étoile  connue,  on  en  déduira,  après  correction  des  erreurs  ins- 
trumentales, l'azimut  de  l'étoile,  et  si  surtout  celle-ci  est  voisine 
du  méridien,  on  peut  se  proposer  de  déduire  de  cet  azimut  l'angle 
horaire  de  l'étoile,  et  par  suite  l'heure  correspondante.  Pour  cela, 
abaissons  du  pôle  P  un  arc  de  grand  cercle  perpendiculairement  au 
vertical  de  Tétoiledont  nous  connaissons  l'azimut,  et  nommons  M 
le  pied  de  cet  arc  perpendiculaire  et  Z  le  zénith.  Dans  le  triangle 
rectangle  PZM,  dont  l'angle  PZM  égale  l'azimut  observé  a  et  dont 
l'hypoténuse  PZ  égale  le  complément  de  la  latitude  ou  90*-—/, 
on  a,  en  appelant  f  l'angle  au  pôle, 

sin  /  =s  cot  a  cot  9,      et      tang  FM  =  cot  /  cos  f . 

La  première  équation  détermine  l'angle  f  et  la  seconde  donne 
ensuite  la  valeur  de  l'arc  PM.  Si  maintenant  du  pôle  comme 
centre,  avec  un  rayon  égal  à  la  distance  polaire  de  l'étoile  90*— D, 
nous  décrivons  un  arc  de  cercle,  cet  arc  coupera  en  deux  points  le 
vertical  ZM,  et  les  angles  horaires  de  ces  deux  points  représentent 
les  deux  solutions  du  problème.  Ces  deux  points  sont  d'ailleurs  à 
égale  distance  du  pied  M  de  Tare  perpendiculaire  abaissé  du  pôle 
sur  le  vertical  considéré,  et  chacun  d'eux  forme  avec  le  pôle  et 
le  point  M  un  triangle  rectangle  en  M  dont  l'hypoténuse,  qui  est 
égale  à  90*  —  D,  et  le  côté  PM  sont  connus. 

En  appelant  donc  ^  l'angle  au  pôle  dans  ce  triangle,  il  vient 

tang  PM  a=  cot  D  cos  ^; 
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éliminant  tang  PM  entre  cette  équation  et  la  précédente,  on  a 


.      tanff  D 

ces  4»  =  ,     ^  ,   CCS  (P. 

^       tang  l        ^ 


tang 

On  transforme  cette  équation  en  une  autre  en  retranchant  cha- 
que membre  de  l'unité.  On  la  transforme  en  une  seconde  équation 
en  ajoutant  Tunité  à  chaque  membre.  Puis,  en  divisant  membre  h 
membre  les  deux  équations  ainsi  obtenues,  et  remarquant  que 


^-p;^  =  tang44,,ona 


®  ^^       tang /+ tang Dcosip 

équation  qu'on  rend  logarithmique  en  posant  tang  D  cos  f = tang  0 
et  il  vient  ' 

^"^  **""sin(/+ô) 

Or^  pour  l'un  des  deux  points  d'intersection,  l'angle  horaire  est 
égal  h  celui  du  point  M  moins  l'angle  <|;,  et  pour  l'autre  à  ce  même 
angle  horaire  de  M  plus  l'angle  ^.  Les  deux  solutions  du  problème 
sont  donc  9  —  <|f  et  <p  +  <|f,  et  l'équation  qui  donne  l'angle  f  peut 

d'ailleurs  s'écrire  tang  9  =  -r*-}- 

°  ^       sm  / 

Dans  ces  formules,  on  considère  l'angle  horaire  comme  positif 
à  l'ouest  et  négatif  à  l'est,  l'azimut  a  est  compté  à  partir  du  pôle 
vers  l'ouest.  On  peut  regarder  /  comme  toujours  positif,  pourvu 
qu'on  compte  les  azimuts  à  partir  du  pôle  de  l'hémisphère  de  la 
station.  Si  on  les  compte  toujours  du  pôle  nord  vers  l'ouest, 
il  faut  regarder  /comme  négatif  dans  l'hémisphère  austral.  Mais 
il  est  toujours  plus  commode  de  compter  les  azimuts  à  partir  du 
pôle  de  son  hémisphère.  On  n'éprouve  pas  d'embarras  pour  savoir 
laquelle  des  deux  solutions  doit  être  adoptée.  La  hauteur  de  Tas- 
tre  sur  l'horizon  estimée  à  vue,  le  côté  du  ciel  où  il  était  situé 
ou  la  connaissance  de  l'heure  approchée  lèvent  toute  incerti- 
tude sur  le  choix  de  la  solution  à  adopter.  S'il  restait  quelque 
doute^  ce  qui  ne  pourrait  avoir  lieu  que  si  la  valeur  de  ^  était  très- 
petite,  une  seconde  observation  faite  un  plus  tard  le  lèverait  en 
donnant  l'heure  sidérale  du  lieu. 

30 
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Toutefois,  si  /  tend  vers  zéro,  9  tend  vers  90",  et  dans  les  formules^ 
précédentes  cos  ^  et  tang  ^  tendent  vers  §.  Dans  ce  cas,  on  tire  de 
réquation  qui  donne  tang  f .  la  valeur  de  cos  f  en  sinus  f ,  valeur 
qui  est  cos  <p=sin  /sin  f  tang  a  et  en  la  reportant  dans  l'équa- 
tion qui  donne  cos  ^^  on  a  cos  4»= tang  D  cos  /sin  f  tang  a.  On 
en  tire  comme  précédemment  Texpression  de  tang*|  ^  qui  est,  en 
posant  tangv=tangDcos/sin9, 

.,,       cota — tangv     cos(a-f-v) 

tanff  7  <b  = ^^ = — ^ r' 

^  *^      cota  +  tang  V     cos  (a — v) 

Cette  formule  convient  aux  basses  latitudes  et  ne  tend  vers  l 
que  si  a  tend  vers  90"*,  mais  dans  ce  cas  Tangle  horaire  ne  peut  non 
plus  être  obtenu  par  l'azimut. 

296.  —  Le  problème  inverse  du  précédent,  et  qui  consiste  à 
calculer  l'azimut  d'un  astre  après  avoir,  à  l'aide  de  l'heure  du 
lieu,  trouvé  son  angle  horaire^  est  très-simple  à  résoudre.  Nous 
avons  vu  en  effet  dans  la  note  du  n"*  115  qu'en  appelant  P  l'angle 
horaire  d'un  astre^  l'azimut  a  est  lié  à  cet  angle  horaire  par  la 
relation  suivante, 

sin  /cosP=:  tangDcos/ — sinPcola, 

a  étant  toujours  compté  du  pôle  vers  l'ouest,  P  étant  positif  à 
l'ouest,  négatif  à  l'est,  et  en  faisant  les  mêmes  remarques  que 
précédemment  pour  le  signe  de  la  latitude.  De  là  on  tire 

(i)  tang  a  = ^      ^'°  ^ 

^  '  tang  D  cos  /  —  sin  /  cos  P 

équation  qu'on  rend  logarithmique  en  posant  cos  P  cot  D  = 
tangp,  d'où 

.^^„ tangPsiDp 

^        cos(/+P) 

Cette  formule  cesse  d'être  applicable  quand  Pz=90*,  car 
alors  p  =  0  et  tang  P=oo ,  de  sorte  que  la  valeur  de  tang  a  est 
00  X  0  ou  indéterminée.  Cependant  dans  ce  cas  la  formule  pri^* 

mitive  (Odonne  tanga=— -^^— ^  Lors  donc  que  P  est  voisin 

de  90*,  il  vaudra  mieux  rendre  la  formule  logarithmique  en  po- 
sant 


et  il  vient 
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tangDcot/_ 


.  — cosYSinP 

tang  a  =  -. — ^^ — i rr 

sin  /  (cos  Y  +  P 


Le  problème  qui  nous  occupe  peut  encore  être  résolu  par  les 
analogies  de  Néper,  car  en  appelant  a  Tazimut  et  b  l'angle  à  l'é-* 
toile  compris  entre  le  pôle  et  le  zénith,  ces  analogies  donnent 

u,.gJ(.-»)  =  e«HP^^. 

Les  deux  angles  |(a  +  6)  et^  (a  —  b)  étant  ainsi  connus,  leur 
somme  est  Tangle  a  cherché. 

297.  — La  détermination  de  l'heure  par  l'observation  de  l'azi- 
mut d'une  étoile  de  faible  décUnaison  et  voisine  du  méridien 
peut  se  faire  sans  l'emploi  d'une  mire  éloignée  pour  la  lunette  su- 
périeure, si  on  prend  la  différence  d'azimut  d'une  étoile  très-voi- 
sine du  pôle  comme  la  polaire  dans  l'hémisphère  boréal  ou  «r  oc- 
tant dans  l'hémisphère  austral ,  car  l'azimut  d'une  telle  étoile 
varie  très-lentement,  et  à  l'aide  des  formules  précédentes  son 
azimut  est  obtenu  avec  une  grande  approximation  si  on  connaît 
l'heure  à  peu  près.  On  obtient  alors  l'azimut  très  approché  de  l'é- 
toile de  faible  déclinaison,  et  cet  azimut  donne  uue  heure  très- 
approchée  à  l'aide  de  laquelle  on  peut  avoir  l'azimut  exact  de  l'é» 
toùe  voisine  du  pôle,  et  par  suite  celui  de  l'étoile  destinée  à  faire 
connaître  l'heure  qu'on  a  alors  exactement.  A  cause  des  réfrac- 
tions terrestres,  ce  procédé  est  beaucoup  plus  sûr  que  l'emploi  des 
mires.  Toutefois,  dans  les  très-basses  latitudes,  on  ne  peut  pas 
obtenir  l'azimut  exact  par  les  étoiles  très-voisines  du  pôle,  car  ces 
étoiles  se  trouvent  dans  la  zone  des  réfractions  anormales.  Mais, 
dans  ce  cas,  si  nous  considérons  une  étoile  située  dans  l'équateur, 

tansT  P 
auquel  cas  tang  D  =  0,  l'équation  (1)  donne  tang  a  =     ."  .  > 

formule  qui  montre  que  quand  P  est  grand  et  /  voisin  de  zéro, 
a  reste  très-voisin  de  90®;  par  conséquent,  dans  cette  circonstance^ 
l'azimut  varie  très-peu  avec  l'heure  de  l'observation.  Dans  les  bas- 
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ses  latitudes,  au  lieu  donc  de  prendre  pour  repère  unccirvompo- 
laire  \oisine  du  pôle,  il  faut  prendre  une  étoile  aussi  voisine  que  pos- 
sible de  l'éguateur  et  située  loin  du  méridien.  Il  faut,  au  contraire, 
choisir  pour  la  détermination  de  l'heure  une  étoile  voisine  du 
méridien  et  de  quelques  degrés  de  déclinaison  de  signe  contraire 
à  celle  de  la  latitude  du  lieu,  afin  que  cette  étoile  ne  soit  pas  trop 
près  du  zénith,  chose  à  éviter  à  cause  des  erreurs  instrumen- 
tales et  de  l'incommodité  de  l'observation  zénithale. 

298.  —  Si  pour  obtenir  l'heure  par  les  azimuts,  on  avait  em- 
ployé le  soleil  au  lieu  des  étoiles,  et  si  on  ne  s'était  pas  servi  de  mon 
procédé  pour  obtenir  l'azimut  du  centre,  mais  si  on  avait  visé  à  un 
bord  latéral,  il  faudrait  ramener  l'observation  à  ce  qu'elle  aurait 
été  au  centre  de  l'astre,  en  corrigeant  l'observation  de  la  différence 
d'azimut  du  bord  et  du  centre.  Si  on  appelle  z  la  distance  zéni- 
thale vraie  du  centre  du  soleil ,  qu'on  connaît  approximativement 
d'après  l'heure  approchée  de  l'observation,  et  si  on  nomme  p  le 
demi-diamètre  et  a  la  différence  d'azimut  du  centre  et  du  bord, 
la  règle  des  sinus  donne  dans  le  triangle  formé  par  le  vertical  du 
centre  de  l'astre,  celui  du  bord  et  le  demi-diamètre  du  soleil, 
triangle  rectangle  au  bord  du  soleil, 

ta\  sîn  P 

(2)  sma  =  -- — T, 

^  '  sm  5 

et  on  a  ainsi  a  sur  la  valeur  duquel  n'agissent  ni  la  réfraction  ni 
la  parallaxe. 

La  même  formule  donnerait  la  différence  d'azimut  du  centre  et 
du  bord  de  la  lune;  seulement  il  faudrait  substituer  à  p  la  valeur 
du  demi-diamètre  apparent  de  la  lune,  c'est-à-dire  du  demi-dia- 
mètre horizontal  augmenté  pour  la  hauteur  de  l'astre  sur  l'horizon. 
Dans  la  formule  précédente,  on  mettra  pour  z  sa  valeur  donnée 
par  la  règle  des  sinus  dans  le  triangle  pôle,  zénith,  centre  de  Tas- 

sin  P  cos  D 
tre,  valeur  qui  est  .    ,  _.    v,  dans  laquelle  a  est  l'azimut  du 
^  sm(ffit:a}  ^ 

bord  observé  ;  puis  on  substitue  pour  a  dans  cette  expression  de  : 

sa  valeur  approchée,  donnée  par  une  première  approximation 

obtenue  en  négligeant  a  lors  de  la  substitution  de  celte  expre>- 

sion  de  z  dans  Téquation  (2).  On  évite  parla  le  calcul  de  l'anple  2. 

299.  —  Pour  la  lune,  soit  qu'on  ait  mesuré  directement  l'azimut 
de  son  centre  par  ma  méthode  de  pointé,  soit  qu*on  ait  réduit  le$ 
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observations  du  centre  à  celles  du  bord  par  la  formule  précédente, 
Tsamutobtenu  doit  être  corrigé  de  la  parallaxe  azimutale,  qui,  bien 
que  très-petite,  n'est  pas  négligeable,  comme  nous  l'avons  vu. 
On  a  alors  Tazimut  vrai  de  Tastre,  avec  lequel  on  peut  déterminer 
la  longitude  de  la  station.  Gomme  manière  de  diriger  les  obser- 
vations, on  peut  soit  déterminer  les  instants  des  passages  de  la 
lune  et  d'une  étoile  par  le  même  azimut,  auquel  cas  les  heures  des 
passages  de  l'étoile  donnent  l'azimut  dans  lequel  la  lune  a  passé 
à  des  instants  connus,  soit  mesurer  les  différences  d'azimut  de  la 
lune  et  d'une  étoile  voisine  à  peu  près  de  même  hauteur,  de  façon 
à  rendre  aussi  petite  que  possible  l'influence  des  erreurs  d'axe, 
dont  d'ailleurs  on  tient  compte.  On  calcule  alors  les  azimuts  de 
l'étoile  d*après  l'heure  des  pointés  effectués  sur  elle,  et  en  ayant 
égard  aux  différences,  on  en  déduit  les  azimuts  de  la  lune  qu'on 
corrige  de  parallaxe.  Quelque  soit  le  mode  d'observation  employé, 
on  arrive  donc  à  connaître  les  azimuts  vrais  de  la  lune  à  des 
instants  connus. 

Si  on  ajoute  à  l'heure  sidérale  de  l'observation  la  longitude  oc- 
cidentale supposée  du  lieu,  exprimée  en  temps,  on  a  l'heure  sidé- 
rale approchée  correspondante  du  premier  méridien  ;  nous  l'ap- 
pellerons /o.  En  nommant  p  un  très-petit  intervalle  de  temps,  on 
cherche  dans  les  éphémérides  pour  les  instants  /«  +  ^  et  t» — ^ 
(qu'on  réduit  en  heure  moyenne  du  premier  méridien)  les  ascensions 
droites  de  la  lune  et  les  déclinaisons  correspondantes  qu'on  corrige 
des  erreurs  tabulaires,  puis  on  calcule  successivement  l'azimut  de 
la  lune  à  la  station  avec  les  éléments  obtenus  pour  l'instant  to  —  ^ 
et  pour  l'instant  U+^k  l'aide  des  formules  du  n""  296.  La  dif- 
férence k  des  azimuts  ainsi  calculés  représente  la  variation  de  l'azi- 
mut pour  une  différence  2  ^  sur  la  longitude,  et  en  appelant  k!  la 
différence  connue  de  l'azimut  observé  et  de  l'azimut  calculé  pour 
les  éléments  de  l'instant  /« — 0?  on  ala  proportion  k:2P  ::  U  :  x 
d'oîi  on  tire  la  valeur  de  x,  et  alors  t^  —  p  +  a:  est  l'heure  sidérale 
du  premier  méridien  répondant  à  l'heure  sidérale  de  l'observation 
dans  la  station.  La  différence  est  la  longitude  du  lieu. 

Pour  que  cette  méthode  donne  de  bons  résultats,  il  faut  que  les 
azimuts  de  la  lune  soient  observés  quand  cet  astre  est  près  du  mé- 
ridien. Toutefois,  quand  la  déclinaison  de  la  lune  est  vers  son 
maximum  de  variation,  ils  peuvent  être  mesurés  jusqu'aux  envi- 
rons du  premier  vertical. 
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Le  procédé  d'observation  qui  ooosisie  à  mesurer  la  différaice 
d'azimut  de  la  lune  et  d'une  étoile  située  vers  la  même  hauteur^ 
est  supérieur  en  précision  à  celui  qui  consiste  à  observer  les  pas- 
sages par  le  même  vertical,  parce  qu'en  employant  les  procéda  de 
pointé  que  j'ai  indiqués  dans  les  n^l33  et  134,  on  évite  à  peu  près 
Complètement  toute  intervention  des  erreurs  personnelles,  qui  De 
sont  pas  les  mêmes  pour  une  étoQe  et  le  bord  de  la  lune.  Il  faut 
toutefois  pointer  au  vertical  du  centre  de  la  lune  en  employant 
mon  procédé  du  n*  40.  Or,  ce  procédé,  même  en  ne  prenant  de 
segment  que  sur  un  seul  bord,  peut  être  considéré  comme  indé- 
pendant de  l'erreur  d'horizontalité  du  fil  de  la  lunette  y  pourvu 
que  l'angle  du  fil  et  de  l'horizon  ne  soit  que  de  quelques  secondes. 
En  effet ,  Terreur  sur  l'azimut  du  centre  est  égale  au  demi-dia- 
mètre de  la  lune  multiplié  par  le  sinus  de  Finclinaison  du  fil  et 
divisé  par  le  sinus  de  la  distance  au  zénith,  c'est-à-dire  qu'à  30* du 
zénith  l'erreur  ne  serait  encore  que  de  i  centième  de  l'inclinaisoD 
du  fil;  or  on  peut  rendre  celui-ci  horizontal  à  4  ou  5  secondes  près, 
même  pour  de  faiblesgrossissements.  Ainsi,  on  n'aura  à  craindreque 
des  erreurs  de  4  ou  5  centièmes  de  seconde  d'arc  sur  l'azimut, 
pour  de  grandes  hauteurs  où  ces  erreurs  ont  précisément  le  moins 
d'importance.  En  outre,  par  les  procédés  indiqués  n"**  103  et  124, 
l'inclinaison  du  fil  peut  être  connue  avec  un  degré  d'exactitude 
plus  grand  que  celui  que  je  suppose  ici  et  de  façon  à  en  tenir 
compte  et  à  corriger  le  résultat.  Son  influence  se  renverse  d'ail- 
leurs en  observant  dans  les  positions  directes  et  inverses. 

Avec  le  procédé  où  on  n'observe  pas  les  deux  astres  dans 
le  même  vertical,  on  introduit  la  mesure  des  différences  des  arcs 
azimutaux  compris  entre  eux ,  mais  ici  on  peut  répéter  l'obser- 
vation avec  l'instrument  répétiteur,  et  comme  les  lectures  int^- 
médiaires  n'interviennent  pas  dans  le  résultat,  les  erreurs  de  lec- 
ture et  de  graduation  sont  pour  ainsi  dire  annulées,  comme  dans 
tous  les  cas  où  on  se  sert  des  instruments  répétiteurs.  Il  con- 
vient dans  ce  cas  de  prendre  les  différences  d'azimut,  alternative- 
ment dans  la  position  directe  et  dans  la  position  inverse  de  l'ins- 
trument, ce  qui  n'empêche  pas  les  arcs  de  se  sommer  sur  le  limbe. 
Par  là  les  erreurs  instrumentales  tendent  à  s'éliminer,  et  cela  a 
lieu  même  pour  le  défaut  d'horizontalité  du  fil  de  la  lunette,  comme 
nous  l'avons  dit  plus  haut.  En  même  temps,  puisque  le  cercle  de 
hauteur  n'intervient  pas  dans  les  mesures  d'azimut,  on  a  l'avantage 
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de  pouvoir  observer  les  doubles  distances  zénithales  de  l'étoile  et  de 
les  sommer  sur  le  limbe»  de  façon  à  obtenir  par  ces  distances  l'état 
du  chronomètre  à  l'instant  même  des  observations.  Gomme  le 
pointé  simultané  en  hauteur  eten  azimut  n'est  pas  rigoureux,  onne 
fait  pas  ces  deux  pointés  simultanément,  on  s'arrange  pour  faire  les 
deux  pointés  en  hauteur  au  moment  du  renversement  de  l'instru- 
ment, alors  que  les  deux  limbes  azimutaux  (cercle  gradué  et  ali- 
dade) sont  solidaires;  on  note  les  instants  de  ces  pointés  en  hau- 
teur, et  alors  on  peut  choisir  pour  l'observation  de  hauteur  une 
étoile  autre  que  celle  dont  on  compare  l'azimut  à  celui  de  la  lune. 
Il  est  bien  entendu  que  les  niveaux  sont  lus  après  chaque  pointé 
soit  en  hauteur,  soit  en  azimut,  et  il  est  tenu  compte  des  correc*- 
tions  indiquées  par  ces  lectures.  Par  ce  procédé,  on  peut  choisir 
une  étoile  placée  le  plus  avantageusement  possible  pour  une  bonne 
détermination  de  l'heure,  et  on  a  pour  ainsi  dire  simultanément 
l'état  du  chronomètre  et  l'azimut  de  la  lune,  puisque  cet  état  est 
déterminé  entre  les  deux  observations  de  l'azimut,  position  directe 
et  inverse,  et  se  rapporte  sensiblement  à  l'instant  moyen  de  ces 
deux  observations.  On  peut  d'ailleurs ,  comme  nous  l'avons  déjà 
vu,  changer  d'étoile  dans  cette  détermination  d'heure,  afin  d'ob- 
server vers  la  même  hauteur  des  deux  côtés  du  méridien  pour 
mieux  éliminer  l'influence  des  réfractions  et  des  flexions  (i). 

La  méthode  que  je  viens  de  décrire  est  bien  supérieure  à  celle 
des  passages  méridiens  de  la  lune,  car,  outre  qu'elle  permet  d'ob- 
tenir un  grand  nombre  de  déterminations  dans  la  même  journée, 
l'avantage  de  la  substitution  des  pointés  aux  estimations  des  pas- 
sages est  considérable  au  point  de  vue  de  la  précision,  surtout  h 
cause  de  la  suppression  à  peu  près  radicale  de  l'effet  des  équa- 
tions personnelles. 

300. — Le  degré  de  précision  auquel  on  peut  parvenir  dans  l'e»- 
timation  des  passages  décroît  beaucoup  plus  rapidement  que  le 
grossissement  de  la  lunette;  c'est  un  fait  que  l'expérience  indique 
et  dont  la  raison  s'aperçoit  aisément  en  remarquant  qu'en  même 
temps  que  le  déplacement  apparent  de  l'astre  dans  la  lunette  di- 
minue  comme  le  grossissement,  l'angle  sous-tendu  parles  fils  au 
centre  de  l'objectif  croît  en  raison  inverse  de  la  longueur  focale  de 

(0  On  pourrait,  mais  avec  moins  d'avantage,  faire  Topération  inverse, 
c'est-à-dire  déterminer  la  longfitnde  parles  hauteurs  etrheurepar  les  azimuts, 
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ce  dernier.  Or,  lorsqu'il  s'agit  du  bord  de  la  lune,  qu'on  suppose 
être  sous  l'axe  du  fil,  sans  jamais  en  être  rigoureusement  sûr,  la 
précision  de  l'estimation  des  passages  dépend  à  la  fois  de  cet  an- 
gle et  de  la  rapidité  du  mouvement  de  l'astre.  Chacun  a  sa  manière 
de  Étire  mordre  le  fil  sur  le  bord,  et  il  en  résulte  que  la  différence 
d'ascension  droite  de  la  lune  et  d'une  étoile  se  trouve  différente 
pour  chaque  observateur,  lorsqu'il  la  déduit  des  passages  qu'il  a 
observés.  Ces  différences  deviennent  considérables  avec  les  petits 
instruments,  car  si  avec  une  lunette  longue  grossissant  de  100  à 
120  fois,  on  estime  passablement  les  dixièmes  de  seconde,  on  arrive 
à  peine  à  estimer  le  quart  de  seconde  avec  certitude  pour  un  gros- 
sissement d'une  trentedne  de  fois,  surtout  quand  la  lunette  est 
courte.  Dans  ce  cas  les  équations  personnelles  atteignent  faci- 
lement la  demi-seconde,  c'est-à-dire  le  quart  de  seconde  en 
plus  ou  en  moins  quand  il  s'agit  de  la  différence  de  pointé  en- 
tre le  bord  de  la  lune  et  une  étoile.  Or,  la  seconde  de  temps 
correspond  à  30  secondes  de  temps  de  longitude.  Deux  observa- 
teurs avec  les  instruments  de  voyage  peuvent  donc  trouver  des 
différences  constantes  de  longitude  atteignant  jusqu'à  45  à  16 
secondes  de  temps  ou  4  minutes  d'arc.  Avec  de  forts  instruments, 
les  résultats  sont  cinq  à  six  fois  meilleurs.  Ceci  montre  combien 
il  serait  importantque  les  artistes  se  décidassent  à  mettre  toujours 
de  fortes  lunettes  sur  les  instruments. 

Les  occultations,  à  cause  des  dentelures  du  bord  de  la  lune,  les 
éclipses,  à  cause  de  celles  des  bords  des  deux  astres  (car  les  facules 
solaires  font  saillie  sur  le  bord  du  disque),  permettent  ausà  des 
erreurs  assez  grandes;  mais  du  moins  ici  les  erreurs  person- 
nelles sont  sans  influence.  En  comparant  les  observations  du 
diamètre  solaire  données  à  diverses  époques  par  les  éclipses,  j'ai 
remarqué  qu'il  ne  faudrait  peut-être  pas  regarder  ce  diamètre 
comme  constant.  Il  paraîtrait  exister  une  petite  périodicité  comme 
pour  les  taches  de  la  surface.  Je  ne  fais  ici  qu'indiquer  ce  sujet, 
qui  ne  m'a  été  signalé  que  par  quelques  observations  et  qui  mérite 
une  étude  approfondie.  Gomme  la  photosphère  est  composée  de 
nuages  lumineux  flottants  dont  l'épaisseur,  vue  de  la  terre,  repré- 
sente plusieurs  secondes  et  se  montre  assez  variable  d'après  l'étude 
des  taches,  on  conçoit  qu'il  ne  peut  exister  une  très-grande  fixité 
dans  la  hauteur  de  la  limite  supérieure,  et  que,  outre  les  anoma- 
lies irr^ulières,  les  mômes  causes  périodiques  qui  font  ouvrir 
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la  photosphère  peuvent  modifier  la  hauteur  moyenne  de  ces 
nuages. 

En  résumé,  la  méthode  du  n"*  299  pour  déterminer  la  longitude 
à  l'aide  des  azimuts  de  la  lune,  est  le  procédé  le  plus  exact  qu'on 
puisse  employer  pour  obtenir  une  longitude  à  l'aide  d'observa- 
tions lunaires. 


DÉTERMINATION   DES   ASCENSIONS   DROITES   ET   DES   DÉCLINAISONS. 


301.  —  Nous  avons  passé  en  revue  les  divers  moyens  d'ob- 
tenir les  positions  géographiques ,  lorsqu'on  connaît  les  ascen- 
sions droites  et  les  déclinaisons  des  astres.  Nous  allons  mainte- 
nant parler  du  problème  inverse,  qui  consiste  à  obtenir  les 
coordonnées  des  astres  lorsqu'on  connaît  la  latitude.  Ce  problème 
important  pour  les  astronomes  est  souvent  utile  aux  géographes, 
quand,  pour  les  longitudes,  par  exemple,  ils  ont  déduit  la  posi- 
tion de  la  lune  de  celle  d'une  étoile  voisine  peu  connue,  dont 
ils  peuvent  plus  tard  fixer  la  position.  La  détermination  des 
ascensions  droites  et  des  déclinaisons  par  les  instruments  méri- 
diens ne  présente  pas  de  difficulté.  La  lunette  méridienne  donne 
directement  les  difTérences  d'ascension  droite,  et  le  cercle  mural 
les  différences  de  déclinaison  après  les  corrections  de  réfraction. 
Ce  dernier  donne  même  directement  les  distances  pojaires,  lorsque 
par  les  lectures  faites  aux  passages  supérieurs  et  inférieurs  d'une 
circompolaire,  on  a  déterminé  la  lecture  du  cercle  répondant  au 
pôle,  ou  mieux  encore,  quand,  par  un  pointé  nadiral,  on  a  la  lec- 
ture répondant  au  zénith,  d'où,  avec  la  latitude  connue,  on  déduit 
celle  qui  répond  au  pdle. 

La  méthode  des  latitudes  par  les  distances  zénithales  circummé- 
ridiennes  mesurées  au  théodolite  ou  au  cercle  répétiteur  donne  les 
déclinaisons,  quand  la  latitude  est  connue,  car  nous  avons  vu  les 
moyens  d'obtenir  la  valeur  de  /  —  D,  et  si  /  est  connu  on  en  tire  D 
ou  la  déclinaison.  Cette  méthode  suppose  connue  l'heure  du  pas- 
sage méridien,  laquelle  suppose  à  son  tour  la  connaissance  de  l'as- 
cension droite  de  l'astre.  Maison  peut  tirer  approximativement  de 
la  série  elle-même  l'heure  du  passage  méridien,  en  remarquant  vers 
quel  instantl'astre  était  le  plus  près  du  zénith.  Si  alors  on  prend  des 
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distances  zénithales  loin  du  méridien  et  vers  le  premier  vertical,  od 
aura  l'angle  horaire  approché  à  l'aide  de  la  déclinûson  tirée  du 
premier  calcul.  On  en  déduira  l'ascension  droite  approchée,  avec 
laquelle,  en  revenant  à  la  série  circumméridienne,  on  aura  la  dé- 
clinaison exacte,  qui,  reportée  dans  la  série  faite  loin  du  méridien, 
donnera  l'ascension  droite.  On  a  ainsi  la  détermination  des  coo^ 
données  de  l'astre  par  des  observations  de  distances  zénithales. 

302.— Si  on  connaît  simultanément  la  distance  zénithale  et  l'a- 
zimut d'un  astre,  on  aura  sans  difficulté  son  angle  horaire  et  sa 
déclinaison,  cardans  le  triangle  pôle,  zénith,  astre,  on  connaît  deux 
côtés,  la  distance  du  pôle  au  zénith,  complément  de  la  latitude,  et  la 
distance  zénithale  de  l'astre,  on  connaît  de  plus  l'angle  compris  qui 
est  l'azimut;  on  pourra  donc  calculer  le  troisième  côté,  qui  sera 
donné  par  les  formules  du  n*  232,  en  y  remplaçant  P  par  a,  D  par  A 
(en  appelante  la  hauteur  de  l'astre,  complément  de  la  distance  zéni- 
thale mesurée),  et  z  par  90^  —  D,  D  étant  la  déclinaison.  Quand  D 
est  connu,  la  règle  des  sinus  ou  les  formules  du  n"*  296  en  y  faisant 
les  mêmes  substitutions,  donneront  ensuite  l'angle  horaire  P. 

303. — Nous  avons  dit  dans  le  n**  5  comment  on  peut  avec  le 
théodolite  répétiteur  obtenir  simultanément  la  répétition  en  hau- 
teur et  en  azimut.  Pour  pointer  simultanément  en  hauteur  et  en 
azimut,  on  fixe  la  lunette  dans  l'un  des  deux  sens,  en  azimutpar 
exemple,  et  dans  une  situation  où  l'astre  doive,  en  vertu  du  mou- 
vement du  ciel,  couper  le  fil  correspondant  de  la  lunette,  puis  on 
pointe  l'astre  dans  l'autre  sens  sous  l'autre  fil»  qui  sera  alors  le  fil 
horizontal  dans  le  cas  supposé  ;  alors  avec  la  vis  de  rappel  on  tient 
l'astre  bissecté  par  ce  dernier  fil  j  usqu'à  ce  qu'il  rencontre  l'autre  fil, 
et  on  note  l'instant  de  ce  passage,  à  partir  duquel  on  ne  touche  plus 
à  l'instrument.  On  peut  appliquer  cette  méthode  à  la  différence  des 
hauteurs  et  des  azimuts  d'un  astre  inconnu  et  d*un  astre  connu, 
à  peu  près  de  même  hauteur  et  de  la  même  région  du  ciel,  afin 
d'éliminer  le  plus  possible  les  anomalies  de  réfraction  et  les  erreurs 
d'axes,  qu'on  peut  diminuer  encore  en  faisant  trois  séries,  la  pre- 
mière position  directe  de  l'instrument,  la  seconde  position  inverse, 
et  la  troisième  position  directe,  la  seconde  série  étant  double  des 
deux  autres.  11  est  clair  qu'en  calculant,  pour  les  instantsdes  pointés 
sur  rétoile  connue,  l'azimut  et  la  hauteur  de  cette  étoile ,  on  aun 
les  hauteurs  et  les  azimuts  de  l'astre  inconnu  en  y  ajoutant  les 
différences  lues  sur  le  limbe  après  chaque  pointé  à  ce  dernier 
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astre,  ou,  en  d'autres  termes,  les  différences  des  lectures  consé- 
cutives quand  l'instrument  est  répétiteur.  Il  est  entendu  que  les 
différences  de  hauteur  devront  être  corrigées  de  la  différence  des 
réfractions  pour  les  distances  zénithales  des  deux  astres.  Ayant 
les  azimuts  et  les  hauteurs  de  chaque  observation,  on  calculera 
les  ascensions  droites  et  les  déclinaisons  correspondantes,  dont 
la  moyenne  sera  rapportée  à  l'instant  moyen  des  observations 
sur  l'astre  inconnu.  Cette  méthode  est  surtout  applicable  à  celles 
des  comètes  qu'on  ne  peut  observer  qu'à  de  petites  hauteurs  sur 
l'horizon,  ce  qui  rend  important  de  les  comparer  à  une  étoile  voi- 
sine, à  cause  de  l'incertitude  de  la  réfraction.  Nous  avons  d'ailleurs 
vu  comment  on  observe  ces  astres  avec  l'équatorial. 

En  général,  toutefois,  les  pointés  simultanés  en  hauteur  et  en 
azimut  doivent  être  abandonnés,  sauf  quand  on  dispose  de  peu  de 
temps,  comme  il  arrive  souvent  pour  les  comètes,  dont  d'ailleurs  les 
positions  ne  peuvent  être  aussi  exactement  déterminées  que  celles 
des  étoiles^  à  cause  des  variations  dans  leur  noyau  ou  leur  région 
d'éclat  maximum.  Il  vaut  mieux,  autant  que  possible,  au  lieu  des 
pointés  simultanés,  employer  les  pointés  successifs  en  hauteur  et 
en  azimut,  et  à  l'aide  de  la  loi  des  variations  de  l'un  des  éléments, 
on  ramène  au  moyen  du  calcul  les  observations  aux  pointés  simul- 
tanés. Les  pointés  simultanés  en  deux  sens  n'ont  pas  en  effet  au- 
tant de  précision  que  les  pointés  dans  un  seul  sens,  car  il  y  a  dans 
un  des  sens  à  estimer  un  passage,  et  il  faudrait  que  l'arrêt  de  la  vis 
dans  l'autre  sens  eût  lieu  à  la  fraction  de  seconde  estimée,  ce  qui 
n'est  guère  possible.  Toutefois,  par  la  méthode  de  pointé  du 
n*  133,  et  avec  un  instrument  disposé  en  conséquence,  on  pourrait 
arriver  à  maintenir  d'une  manière  continue  un  astre  pointé  dans  les 
deux  sens,  en  conduisant  d'une  main  la  vis  de  rappel  azimutale,  et 
de  l'autre  la  vis  de  hauteur  :  alors,  avec  une  pédale,  on  pourrait  à 
une  seconde  précise  de  l'horloge  désembrayer  les  roues  conduisant 
les  deux  vis.  Il  est  bon  de  remarquer  que  des  observations  simul- 
tanées de  hauteur  et  d'azimut,  dont  la  première,  par  exemple,  don- 
nerait  l'heure  de  l'observation ,  permettraient  de  résoudre  sans 
horloge  une  multitude  de  problèmes  d'astronomie,  car  on  peut  ob- 
tenir les  ascensions  droites  et  les  déclinaisons  des  astres  à  l'aide 
de  simples  observations  d'azimut ,  comme  nous  allons  maintenant 
le  démontrer. 
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Détermination  des  coordonnées  des  astres  par  des  observations 

azimutales. 


304. — Actuellement,  presque  tous  les  travaux  astronomiques 
sont  fondés  sur  des  observations  faites  dans  le  méridien.  Or  ces 
dernières  observations  présentent  de  très-graves  inconvénients^ 
notamment  pour  la  mesure  des  déclinaisons. 

Parmi  ces  inconvénients  il  faut  citer  en  premier  lieu  les  réfrac- 
tions et  les  flexions  des  cercles. 

Les.  réfractions  présentent  d'énormes  incertitudes.  Elles  ne 
peuvent  être  calculées  qu'en  tenant  compte  de  la  température  et  de 
la  pression  barométrique  dont  elles  dépendent,  puisque  ces  deux 
éléments  modifient  la  densité  de  l'air.  Nous  avons,  dans  des  mé- 
moires antérieurs,  fait  connaître  un  moyen  d'obtenir  la  tempéra- 
ture exacte  de  l'air.  La  pression  barométrique  est  mesurable  a?ec 
une  assez  grande  précision.  Il  semble  donc  que,  dans  ces  condi- 
ttons,  on  peut  espérer  connaître  assez  exactement  la  réfraction, 
mais  il  n'en  est  rien.  En  effet,  ce  n'est  pas  seulement  la  tempéra- 
ture générale  de  l'air  du  lieu  qui  détermine  la  réfraction  pour 
l'observation  présente ,  mais  c'est  en  même  temps  la  tempéra- 
ture de  l'air  en  contact  avec  la  surface  de  l'objectif.  Ce  n'est 
même  pas  cette  dernière  température  seule  qui  agit ,  mais  c'est 
aussi  la  nature  des  surfaces  isothermes  qui  existent  entre  l'ob- 
jectif et  la  région  où  l'air  possède  la  température  générale  du 
lieu,  région  à  partir  de  laquelle  on  pourra  regarder  les  couches 
d'air  de  même  température  comme  horizontales. 

Pour  faire  voir  le  rôle  de  ces  surfaces,  considérons  un  instru- 
ment méridien  placé  dans  une  salle  rectangulaire,  et  voyant  le  ciel 
par  une  fente  horizontale  dans  un  toit  et  par  des  fenêtres  vertica- 
les, comme  cela  a  lieu  à  l'Observatoire  de  Paris  et  dans  la  majo- 
rité des  observatoires.  La  température  intérieure  diffère  presque 
constamment  de  la  température  extérieure.  Si  elle  est  plus  basse, 
et  si  on  pointe  par  une  des  fenêtres  verticales,  le  rayon  lumineux, 
à  la  rencontre  de  couches  d'air  froid  verticales,  se  rapprochera  de 
l'horizon,  et  le  froid  de  l'air  voisin  de  l'instrument,  loin  d'avoir 
augmenté  la  réfraction,  l'aura  diminuée.  L'inverse  aurait  lieu  si 
la  température  était  plus  élevée  dans  la  salle  que  dehors.  Mais  les 
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phénomènes  seront  encore  plus  compliqués  que  cela,  parce  que 
les  couches  isothermes  ou  plutôt  les  couches  de  même  densité  ne 
restent  pas  verticales,  mais  prennent  des  formes  tout  à  fait  incon- 
nues etvariables,  lesquelles  doivent  présenter  ordinairement  leur 
convexité  à  l'extérieur  siTair  est  plus  froid  à  l'intérieur  qu'à  Texte* 
rieur,  et  leur  concavité  dans  le  cas  contraire.  Généralement,  toute- 
fois, le  froid  intérieur  doit  diminuer  la  réhraction,  tandis  que  le  froid 
extérieur  l'augmente,  et  de  plus,  l'angle  du  rayon  lumineux  et 
des  normales  aux  surfaces  rencontrées  par  lui  pouvant  être  très- 
grand  même  pour  de  petites  distances  au  zénith,  les  erreurs 
peuvent  être  très-notables.  Dans  ces  circonstances,  avec  quelle 
température  faire  le  calcul?  II  est  évident  que  le  mieux  est  de  né- 
gliger tout  ce  qui  passe  entre  l'objectif  et  la  distance  à  laquelle 
l'air  est  à  la  température  générale  du  lieu,  et  d'employer  cette 
dernière  température.  Vouloir  tenir  compte  de  la  température  in- 
térieure est  absurde,  puisqu'on  ne  sait  pas  dans  quel  sens  elle  a 
agi.  J'insiste  sur  cette  dernière  remarque,  parce  que  tous  les  as- 
tronomes ne  semblent  pas  avoir  réfléchi  à  ces  considérations,  et  il 
a  été  proposé  de  se  servir  de  la  température  intérieure  (1).  Mais, 
quoi  que  l'on  fasse,  on  commettra  toujours  des  erreurs.  C'est  en 
vain  que  Ton  croirait  s'en  affranchir  totalement  en  plaçant 
l'instrument  dehors,  à  l'air  libre.  Le  verre  a  un  pouvoir  émissit 
considérable^  et,  par  suite,  l'objectif  et  aussi  l'air  ambiant  pren- 
dront une  température  très-différente  de  celle  de  .l'air.  Il  se  pro- 
duira donc  toujours  un  peu  à  la  surface  de  l'objectif  ce  qui  se 
faisait  à  l'ouverture  des  trappes. 

Dans  le  sens  azimutal,  au  contraire,  tout  est  symétrique  autour 
de  l'objectif,  puisqu'il  n'y  a  pas  de  raison  pour  qu'il  en  soit  autre- 
ment  comme  dans  le  sens  vertical,  où  agit  la  pesanteur.  Le  vent 
seul  peut  influer  ;  mais  quand  il  existe,  lui-même  empêche  la 
température  de  l'objectif  de  différer  notablement  de  celle  de  l'air, 
et,  sauf  auprès  de  l'horizon,  les  réfractions  azimutales  sont  insen- 
sibles. 

Ajoutons  qu'en  outre  de  l'action  de  la  chaleur  sur  la  densité  de 

(I)  Pour  juger  de  cette  influence  des  trappes,  le  mieux  serait  de  diviser 
les  observations  d*un  môme  astre  en  trois  séries  :  celles  pour  lesquelles  la 
température  intérieure  est  supérieure  à  la  température  extérieure,  celles 
pour  lesquelles  elle  lui  est  égale^  celles  pour  lesquelles  elle  est  inférieure. 
Alors  on  comparerait  les  déclinaisons  fournies  par  chacune  des  séries. 
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Tair,  il  u'est  [Mis  prouvé  que  la  température  n'ait  pas  une  autre 
action  sur  le  pouvoir  réfringent  de  ce  gaz.  Gela  a  lieu  pour  cer- 
tains corps,  le  verre,  par  exemple  :  chaud,  il  réfracte  plus  que  froid. 

L'humidité  de  Tair,  si  difficile  à  mesurer^  a  aussi  une  petite  in- 
fluence sur  le  pouvoir  réfringent,  comme  Fa  prouvé  Ârago  avec 
un  appareil  interférentiel. 

Il  résulte  donc  de  ce  qui  précède  que,  quand  même  les  réfrac- 
tions moyennes  et  la  température  de  l'air  seraient  parfaitement 
connues,  il  serait  encore  impossible  d'éliminer  toute  influence  de 
la  réfiraction  sur  la  mesure  des  déclinaisons. 

Le  meilleur  moyen  d'étudier  les  réfractions  est  de  combiner 
des  observations  azimutales  avec  des  observations  de  hauteur,  ce 
qui  nous  ramène  à  l'emploi  de  l'alt-azimut,  qui  non-seulement 
peut  étudier  les  réfractions ,  mais  encore  afEranchir  de  leur  in- 
fluence les  résultats. 

Outre  les  erreurs  produites  par  la  réfraction,  il  y  a,  loi^qu  on 
observe  dans  un  sens  vertical,  déformation  des  cercles  par  la 
flexion  provenant  de  l'action  de  la  pesanteur.  Ces  déformations 
produisent  des  erreurs  que  le  calcul  ne  peut  faire  connaître  avec 
certitude.  Il  y  a  encore  déformation  par  l'action  de  la  tempéra- 
ture, qui  diffère  souvent  notablement  dans  le  bas  et  dans  le  haut 
de  la  salle.  Ces  diverses  déformations  se  font  d'ailleurs  par  sauts 
brusques  et  dépendent  du  temps  pendant  lequel  le  cercle  reste 
dans  chaque  position. 

De  plus,  les  images  des  étoiles  sont  allongées  dans  le  sens  ve^ 
tical  par  la  dispersion  de  l'atmosphère  qui  en  sépare  les  couleurs, 
de  sorte  que  la  coloration  et  l'intensité  de  la  lumière  atmosphéri- 
que peuvent  changer  la  situation  du  maximum  de  lumière.  Tout 
le  monde  ne  voyant  pas  les  couleurs  de  la  même  manière,  au 
même  instant  chaque  observateur  voit  une  situation  différente  à 
ce  maximum  ;  de  là  des  équations  personnelles  de  pointé.  Dans  le 
sens  azimutal  rien  de  semblable  n'a  lieu,  à  cause  de  la  symétrie 
des  images. 

Dans  un  mémoire  en  date  du  26  janvier  1887  (voir  les  Comptes 
rendus  de  l'Académie  des  sciences) ,  M.  Babinet  présente  des  con* 
sidérations  analogues  aux  précédentes,  et  que  nous  croyons  devoir 
reproduire  (1): 

(0  Ces  considérations  précèdent  l'eipoaition  d*ane  méthode  pour  la  dé* 
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«  Les  inconvénients  de  remploi  des  angles  mesurés  dans  le 
plan  du  méridien  sont,  dit-il  : 

((  1*  L'incertitude  des  réfractions  avec  les  indications  peu  sûres 
du  thermomètre  et  du  baromètre  ; 

«  2""  La  flexion  et  la  déformation  des  limbes  circulaires  mobiles 
et  d'une  forme  tellement  complexe,  que  le  calcul  ne  peut  remédier 
à  ces  causes  d'erreur  ; 

«  3*  Le  pointé  par  des  fils  horizontaux  qui,  avec  la  dispersion  et 
l'absorption  de  l'atmosphère,  n'ofiTre  rien  de  fixe  et  varie  avec  le 
plus  ou  moins  d'illumination  du  champ  ; 

»  4'  L'imperfection  de  l'image  focale  de  l'étoile,  l'équation  per- 
sonnelle du  pointé  qui  n'est  pas  compensée,  et  enfin  l'erreur  d'axe 
qui  se  manifeste  quand  on  observe  la  même  étoile  circompolaire  à 
deux  hauteurs  différentes.  Quant  aux  erreurs  de  division,  on  sup- 
pose que,  par  des  études  très-laborieuses  et  dont  Bessel  nous  a 
donné  un  exemple  plus  admiré  qu'imité,  on  soit  parvenu  à  en  tenir 
compte  dans  toute  l'étendue  du  limbe  divisé. 

«  Il  est  évident  que  les  arcs  divisés  horizontaux  n'offrent  aucun 
des  inconvénients  des  arcs  divisés  sur  un  limbe  vertical.  D'abord 
on  peut  leur  donner  un  diamètre  quelconque,  comme,  par  exem- 
ple, quatre  mètres  et  plus;  tandis  que  jusqu'ici,  pour  les  limbes 
verticaux,  la  flexion  des  matériaux  n'a  pas  permis  de  dépasser  deux 
mètres. 

«  La  réfraction  agissant  dans  le  plan  vertical  n'a  aucune  influence 
sur  les  erreurs  azimutales.  Il  suffit  de  rappeler  les  observations 
merveilleuses  faites  à  l'instrument  des  passages  situé  dans  le  pre- 
mier vertical,  pour  établir  la  supériorité  de  ce  mode  d'observer. 
De  plus,  on  supprime  l'emploi  du  bardmètre,  et  surtout  du  ther- 
momètre. 

tt  Les  étoiles,  par  suite  de  la  dispersion  de  l'atmosphère,  qui  est 
un  quatorzième  ou  un  quinzième  de  la  réfraction  totale,  offrent 
un  spectre  allongé  vertical  qui,  pour  une  réfraction  d'une  minute 

termination  des  latitudes  par  des  observations  azimutales.  Cet  illustre  savant 
a  communiqué  à  T Académie  des  sciences^  le  l'r  janvier  1856^  un  mémoire 
telatif  à  l'emploi  des  azimuts  extrêmes  de  deux  cîrcompolaires  différentes 
dont  on  suppose  les  coordonnées  connues.  Ses  deux  autres  mémoires  du 
26janTier  et  du  9  février  1857  sur  la  détermination  de  la  latitude  sont 
l*etatifs  à  remploi  des  observations  d'une  même  étoile  dans  plusieurs  azi- 
muts^ notamment  à  Tazimut  extrême  et  au  passage  au  premier  vertical. 
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vers  la  hauteur  de  i5  degrés,  n'a  pas  moins  de  4  secondes  de  di- 
mension verticale,  le  long  de  laquelle  l'absorption  variable  de  l'at- 
mosphère et  l'imperfection  de  l'objectif  répartissent  d'une  manière 
variable  le  maximum  de  lumière  sur  lequel  pointe  l'observateur. 
Ce  centre  d'intensité  est  donc  essentiellement  variable  quand  on 
bissecte  l'image  de  l'étoile  par  un  fil  horizontal.  Il  n'en  est  pas  de 
même  pour  la  bissection  de  l'image  par  un  61  vertical.  L'allonge- 
ment de  l'étoile  en  hauteur  aide  au  contraire  à  l'exactitude  de  la 
bissection.  Le  pointé  de  la  lunette  méridienne  qui  est  de  cette  es- 
pèce n'a  jamais  donné  lieu  à  aucune  remarque  défavorable,  pas 
plus  que  le  pointé  h.  01s  verticaux  dans  l'instrument  des  passages 
placéest  et  ouest.  » 

On  voit  par  ce  qui  précède  combien  sont  nombreux  les  avan- 
tages des  instruments  azimutaux  sur  les  instruments  méridiens, 
et  l'on  s'étonne  alors  de  l'emploi  presque  exclusif  de  ces  derniers. 
Mais  les  causes  en  sont  faciles  à  trouver.  Les  observations  aziniu- 
taies  sont  des  observations  de  temps,  puisqu'elles  consistent  à 
déterminer  l'instant  précis  auquel  un  ostre  passe  par  un  azimut 
donné.  Les  observations  au  cercle  murât  sont,  au  contraire,  des 
mesures  d'arc,  pour  lesquelles  il  semble  à  priori  que  l'on  peut  ob- 
tenir un  degré  de  précision  plus  grand  que  pour  les  mesures  de 
temps.  Je  disà;)riori,caren  réfléchissant  à  toutes  les  causes  d'er- 
reur des  arcs  verticaux,  erreurs  dont  nous  venons  de  parler,  il  est 
douteux  que  l'on  puisse  atteindre  plus  de  précision.  Quoi  qu'il  en 
soit,  cette  première  impression  est  celle  qui  a  déterminé  le  choii 
des  cercles  muraux  pour  les  déclinaisons.  Il  faut  y  joindre,  bu 
reste,  un  autre  motif  qui  a  dû  exercer  une  grande  influeDce.  Au 
cercle  mural,  les  différences  de  déclinaison  des  astres  sont  direc- 
tement obtenues  après  les  corrections  plus  ou  moins  bonnes  de 
réfraction,  tandis  que,  pour  les  déduire  des  observations  azimnta- 
les,  il  faut  des  artifices  de  calcul  que  l'on  n'aperçoit  pas  immédia- 
tement. Le  cercle  méridien  est  donc  plus  élémentaire,  c'est  une 
raison  pour  qu'il  ait  été  employé  de  préférence,  mais  non  pour 
qu'il  soit  préférable. 

*' ^s  vu  dans  les  n"  20  à  23, 43,  70  à  83  et  87  corameui 

iger  des  erreurs  de  i'instrumenl,  avec  une  Irôs-grande 
s  mesures  azimulales,  c'est-à-dire  tenir  compte  des 
d'axes,  des  erreurs  de  collimalion,  de  graduauon  et 
berralion  diurne.  Dès  lors,  la  seule  objecUon  que  Ion 
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pourrait  faire  à  Temploi  des  mesures  d'azimut  au  lieu  des  mesures 
de  hauteur  au  méridien  pour  la  détermination  des  déclinaisons, 
serait  de  faire  intervenir  à  la  fois  des  mesures  d'arc  et  de  temps. 
Cette  objection  n'en  est  pas  une,  vu  les  incertitudes  des  mesures 
de  hauteur,  comme  nous  Tavons  déjà  dit  ;  mais«  au  reste,  dans  nos 
formules,  nous  allons  faire  voir  qu'il  est  possible  d'éliminer  entiè- 
rement toute  influence  des  irrégularités  de  marche  de  la  pendule, 
quelque  anormales  qu^elles  soient.  De  plus ,  et  encore  bien  que  ce 
ne  soit  pas  nécess  ire  pour  l'emploi  de  nos  formules,  nous  rappel- 
lerons que  nous  avons  indiqué  dans  les  n*"  129  à  134  des  procédés 
très-simples ,  par  lesquels  on  peut  transformer  les  observations 
azimutales  en  des  opérations  de  pointé  analogues  au  pointé  des 
hauteurs  méridiennes,  et  dès  lors  l'objection  ci-dessus^  quoique 
sans  valeur,  disparaît  totalement. 

305.  —  Quant  aux  différences  d'ascension  droite,  l'instrument 
généralement  employé ,  savoir,  la  lunette  méridienne,  ou  instru* 
ment  des  passages,  est  en  réalité  un  instrument  azimutal,  puisqu'il 
a  pour  but  d'observer  l'heure  des  passages  dans  un  même  azimut, 
qui  est  le  méridien.  Cet  instrument,  s'il  est  parfaitement  rectifié, 
donne  directement  les  différences  d'ascension  droite  des  astres. 
Le  mode  d'observer  étant  le  même  que  celui  de  l'alt-azimut ,  il  ne 
semble  pas,  au  premier  abord,  que  nous  ayons  d'objection  à  faire 
à  la  lunette  méridienne  en  faveur  de  ce  dernier  instrument.  Mais, 
au  contraire^  nous  dirons  que  la  limitation  des  observations  à  un 
seul  azimut,  limitation  qui  a  lieu  dans  la  lunette  méridienne,  est 
un  énorme  inconvénient,  en  ce  que  toutes  les  différences  d'ascen- 
sion droite  sont  entièrement  affectées  des  erreurs  de  la  pendule. 
Or,  il  est  parfaitement  connu  que ,  quelques  précautions  que  l'on 
prenne  pour  obtenir  des  pendules  une  marche  parfaitement  régu- 
lière, on  ne  peut  les  empêcher  d'éprouver  un  grand  nombre  d'a- 
nomalies, dont  nous  avons  parlé  dans  le  n°  160. 

L'expérience  confirme  sur  ce  point  la  théorie.  Ainsi  en  compa- 
rant la  marche  diurne  que  prend  la  pendule  sidérale  de  l'Observa- 
toire de  Paris,  en  été  et  en  hiver,  on  voit  que,  malgré  sa  compen- 
sation, elle  varie  de  un  dixième  de  seconde  environ  par  chaque 
degré  de  température.  Or,  comme  il  fait  plus  chaud  le  jour  que 
la  nuit,  les  horloges  présentent  une  marche  périodique,  variable 
dans  chaque  saison  et  inconnue,  dont  le  jour  est  la  période.  L'effet 
de  cette  période  disparaît  donc,  dans  le  calcul  du  mouvement 
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diurne  delà  pendule  par  le  retour  d'une  même  étoile  au  méridien. 
Si  ensuite  avec  ce  mouvement  diurne  ainsi  obtenu,  on  applique 
les  corrections  nécessaires  pour  déduire  des  observations  de  pas- 
sage ^  de  deux  étoiles  leur  différence  d'ascension  droite,  on  commet 
une  erreur  qui  vient  de  ce  qu'on  s'est  servi  du  mouvement  diurne 
moyen,  au  lieu  de  l'avance  horaire  correspondant  à  l'intervalle 
des  observations. 

Les  observations  des  mêmes  étoiles,  à  part  quelques  étoiles  bril- 
lantes, ne  se  faisant  que  la  nuit ,  et  spécialement  dans  la  soirée, 
il  ne  peut  y  avoir  compensation  dans  les  moyennes ,  et  l'on  rap- 
porte au  ciel  les  variations  inconnues  du  mouvement  de  l'horloge. 
C'est  ainsi  que  les  observations  de  Bradley  donnent  une  variation 
périodique  entre  les  différences  d'ascension  droite  de  deux  groupes 
d'étoiles  distants,  variation  s'élevant  jusqu'à  0',420,  et  dont  la 
périodicité  est  réglée  sur  lesi  saisons.  Les  observations  de  Green- 
vnch  de  l'époque  moderne  donnent  une  variation  analogue. 

Nous  venons  de  parler  de  la  température,  mais  il  existe  dans 
les  horloges,  comme  nous  l'avons  vu  dans  le  n^  160,  beaucoup 
d'autres  variations  périodiques,  les  unes  dépendant  de  la  pression 
atmosphérique^  d'autres  du  mécanisme  lui-même^  etc.  Or,  a^ec 
l'alt-azimut,  on  peut,  comme  nous  le  verrons  plus  loin ,  éliminer 
toute  influence  de  l'horloge. 

Nous  n'avons  jusqu'ici  parié  des  avantages  des  instruments  azi- 
mutaux  sur  les  instruments  méridiens  qu'au  point  de  vue  de  la 
précision  des  observations.  Il  est  toutefois  une  autre  considération 
qui ,  quoique  secondaire ,  mérite  cependant  d'entrer  en  ligne  de 
compte.  Je  veux  parler  de  la  commodité  de  l'observateur.  Les  ob- 
servations azimutales  d'un  astre  offrent  en  effet  l'immense  avan- 
tage de  pouvoir  être  faites  pendant  toute  la  durée  de  la  présence 
de  cet  astre  au-dessus  de  l'horizon,  et  elles  ne  sont  pas  restreintes 
à  un  seul  instant  très-court  pouvant  tomber  aux  heures  les  plus 
inconmiodes  de  la  journée  ou  les  plus  fatiguantes  de  la  nuit.  Avec 
elles,  on  n'est  pas  exposé,  après  avoir  veillé  plusieurs  heures  pour 
attendre  le  moment  favorable,  à  voir  un  nuage  cacher  l'astre  au 
moment  où  on  allait  l'observer.  Pour  les  déterminations  d'azimut, 
on  profite  de  toutes  les  éclaircies ,  ce  qui  permet  d'observer  plus 
fréquenmient^  et  on  peut  choisir  les  instants  où  on  est  le  mieux 
dispos,  question  très-importante  au  point  de  vue  de  la  qualité  des 
observations.  Objectera«>t^n  la  plus  grande  longueur  des  calculs 
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de  réduction?  Cette  objection  n'est  pas  sérieuse.  D'abord  si,  en 
effet,  le  calcul  de  réduction  pour  chaque  observation  est  plus  long, 
la  précision  des  observations  azimutales  étant  plus  grande,  une 
seule  d'entre  elles  vaut  une  moyenne  de  plusieurs  observations 
méridiennes.  Elle  offre  même  la  certitude  que  la  limite  des  erreurs 
est  renfermée  entre  les  limites  restreintes  où  la  probabilité  seule- 
ment indique  que  doit  être  contenue  la  moyenne  en  question.  Â 
^alité,  à  supériorité  même  de  précision,  les  calculs  de  réduction 
ne  seront  donc  pas  plus  longs  pour  les  observations  azimutales 
que  pour  les  observations  méridiennes.  Mais  quand  même  la  ré- 
duction serait  plus  longue,  n'est-il  pas  préférable,  au  point  de  vue 
de  l'astronome,  d'employer  quelques  minutes  de  plus  à  faire  les 
calculs,  pour  éviter  de  passer  souvent  plusieurs  nuits  à  attendre  le 
moment  favorable  pour  une  observation  dont  la  réduction  serait 
plus  courte,  et  en  présence  de  l'importance  de  la  précision  des 
résultats,  doit-on  s'arrêter  à  de  pareilles  objections  ? 

En  résumé,  lorsqu'on  compare  entre  elles  les  déclinaisons  et  les 
différences  d'ascension  droite  des  étoiles  fondamentales  prises  dans 
divers  catalogues,  on  y  remarque  des  discordances  très-grandes, 
et  qui  proviennent  du  mode  d'observation  dont  on  s'est  servi, 
c'est-à-dire  de  l'emploi  exclusif  des  observations  méridiennes;  et 
il  semble  que,  quant  à  présent,  on  a  tiré  de  l'astronomie  méri- 
dienne tout  ce  qu'elle  peut  donner  comme  précision.  Pour  aller 
plus  loin,  il  faut  donc  recourir  à  de  nouveaux  procédés  d'obser- 
vation. 

306.  —  La  formule  générale  qui  lie  l'azimut  d'un  astre  à  son 
angle  horaire  et  à  sa  déclinaison  est,  comme  nous  l'avons  vu  dans 
la  note  du  n*"  115, 

(1)  sin  /  cos  f  =  tangD cos/  —  sin^  cota, 

dans  laquelle  /  est  la  latitude  du  lieu  d'observation,  f  l'angle  ho- 
raire et  D  la  déclinaison  de  l'astre,  a  l'azimut  à  partir  du  point 
nord,  compté  positivement  du  nord  vers  l'ouest. 

Si  on  fait  plusieurs  observations  d'un  même  astre,  c'est-à-dire 
si  on  note  au  moyen  de  l'horloge  l'instant  auquel  cet  astre  passe  par 
diverses  positions  de  la  lunette  correspondantes  à  diverses  lectures 
du  cercle  azimutal,  on  aura  plusieurs  équations  de  la  forme  de  l'é- 
quation (1).  /ou  la  latitude  du  lieu  a  la  même  valeur  dans  toutes 
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ces  équations^  D  ou  la  déclinaison  de  l'étoile  peut  également  être 
regardée  comme  constante,  car  elle  ne  varie  que  de  quantités  né- 
gligeables dans  l'intervalle  des  deux  observations  du  même 
jour  (1).  L'angle  koraire  varie  de  quantités  approximativement 
connues  par  la  pendule,  et  le  changement  de  l'azimut,  en  passant 
d'une  observation  à  l'autre,  est  connu  par  la  différence  des  lectu- 
res du  cercle  azimutal  qui  correspondent  à  ces  observations. 

Toutes  les  équations  ne  renferment  donc  que  quatre  inconnues, 
en  supposant  le  mouvement  de  la  pendule  connu,  savoir  :  /,  f  »  D 
et  a  de  la  première  observation.  Si  donc  on  a  quatre  observations 
d'une  même  étoile,  on  peut  déterminer  ces  quatre  inconnues  op- 
proximadvement.  Je  dis  approximaiipemenij  parce  que  nous 
avons  supposé  le  mouvement  de  la  pendule  parfaitement  uniforme. 
Après  la  détermination  des  valeurs  approximatives,  nous  verrons 
le  moyen  de  nous  débarrasser  de  cette  condition .  Le  mouvement 
moyen  de  la  pendule  est  d'ailleurs  connu  si  on  a  observé  le  retour 
d'un  même  astre  au  même  azimut. 

On  facilite  beaucoup  la  détermination  des  valeurs  approchées 
de  /,  9,  D  et  a,  si  on  a  déterminé  par  les  observations  des  azimuts 
extrêmes  d'une  même  circompolaire  la  lecture  du  cercle  azimutal 
qui  répond  au  méridien.  Cette  opération  peut  être  faite  avec  une 
grande  précision,  au  moyen  de  Tobservation  des  azimuts  extrê- 
mes des  circompolaires,  comme  nous  l'avons  vu  dans  les  n"^  1 1 4  à 
119,  et  elle  nous  servira  très*utilement  à  la  détermination  des 
valeurs  exactes  de  /,  ^  et  D  conmie  à  celle  de  leurs  valeurs  appro- 
chées ;  conséquemment  on  doit  à  peu  près  la  regarder  comme  in- 
dispensable. Les  valeurs  des  azimuts  des  observations  sont  alors 
connues,  et  trois  observations  d'un  même  astre  suffisent  à  déter- 
miner /,  9  et  D  approximativement. 

On  a,  en  effet,  les  trois  équations  : 


li)  An  reste,  connaissant  par  une  première  approximation  la  valeur  de 
rascension  droite  et  de  la  déclinaison  d*ane  étoile,  les  formules  de  la  no* 
talion  et  de  Taberratiou  font  connaître  la  variation  très-petite  qne  ces  éiê- 
ments  ont  pu  éprouver  dans  i^interralle  de  deux  observations.  Oo  troave 
ces  variations  en  tables  dans  les  épbémérides  pour  les  étoiles  dites  fooda- 
mentales.  Sî  Tastre  observé  n*est  pas  une  étoile,  on  a  également  par  les 
tables  son  changement  de  position  dans  rinterralle  des  observations.  On 
peut  donc  faire  le  calcul  en  ayant  égard  à  ces  changements. 
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sin/cosf  =  tangDcos/  — siofcota 
(2)         sin  /cos  (<p  +  m)  =  tang  D  cos  /  —  sin  (<p+  m)  cot  a, 
sin  /cos  (ip  +  m,)  =  tang  D  cos  /  — sin  (<p  +  mi)  cot  a, 

équations  dans  lesquelles  on  connaît  a,  «i,  a,,  et  où  m  et  mi  sont 
donnés  approiimativement  par  la  pendule. 

En  retranchant  les  deux  dernières  équations  de  la  première,  on 
élimine  D,  et  les  deux  équations  résultantes  divisées  par  cos  f 
sont  : 

sin  / (1  — cosm  +sin  m  tang  f)  =  cot  a,  cos  m  tang  «p 
.  .     ,  +  cot  a.  sin  m  —  cota  tang  ^ 

^^     ^    sin/(l — cos  m,  +  sin  nti  tang  (p)  =  cot  a.  cos  m,  tang  f 

+  cot  0,  sin  m,  —  cot  a  tang  «p. 

En  divisant  ces  deux  équations  membre  à  membre,  on  élimine 
sin  /,  et  on  a  une  équation  du  second  degré  en  tang  9  d'où  on  tire 
deux  valeurs  de  cette  tangente,  entre  lesquelles  il  est  facile  de  re- 
connaître à  vue,  d'après  les  conditions  de  l'observation,  celle  que 
Ton  peut  admettre.  On  ferait,  au  reste,  disparaître  tout  doute  par 
uQe  quatrième  observation.  Substituant  cette  valeur  dans  l'une 
des  équations  (3)  on  a  sin  /,  puis  mettant  pour  /  et  f  leurs  valeurs 
dans  la  première  des  équations  (2)  on  a  tang  D. 

Les  valeurs  ainsi  obtenues  peuvent  être  considérées  comme 
exactes  si  l'azimut  a  été  bien  déterminé,  et  si  le  mouvement  de  la 
pendule  a  été  bien  uniforme.  Mais  comme  on  n'est  pas  certain  de 
cette  dernière  condition,  elles  ne  doivent  être  considérées  que 
comme  des  valeurs  approchées.  Nous  allons  maintenant  examiner 
les  procédés  à  employer  pour  avoir  les  valeurs  exactes,  lorsqu'on 
connaît  déjà  les  valeurs  approchées  (1). 

(i)  En  général^  la  détermination  des  valeurs  approchées  est  plus  simple 
que  nous  ne  venons  de  l*indiquer,  parce  qu^on  peut  recourir  aux  observa- 
tions de  hauteur^  et  employer  pour  la  détermination  de  Theure  et  de  la  la- 
titude des  étoiles  de  déclinaison  et  d'ascension  droite  assez  bien  connues. 
Dansée  cas,  les  méthodes  à  suivre  sont  celles  que  nous  avons  déjà  décrites. 
Toutefois^  nous  avons  dû  indiquer  le  moyen  d'obtenir  les  valeurs  appro- 
chées en  employant  seulement  quelques-unes  des  observations  azimutales 
qui  sont  nécessaires  pour  les  déterminations  exactes  que  ces  valeurs 
approchées  vont  nons  faciliter.  D'une  part,  on  rend  par  là  les  détermina- 
tions entièrement  possibles  avec  un  instrument  muni  seulement  d'un 
cercle  azimutal  sans  cercle  de  hauteur;  d'autre  part,  on  peut  employer. 
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307.  —  Reprenons  la  formule  générale  (1) 

sin  /cos  (p  =  tang  D  cos  /  —  Ma  (p  cot  a. 

Si  les  valeurs  approchées  de  /,  f,  D  et  a,  correspondantes  à  une 
observation  d*un  astre,  sont  connues,  nons  devrons'  satisfaire  à 
réquation  (l)en  y  substituant,  pour  l  :  l+èl;  pour  ç  :  ç  +^?; 
pourD  :D  +  ^D;  et  pour  a:  a-^èa;  ^/,  ^9,  ^D  et  ia  étant  de 
très-petites  quantités  dont  nous  négligerons  les  carrés  et  les  puis- 
sances supérieures,  et  ^  a  représentant  Terreur  sur  la  lecture  du 
limbe  répondant  au  point  nord.  La  formule  (1)  devient  alors  : 

(4)       (cos/coBf-t-tangDsinQ  8{-f-(cot  a  cos«p — sin  /sinf)o7 
—  008  Tsec'  D  80  —  sin  (p  cosec*  aSa  4-  sin  /  cos  7 
—  tang  D  cos  /  +  sin  f  cot  a  =  0. 

On  ne  peut  pas  observer  deux  étoiles  à  la  fois  ;  mais  au  bout  de 
2  ou  3  minutes,  on  peut  avoir  observé  une  seconde  étoile  de  dé- 
clinaison D'  et  présentant  sur  la  première  un  excès  d'asoension 
droite  Â,  ly  et  Â  étant  également  aiqproximativement  connus. 
L'angle  horaire  de  cette  seconde  étoile  sera  égal  à  celui  de  la  pre- 
mière étoile  à  l'instant  de  son  observation,  augmenté  en  secondes 
d'arc  de  15  fois  l'intervalle  en  secondes  de  temps  qui  sépare  les 
instants  des  deux  observations,  et  diminué  de  l'excès  d'ascen- 
sion droite.  Or,  quelque  mauvaise  que  soit  une  horioge,  elle 
donne  avec  une  très-grande  approximation  un  intervalle  de  deux 
ou  trois  minutes.  En  effet,  les  variations  anormales  du  mouvement 
diurne  d'une  pendule  passable  seront  inférieures  à  une  seconde, 
et  il  n'y  a  que  celles  d'une  très-mauvaise  horloge  astronomique 
qui  pourraient  atteindre  8  secondes.  Quelque  mauvaise  que  soit 
la  pendule,  son  mouvement  diurne  d'avance  ou  de  retard  à  un 
instant  quelconque  peut  toujours  être  considéré  comme  connu  à 
S  secondes  près.  Or,  3  minutes  font  -^  de  jour. 

L'erreur  d'une  horloge ,  sur  la  durée  de  3  minutes,  ne  pourra 

pour  avoir  les  valeurs  approchées,  les  observations  qui  sont  néoessiires 
pour  les  déterminations  exactes  affhmchies  de  la  pendule,  et  il  deTÎeol 
alors  inutile  de  faire  des  obsenrations  spéciales  pour  les  valeors  tpprodiées, 
cuusidératioD  qui  peut  être  très  «utile  dans  beaucoup  de  cas,  où  le  tempf 
de  Tobservation  est  plus  précieux  que  celui  que  Ton  emploierait  plus  tird 
à  la  réduction. 
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donc  pas  excéder  xh  àe  seconde,  ou  un  centième  de  seconde  en- 
viron, et  elle  sera  très-loin  d'atteindre  cette  valeur  avec  une 
pendule  seulement  passable.  Une  quantité  de  cet  ordre  échappant 
à  nos  sens  et  étant  inférieure  aux  erreurs  d'observation^  on  peut 
considérer  l'intervalle  de  deux  observations  aussi  rapprochées 
conune  parfaitement  et  exactement  mesuré  par  l'horloge  (1)< 
L'erreur  sur  l'angle  horaire  91  de  la  seconde  étoile  doit  donc  être 
considérée  comme  égale  à  l'erreur  sur  l'angle  9  de  la  première 
observation^  moins  l'erreur  sur  la  différence  d'ascension  droite  ; 
on  a  donc 

il  et  èa  sont  les  mêmes  d'ailleurs  que  dans  l'équation  pré- 
cédente. 
La  seconde  observation  donnera  donc  l'équation  suivante  : 


(5) 


(co8  /  cos  9t  +tangiy  sinQi/ 
(cot  a,  cos  <pt  —  sin  l  sin  9,)  ($9  —  8Â)  —  cos  I  sec*  D'êD'  — 


-H  (cota,  cos 9,  —  sm Isin9,}  («9  —  8Â)  — cosi  sec*  D'«D'  — 
sin  9,  cosec'  aM  +  sin  / CO89,  — tang D' cos  {+  sin  9,  cot  Oi  =  o. 

(i)  Cette  intenrention  de  la  pendule,  déjà  si  réduite,  disparaîtrait  même 
totalement,  s'il  y  avait  deux  observateurs  et  deux  instruments,  et  si  on  em- 
ployait la  méthode  de  pointé  indiquée  dans  le  no  433,  conformément  à  la 
remarque  faite  dans  la  note  du  même  numéro.  —  Dans  ce  cas,  la  réitération 
des  observations,  effectuée  avecia  précaution  que  chaque  observateur  obser. 
vât  à  la  seconde  observation  Fétoile  que  l'autre  observait  à  la  première,  au- 
rait pour  effet  défaire  disparaître  toute  inquiétude  au  sujet  d'une  influence 
personnelle  des  observateurs.  J'ajouterai  au  reste  que  j'ai  même  reconnu 
qu'il  existe  une  disposition  d'instrument  qui  permettrait  h  un  observateur 
de  tenir  pointés  à  la  fois  deux  astres  rapprochés  ou  distants,  avec  la  même 
précision  que  s'il  en  observait  un  seul.  Cette  disposition  est  fondée  sur  l'ap- 
plication d'un  même  mouvement  parallactique  communiqué  simultanément 
aux  lunettes  de  deux  ait-azimuts,  et  sur  une  disposition  des  lunettes,  par 
laquelle  on  observerait  dans  une  direction  fixe  et  identique  pour  les  deux  ins- 
truments; un  seul  oculaire  servirait  pour  les  deux  lunettes,  la  moitié  su- 
périeure du  champ  se  rapportant  à  l'une  des  lunettes,  la  moitié  inférieure 
à  l'autre.  Les  positions  des  fils  correspondants  seraient  alors  définies  par  les 
objectifs  eux-mêmes  suivant  le  procédé  du  jop  61,  procédé  qui  permet  de  re- 
courber les  lunettes  sans  inconvénient.  Ce  qui  précède  suffit  pour  faire  com- 
prendre les  principes  d'après  lesquels  devrait  être  construit  l'instrument  en 
question;  je  ne  m'étendrai  pas  ici  davantage  sur  cet  appareil  auquel  serait 
applicable  le  système  de  pointé  du  n*  133. 
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En  éliminant  jf  entre  (4)  et  (5),  et  en  posant  pour  abréger  : 

cos/cos«p  +  tangDsiQ/=M  ;    cotacdbf — sia/sin9  =  N; 

—  cos/sec*D=  G  ;  —  sin<pcosec'  a=  P; 

CCS  /  CCS  <p,  +  tang  D' sia  /  =  M'  ;  col  a,  cos  f ,  —  sia  /  sîn  9,  =  N'; 

—  cos  /  sec"  D'=0'  ;  —  sin  <p,  cosec'  a^=P'; 

sic/  eos9  —  tangDcos  /+sin  9  cot  a  =  Q; 
sîn  /  cos  f ,  —  lang  D'  cos  /  -f-  sin  îp,  cot  a,  =  Q', 

il  vient  l'équation  générale  : 

(6)  (MN'  — M'N)  «/-+-NN'8A  +  0N'«D  — O'NSD' 

+(PN'  —  PTO  «a  +  QN'  —  OTi  =  0. 

Cette  formule  est  indépendante  de  Tangle  9,  et  renferme  les  cinq 
inconnues  ^l,  èa,  ^A,  ^D^  ^D'. 

En  faisant  plusieurs  autres  observations  azimutales  des  mêmes 
étoiles^  on  a  plusieurs  équations  semblables,  renfermant  les  cinq 
mêmes  inconnues,  sans  introduction  d'aucune  nouvelle  inconnue. 
Si  le  nombre  des  couples  d'observations  des  deux  éloiles  dépasse 
cinq,  on  a  donc  le  moyen  de  déterminer  les  cinq  inconnues  par 
la  méthode  des  moindres  carrés,  qui  est  facilement  applicable 
dans  ce  cas. 

Ordinairement,  on  peut  obtenir  immédiatement  les  valeurs 
de  /,  A,  a,  D  et  D'  assez  approchées  pour  que  les  correciions 
iij  ^a,  ^A,  ^D  et  ^D'  soient  très-petites.  S'il  en  était  diffé- 
remment, on  substituerait  dans  les  équations  générales  au  lieu 
de  /,  A,  a,  D  et  ly  les  valeurs  1+  */,  A  +  *A,  a  +  *a,  D  +  M, 
et  D'  +  jD',  données  par  la  première  approximation,  et  on  dé- 
terminerait de  nouvelles  corrections  beaucoup  plus  approchées, 
et  ainsi  de  suite,  jusqu'à  ce  que  les  corrections  fussent  négli- 
geables. Mais,  en  général,  une  première  approximation  suffit. 

La  détermination  de  a  peut  être  faite  avec  une  très-grande  préci- 
sion, comme  nous  l'avons  vu  n"^  114  à  119,  par  les  observations  des 
écarts  extrêmes  des  circompdaires.  En  opérant  de  cette  manière,  on 
n'a  que  quatre  inconnues  i/,  M,  ^D,  ^D'pour  deux  étoiles.  Lors- 
qu'on a  ùii  dans  un  même  lieu  un  grand  nombre  d'observations 
de  beaucoup  d'étoiles,  /  est  déterminé  par  l'ensemble  de  toutes 
les  observations,  et,  par  conséquent,  est  connu  avec  une  grande 
exactitude.  On  reporte  alors  ctOe  valeur  de  /  dans  les  équations 
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données  par  chaque  série  d^observations,  et  on  détermine  pour 
chaque  groupe  les  valeurs  de  ^D,  ^D'  et  $  A. 

La  difierence  des  lectures  du  cercle  azimutal  répondant  aux 
azimuts  extrêmes  d'une  même  circompolaire,  différence  qui  peut 
être  déterminée  avec  une  grande  précision,  et  dont  la  moitié  fait 
coDoaltre  la  grandeur  de  lazimut  extrême ,  donne  d'ailleurs, 
entre  la  latitude  du  lieu  et  la  déclinaison  de  l'étoile  observée, 
comme  nous  l'avons  vu  dans  le  n""  120,  l'équation 

I      cosD 
cos  /  =  -i-t — , 

sina 

a  étant  l'azimut  extrême  de  l'étoile.  On  peut  tirer  un  grand  parti 
de  cette  équation  pour  l'élimination  de  i  /,  et  sa  détermination 
après  l'obtention   de  jD. 

De  plus,  si  on  faisait  un  catalogue  d'étoiles  fondamentales,  les 
observations  des  étoiles  dont  on  voudrait  déterminer  l'ascension 
droite  seraient  généralement  combinées  deux  à  deux  d'un  grand 
nombre  de  manières^  de  sorte  qu'on  aurait  plusieurs  relations 
entre  des  sommes  de  différences  d'ascensions  droites.  Ces  rela- 
tions augmenteraient  la  précision  des  résultats,  en  ce  qu'elles 
diminueraient  le  nombre  des  inconnues,  sans  réduire  le  nombre 
des  équations. 

En  reportant  dans  les  équations  données  par  une  seule  étoile, 
telles  que  (4)  et  (5),  les  valeurs  de  la  latitude,  de  l'ascension 
droite,  de  la  déclinaison  et  de  l'azimut  ainsi  déterminées,  on 
obtient  la  valeur  de  la  correction  ^f  de  l'angle  horaire,  ;et  par 
suite  l'état  de  la  pendule  en  cet  instant. 

On  voit  donc^  par  ce  qui  précède,  que  des  observations  azimu- 
taies  seules  pourront  donner  la  latitude,  l'heure,  le  méridien,  les 
déclinaisons  et  les  ascensions  droites  des  astres  et  par  conséquent 
des  mesures  de  longitudes.  11  va  sans  dire  que  nous  avons  sup- 
posé dans  ce  qui  précède  que  les  observations  sont  au  préalable 
corrigées  par  les  formules  données  dans  les  numéros  20  à  23, 
45  et  87  des  erreurs  provenant  des  inclinaisons  d'axes  de  l'ins- 
trument ,  de  la  collimation  de  la  lunette  ainsi  que  de  l'aberra- 
tion diurne. 

308. — Afin  de  bien  faire  comprendre  les  précautions  exigées  par 
la  méthode  qui  précède,  nous  allons  d'abord  jeter  un  coupd'œil  sur 
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les  situations  des  astres  dans  lesquelles  on  ne  peut  pas  observer. 
Si  Tune  des  deux  étoiles  (que  nous  appellerons  E),  celle  de  dé- 
clinaison D,  par  exemple,  qui  ont  concouru  à  la  formation  de 
Tune  des  équations  de  la  forme  de  l'équation  (6) ,  a  été  obsenée 
dans  le  plan  que  l'on  suppose  être  le  méridien,  auquel  cas  les 
valeurs  approchées  de  a  et  de  f  à  substituer  dans  cette  équation 
sont  zéro,  on  a  alors  sin  f  =  o  ;  cot  a  =  oo  ;  cosec  a  =  co  ; 
cos  9  =  1  ;  cos  a  =  < .  La  valeur  de  N  se  réduit  à  cosec  a  ou  i 
l'infini,  et  celle  de  P  à  o  x  oo  •  Pour  voir  alors  ce  que  devient 
l'équation  (6),  nous  en  diviserons  tous  les  termes  par  N  qui, 
comme  nous  venons  de  le  dire,  est  égal  à  cosec  a  ou  à  l'infini. 

MN'       ON'  P 

Dès  lors  --C7-  et  -|t-  sont  égaux  à  zéro,  puisque  N  est  infini,  js  est 

égal  à  —  sin  f  cosec  a,  et  par  conséquent  se  trouve  encore  de  h 

ON' 
forme  o  x  oo ,  et  -^  se  réduit  à  sin  9  cos  a  ou  zéro. 

p 

Pour  savoir  ce  que  devient  alors  réellement  z;z  dans  le  cas  que 

nous  considérons,  nous  remarquerons  que  l'équation  (1),  quand  a 
et  9  tendent  vers  zéro,  auquel  cas  cos  a  et  cos  9  tendent  vers 
l'unité,  peut  s'écrire  sous  la  forme  suivante  rigoureuse  à  la  li- 
mite 

«n  9  cosec  a  =  tang  D  cos  / —  sin  /, 

donc 

P 

^  =  sin/ — tangDcos/. 

N 

L'équation  (6)  divisée  par  N  devient  donc  dans  le  cas  con- 
sidéré 

(7)  — M'«/  +  N'8A  — 0'8D' 

H- [(sin  /  — tang  D  cos/)  N'  —  F]  «a  —  (y  =  0. 

Si  le  méridien  a  été  exactement  déterminé  par  les  azimuts  ex* 
trémes  des  circompolaires,  A  a  est  nul,  et  l'équation  (7)  ne  ren- 
ferme que  les  trois  inconnues  ^/,  ^Â  et  ^D'. 

A  cause  des  erreurs  instrumentales,  on  n'observe  pas  rigoureuse- 
ment au  méridien,  mais  il  y  a  une  déviation  azimutale de  quelques 
secondes;  alors  on  mettra  la  valeur  connue  de  cette  déviation  à  la 
place  deia  dans  l'équation  (7),  qui  ne  renfermera  que  les  trais 
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inconnues  i  Ij  ^  A  et  ^  D',  comme  si  on  avait  observé  rigoureuse- 
ment dans  le  méridien. 

Ainsi,  quoique  certains  coefficients  de  l'équation  (6)  devien- 
nent infinis  ou  paraissent  indéterminés  quand  Tune  ou  l'autre 
des  deux  étoiles  passe  au  méridien ,  on  voit  que  les  observations 
peuvent  également  avoir  lieu  dans  ce  cas,  et  même  qu'il  en 
résulte  une  simplification  de  l'équation  et  la  disparition  d'une  des 
inconnues. 

11  n'existe  d'ailleurs  aucun  azimut  autre  que  le  méridien  où 
les  coefficients  de  cette  équation  deviennent  infinis  ou  prennent 
des  formes  indéterminées,  et  par  conséquent,  à  ce  point  de  vue, 
l'équation  (6)  admet  des  observations  dans  tous  les  verticaux. 

309.  —  Nous  avons  vu  dans  le  n*  22  que  l'inclinaison  t  de 
l'axe  de  la  lunette  introduit  sur  l'azimut  une  correction  e  '  dont 
l'expression  est,  en  appelant  h  la  hauteur  de  l'étoile  au-dessus  de 
l'horizon, 

(8)  •'  =  l' tang  h, 

et  la  coUimation  c  jointe  à  l'aberration  diurhe  donne  lieu  (n*'  4S 
et  87}  à  une  autre  correction  t  fournie  par  la  formule 

(9)  «  =  (<?  +  0",  31  cos  /  cos  a)  sec  A.  (1) 

En  approchant  du  zénith,  tang  A  et  sec  A  augmentent  très-rapi- 
dement, les  formules  cessent  de  donner  une  approximation  suffi- 
sante, et  une  petite  erreur  soit  sur  t  ou  c,  soit  sur  A,  donne  un  er- 
reur notable  sur  les  corrections. 

Résulte-t-il  de  là  que  les  observations  voisines  du  zénith  ne 
puissent  être  employées  ?  Non,  nous  allons  faire  voir  qu'elles  don- 
neront toute  la  précision  désirable,  pourvu  qu'elles  ne  soient  pas 
dans  les  environs  du  premier  vertical. 

II  existe ,  en  effet,  deux  moyens  de  corriger  des  erreurs  de 
l'instrument  une  observation  azimutale,  puisque  cette  observation 
consiste  à  noter  d'une  part  l'heure  d'un  pointé  azimutal ,  de 
l'autre  la  lecture  azimutale  répondant  à  ce  même  pointé.  Or,  on 


(1)  Noos  rappellerons  que^  dans  ces  formules,  a  est  compté  de  0*  à  360*  en 
partant  du  point  nord  vers  l'ouest,  et  A  de  0«  à  90*  ;  i  est  positif  si  le  tou- 
rillon le  plus  élcYé  est  celui  de  la  droite  de  l'observateur,  et  c  est  positif 
quand  la  collimation  porte  l'axe  optique  vers  la  gauche  de  Tobserrateur. 
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peut  considérer  ou  que  les  erreurs  instrumentales  ont  altéré  la  lec* 
ture  azimutale  répondant  à  l'instant  du  pointé ,  ce  qui  donne  lieu 
aux  corrections  dans  la  forme  où  nous  les  avons  déjà  présentées, 
ou  bien,  on  peut  admettre  que  ces  mêmes  erreurs  ont  altéré 
l'heure  du  pointé  répondant  à  la  lecture  azimutale  réellement 
faite. 

Cette  seconde  méthode  est  précisément  celle  qu'on  suit  dans  la 
correction  des  passages  observés  à  la  lunette  méridienne.  Nous 
allons  en  foire  l'application  aux  observations  azimutales. 

Considérons  d'abord  l'inclinaison  de  l'axe.  Appelons  S  la  posi- 
tion que  l'astre  devrùt  occuper  sur  son  parallèle  pour  se  trouver 
dans  l'azimut  a  lu  sur  l'instrument ,  et  Si  la  position  qu'il  occu- 
pait réellement  au  moment  de  l'observation,  et  qui  se  trouve  à  rio- 
tersection  de  son  parallèle  par  l'arc  de  grand  cerole  décrit  par  la 
lunette  et  incliné  de  l'angle  t  ;  soit  h  la  hauteur  apparente  de  l'as- 
tre observé,  mesurée  sur  le  cercle  de  calage  et  par  conséquent 
sur  Taro  de  grand  cercle  incliné  dont  nous  venons  de  parler.  Par 
le  point  Si ,  menons  un  arc  de  grand  cercle  perpendiculaire  au 
vertical  passant  par  l'azimut  a  et  renfermant  le  point  S ,  et  appe- 
lons S.  le  point  d'intersection  de  ces  deu:  grands  cercles.  Enfin 
nommons  P  le  pâle,  Z  le  zénith  et  B  le  point  de  rencontre  du 
vertical  d'azimut  a  avec  l'horizon. 

On  a  dans  le  triangle  SiS^B»  en  mettant  l'aro  i  pour  son  sinus, 

8,8,  =  f'  sin  A. 

Mais  on  a  dans  le  triangle  PSSi ,  (a,  désignant  l'erreur  sur  l'angle 
horairo  f , 

SS,  =|&,  cosD. 

Enfin  le  triangle  PSZ  donne 

sin  PS  _  sinPZ 
sinZ  "^  sin  PSZ 

Or  PSZ  égale  sensiblement  90*— S.SS. ,  car  on  a  PSZ+  S^. 
=  PSS,  et  PSS,  est  sensiblement  égal  à  90*,  puisque  le  triangle 
SPS«  est  isocèle  et  que  l'aro  SSi  est  très->peUt.  Donc  sin  PZS 
=  cos  S.SS.,  d'où 

coa/ûna 


cosSiSS,  = 


cosD 
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et  par  suite 


.    c  oo       l/cos* D  —  cos* / sin* a 

sm  bi  D  s,  =  ^ • 

cosD 

Or  dans  le  triangle  SS,S,,  rectangle  en  S,,  on  a,  en  remplaçant 
les  sinus  des  côtés  par  les  arcs, 

S|  Si  =  SS,  sin  Si  SSs* 

En  mettant  dans  cette  dernière  équation  pour  S|S, ,  SSi  et  sin  S,SS, 
leurs  valeurs  ci-dessus,  il  vient  : 

t'sinA 

*      l/cos"  D  —  ces*  /  sin"  a 

Dans  cette  formule,  (&,  est  de  même  signe  que  i  ou  de  signe 
contraire,  à  cause  du  double  signe  du  radical,  et  pour  qu'il  repré- 
sente la  correction  à  appliquer  à  l'angle  horaire,  t  doit  être  re- 
gardé comme  positif  quand,  la  lunette  étant  pointée  à  Topposé  du 
pôle,  le  tourillon  ouest  est  le  plus  élevé  et  le  radical  positif. 

On  trouvera  de  môme  la  correction  (a  relative  à  la  coUimation, 
en  remarquant  seulement  que  dans  ce  cas.  Tare  S,S.,  au  lieu  d'être 
égal  à  t  sin  A,  est  constant  et  égal  à  c,  ou  mieux  encore  à  c  et  à 
l'aberration  diurne,  c'est-à-dire  kc — 0",3I  cos  /  cos  a,  c  étant 
positif  à  Test  et  le  radical  positif,  et  a  étant  compté  de  O""  à  rh 
90*  à  partir  du  côté  opposé  au  pôle  (ce  qui  a  renversé  le  signe  de 
cos  a). 

On  a  donc 

_    g  —  0'''3I  cos  /  cos  a 
l/cos*  D  —  cos*  /  sin*  a 

La  correction  totale  sur  Tangle  horaire ,  correction  relative  aux 
erreurs  instrumentales  et  à  l'aberration  diurne,  sera  donc  (i^ +{^) 
et  sera  donnée  par  la  formule  suivante,  dans  laquelle  a  sera 
compté  de  0*  àd=  90%  et  par  suite  A  de  O""  à  180%  ce  qui  ne  change 
rien  à  l'expression  ci-dessus  de  [t.. 

„^,  tsinA-(-c — 0%31cos/cosa 

V^  cos*  D  —  cos*  /  sm*  a 

Cette  formule  est  précisément^  dans  le  cis  du  méridien,  celle 
que  les  astronomes  emploient  pour  les  observations  à  la  lunette 
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méridienne.  On  a ,  en  effet,  dans  le  cas  du  méridien  :  oo6a=:l, 
sina=oetA  =  90«— (/±D),d'où 

sin  A  =  cos  (/^  D),     - 

et 

^         tcos(/TD)  .  c  — 0",31cos/ 
^*      ^  cosD      ^         cosD 


C'est,  comme  on  le  voit,  la  formule  de  la  lunette  méridienne 
dans  laquelle  l'azimut  est  nul. 

Pour  corriger  les  observations  azimutales  des  erreurs  instru- 
mentales, on  devra  donc  employer  les  formules  (8)  et  (9)  ou  la  for- 
mule (10),  suivant  que  c'est  sur  la  lecture  azimutale  ou  sur  l'angle 
horaire  que  la  correction  à  appliquer  est  la  plus  petite. 

Ainsi  la  formule  (10)  ne  pourra  pas  être  employée  aux  azimuts 
extrêmes  des  circompolaires,  car  dans  cette  position  de  l'astre,  on 

a  sîn  a  =  — —y-,  ce  qui  rend  la  valeur  pu  4-  M-  infinie.  Dans  ce  cas, 
cos/  n      r  ï 

on  emploie  donc  les  formules  (8)  et  (9)  destinées  à  corriger  la  lec- 
ture azimutale.  Pour  les  circompolaires,  la  formule  (10)  est  appli- 
cable au  reste  partout  ailleurs  qu'aux  environs  de  l'azimut  ex- 
trême. 

Pour  toutes  les  étoiles  qui  passent  au  sud  du  zénith,  cos  D  est 
plus  grand  que  cos/,  et  la  formule  (10) est  applicable  dans  tous  les 
azimuts.  Cependant,  si  l'étoile  passe  très-près  du  zénith,  cos  D  sur* 
passe  très-peu  cos/,  et  quand  0=90'',  auquel  cas  sina  =  1,  la  for^ 
mule  cesse  d'être  très-exacte. 

Ainsi  donc,  en  employant  la  formule  (10)  pour  effectuer  la  co^ 
rection  des  erreurs  instrumentales,  on  peut  observer  jusqu'au 
zénith,  pourvu  que  l'azimut  ne  soit  pas  voisin  de  90*. 

310.  —  Nous  ferons  donc  remarquer  ici  que,  tout  en  rejetant  les 
observations  faites  à  la  fois  près  du  premier  vertical  et  du  zénith,  à 
cause  des  altératibns  que  leur  font  subir  les  erreurs  instrumen- 
tales, on  pourrait,  si  ces  dernières  erreurs  n'étaient  pas  connues, 
se  servir  précisément  de  la  combinaison  de  ces  mêmes  observa- 
tions avec  les  séries  faites  dans  d'autres  azimuts  et  à  d'autres  hau- 
teurs, afin  de  déterminer  les  erreurs  instrumentales  par  la  méthode 
des  équations  de  condition.  Nous  ne  nous  étendrons  pas  davan- 
tage sur  ce  sujet,  qui  ne  présente  aucune  difficulté  d'ailleurs,  parce 
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que  nous  avons  indiqué  des  moyens  plus  précis  pour  déterminer 
les  erreurs  d'inclinaison  et  de  collimation  de  la  lunette. 

Près  de  Thorizon,  la  précision  des  observations  azimutales  di- 
minue à  cause  des  réfractions  azimutales.  Ces  réfractions  sont  de 
deux  natures  :  les  unes  proviennent  de  Tellipticité  de  la  terre  et  du 
défaut  d'horizontalité  des  couches  d'air  à  cause  de  la  variation  de 
Il  température  et  de  la  pression  barométrique  suivant  la  latitude  et 
la  longitude.  Elles  sont  très-petites.  Les  autres  sont  dueâ  à  des  ano- 
malies de  température  dans  les  couches  d'air  voisines  du  sol. 
Toutes  ces  réfractions  sont  négligeables  dès  que  l'astre  a  atteint 
une  hauteur  de  12  à  15  degrés  au-dessus  de  l'horizon,  hauteur  qui 
est  suffisante  pour  que  le  rayon  visuel  s'écarte  immédiatement  du 
sol. 

Ainsi,  en  résumé,  il  résulte  de  la  discussion  à  laquelle  nous  ve- 
nons de  nous  livrer,  qu'on  peut  utiliser,  pour  la  correction  des  dé- 
clinaisons et  des  différences  d'ascension  droite  des  étoiles,  les  ob- 
servations azimutales  faites  dans  toutes  les  positions  que  chaque 
astre  peut  occuper  sur  le  ciel,  sauf  les  observations  trop  voisines 
de  l'horizon  et  celles  qui  sont  à  la  fois  trop  près  du  zénith  et  du 
premier  vertical. 

311 . — Si  on  veut  employer  la  méthode  que  nous  venons  de  décrire 
pour  déterminer  les  coordonnées  des  astres  par  des  observations 
azimutales,  il  est  toujours  avantageux  de  diminuer  le  nombre  des 
inconnues.  Dès  lors,  il  y  a  avantage  autant  que  possible  à  déter- 
miner le  méridien  par  les  azimuts  extrêmes  des  circompolaires,  et 
la  latitude  peut,  comme  nous  allons  le  voir,  se  déduire  des  obser- 
vations de  ces  azimuts  extrêmes. 

Nous  rappellerons  ici  que  nous  avons  déjà  indiqué  avec  détail 
le  moyen  d'obtenir  le  méridien  à  l'aide  des  observations  des  azi- 
muts extrêmes  de  ces  dernières  étoiles.  Les  observations  de  ces 
mêmes  azimuts  extrêmes  (n""  120)  donnent  de  plus 

«/>«  /  —  cos  D 
cos  (  =   .    ■«> 
sm  a 

équation  qui  permet  d'obtenir  ^/  en  fonction  de  ^D  avec  une 
grande  exactitude.  Ainsi  donc,  si  on  observe  deux  circompolaires 
de  déclinaison  deid  eX  de  différeuce  a  d'ascension  droite,  à  leurs 
deux  azimuts  extrêmes,  on  a  deux  équations  qui  donnent  id  et  Sd! 
en  fonction  de  ^/,  et  de  plus  ces  mêmes  observations  font  connat- 
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tre  le  méridien  ;  si  ensuite  on  observe  presque  simultanément  ces 
deux  mêmes  étoiles  quand  elles  sont  loin  de  leurs  azimuts  extrêmes 
dans  deux  conditions  différentes,  par  exemple,  d'une  part,  dans  la 
partie  supérieure  du  cercle  qu'elles  décrivent,  d'autre  part,  dans 
la  partie  inférieure,  on  a  deux  équations  de  la  forme  de  l'équation 
(6)^  dans  chacune  desquelles  ^a  est  nul,  puisque  le  méridien  est 
connu.  Reportant  ensuite  dans  ces  deux  équations  les  valeurs  de 
id  et  de  Bd  en  fonction  de  j/,  fournies  par  les  observations  aux' 
azimuts  extrêmes,  chacune  des  deux  équations  ne  renferme  plus 
que  deux  inconnues  il  et  ^a,  et  comme  ces  équations  sont  très- 
différentes,  ainsi  qu'on  le  reconnaît  à  priori^  on  obtient  sans  dif- 
ficulté 81  et  ^a  avec  exactitude.  Il  est  bon  de  remarquer  que  des 
étoiles  à  10  ou  à  IS  degrés  du  pôle  sont  préférables  à  des  étoiles 
très-voisines,  parce  que  leur  différence  d'ascension  droite  donne 
lieu  à  une  plus  grande  différence  d'azimut  suivant  qu'elles  occu- 
pent les  mêmes  positions  par  rapport  au  méridien  supérieur  ou  in- 
férieur ;  par  conséquent  les  équations  fournies  par  les  observations 
au-dessus  et  au-dessous  du  pôle  sont  plus  distinctes,  il  et  ja étant 
ainsi  connus,  on  aura  sans  difficulté  id  et  id,  dont  on  connaît 
déjà  les  valeurs  en  fonction  de  il{i). 

312. —  Lorsqu'on  veut  faire  un  catalogue  d'étoiles,  la  moyenne 
des  valeurs  de  81  ainsi  obtenues  par  les  circompolaires  peut  être  re- 
portée dans  les  équations  fournies  par  les  étoiles  de  faible  déclinai- 
son, de  sorte  que  ces  dernières  équations  de  la  forme  de  l'équation  (6) 
ne  renfermeront  en  réalité  que  trois  inconnues  ik,  ^Det^D'.  Trois 
observations  suffiront  donc  à  déterminer  les  déclinaisons  et  la 
différence  d'ascension  droite  de  deux  étoiles  de  déclinaison  foible 
ou  moyenne  (2). 

(i)  La  méthode  que  jMndtque  ici  pour  déterminer  la  latitude  par  lesob- 
8er?ations  azimutaies  des  circompolaires  est  indépendante  des  irrégularités 
de  la  pendule.  Cest  en  cela  qu'elle  diffère  des  diverses  méthodes  publiées 
par  M.  Babinet  avec  lesquelles  elle  a  d'ailleurs  le  plus  grand  rapport. 

(2)  Dans  le  mémoire  que  j 'ai  publié  sur  l'emploi  des  observations  azimutaies 
pour  la  détermination  des  ascensions  droites  et  des  déclinaisons  des  étoiles, 
j'ai  examiné  comment  la  méthode  que  je  viens  d'exposer  pourrait  être  le 
plus  avantageusement  appliquée  pour  la  formation  d'un  catalogue  d'étoiles 
dans  les  latitudes  moyennes^  et  j'ai  montré,  par  une  application,  que  les 
erreurs  à  craindre  seraient  plus  de  dix  fois  plus  petites  qu'avec  les  instru- 
ments méridiens,  notamment  pour  les  différences  d'ascension  droite.—  ^ 
ne  reviendrai  pas  ici  sur  ce  sujet. 
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Lorsqu'on  a  déterminé  un  certain  nombre  d'étoiles  fondamen- 
taies,  par  exemple  quelques  étoiles  distantes  embrassant  tout  le 
tour  du  ciel,  on  peut  leur  rapporter  toutes  les  autres,  et  comme 
les  déclinaisons  des  étoiles  de  comparaison  sont  alors  connues, 
on  n'a  que  deux  inconnues  pour  chaque  série  destinée  à  détermi* 
ner  une  nouvelle  étoile.  Deux  observations  seulement  suffisent 
donc. 

Par  ce  procédé ,  la  révision  d'un  catalogue  tel  que  celui  de 
Baily  serait  assez  rapidement  faite,  car,  vu  la  précision  de  la 
méthode,  il  ne  serait  pas  utile  de  répéter  les  observations. 

En  prenant  dans  les  tables  les  positions  du  soleil,  de  la  lune  et 
des  planètes,  comme  positions  approchées  de  ces  astres  au  mo- 
ment de  chaque  observation  azimutale  qu'on  veut  en  faire,  ob- 
servation combinée  avec  une  autre  observation  d'une  étoile  fon- 
damentale dont  les  positions  soient*  connues  par  les  procédés  que 
nous  a^ons  décrits,  on  aura  les  corrections  des  tables  de  la  même 
manière  que  celles  des  positions  des  étoiles  fondamentales. 

31 3 . — Dans  ce  qui  précède,  nous  avons  supposé  la  lecture  azimu- 
tale  répondant  au  point  nord  déterminée  par  les  azimuts  extrêmes 
des  circompolaires.  Mais  il  peut  se  faire  que  cette  lecture  soit  variable 
avec  le  temps,  et  c'est  même  ce  qui  aura  lieu  en  général,  car  on 
n'obtient  jamais  des  instruments  une  stabilité  absolue.  Quelque 
petite  que  soit  d'ailleurs,  d'après  la  disposition  de  l'instrument, 
l'influence  de  la  torsion  de  l'axe  sur  les  situations  respectives  de 
l'axe  optique  de  la  lunette  et  du  zéro  du  limbe ,  il  se  produit 
toujours  à  la  longue  quelques  variations.  De  plus,  le  sol  lui- 
même  n'est  pas  stable  :  les  tassements ,  les  dégradations  prove- 
nant des  pluies,  et  surtout  les  variations  de  la  température,  font 
éprouver  des  mouvements  aux  piliers,  mouvements  qui  peuvent 
amener  des  variations  d'azimuts.  Or,  si  dans  l'intervalle  de  plu- 
sieurs heures  qui  sépare  les  pointés  d'une  circompolaire  à  ses 
deux  azimuts  extrêmes,  il  s'est  produit  de  petites  variations,  la 
moyenne  des  lectures  répondant  à  ces  deux  pointés  pourra  n'être 
pas  la  vraie  lecture  azimutale  répondant  au  point  nord. 

On  obvie  en  grande  partie  à  cet  inconvénient  par  l'emploi  des 
mires.  Si  après  chaque  pointé  d'un  azimut  extrême  d'une  cir- 
compolaire on  vise  à  une  mire  placée  dans  dé  bonnes  conditions, 
on  reconnaît,  par  les  deux  pointés  de  la  mire  faits  aux  deux  azi- 
muts extrêmes,  s'il  y  a  eu  variation.  On  peut  alors  tenir  compte 

32 
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du  changement  s'il  y  a  lieu,  et  en  conclure  l'azimut  de  la  mire. 
Un  pointé  sur  cette  mire  fait  à  chaque  observation  pennettra 
alors  de  connaître  à  l'instant  de  cette  observation  la  lecture  azi- 
mutale  répondant  au  point  nord,  et  par  suite  l'azimut  correspon- 
dant à  cette  observation. 

Cet  emploi  des  mires  est  fondé  sur  ce  que,  si  la  mire  est  éloi- 
gnée, les  petits  déplacements  qu'elle  peut  subir,  de  même  que 
l'instrument,  ne  peuvent  pas  modifier  sensiblement  l'azimut  de 
la  ligne  joignant  le  centre  de  la  mire  au  centre  de  l'instrument. 

Mais  ceci  suppose  que  les  rayons  lumineux  émanés  de  la  mire 
arrivent  directement  à  la  lunette  sans  avoir  éprouvé  aucune  dévia- 
tion. Or  c'est  ce  qui  n'a  pas  lieu  ordinairement,  car  ces  rayons 
rasent  le  sol  sur  une  grande  étendue,  et  sont  par  suite  exposés  à 
des  réfractions  anormales  qui  détruisent  la  confiance  que  Ton 
pourrait  accorder  à  priori  à  la  mire.  Il  est  donc  préférable  de 
prendre  pour  mires  les  étoiles  elles-mêmes.  Le  procédé  générai  à 
suivre  dans  ce  but,  est  le  suivant  :  supposons  qu'on  observe  succes- 
sivement trois  étoiles  E,  E',  E'%  dans  l'intervalle  de  4  à  5  minutes 
pendant  lequel  on  peut  supposer,  comme  nous  l'avons  déjà  vu,  le 
mouvement  de  la  pendule  connu,  et  de  plus  la  lecture  azimutale 
répondant  au  point  nord  constante.  Appelons  D,  D',  D"  leurs 
déclinaisons,  A  la  différence  d'ascension  droite  de  E  et  E',  A' 
la  différence  d'ascension  droite  de  E  et  E'\  En  combinant  entre 
elles  les  observations  des  étoiles  E  et  E'  d'une  part,  et  E  et  E"  de 
l'autre,  on  obtiendra  deux  équations  de  la  forme  de  l'équation  (6) 
et  qui' renfermeront  pour  inconnues,  sans  aucune  intervention 
des  erreurs  de  la  pendule,  la  première  :  ^/,  M,  $D,  ^IX  et  ia\ 
la  seconde  :  il,  ^A',  ^D,  ^D''  et  ^a.  En  éliminant  ia  entre  ces 
deux  équations,  on  aura  une  relation  entre  les  six  inconnues  ik 
ik,  8 A!,  8D,  èW  SD".  Six  observations  de  ces  trois  étoUes  don- 
neront six  équations  semblables  qui  sufiEut)nt  à  déterminer  ces 
six  inconnues. 

Dans  la  pratique,  on  peut  éprouver  quelque  difficulté  à  faire 
sans  approcher  trop  près  de  l'horizon,  six  observations  très-dis^ 
tinctes,  et  la  ressemblance  de  ces  équations  peut  diminuer  le  de* 
gré  de  précision  auquel  on  arrive.  Mais  on  peut  faire  disparaître 
cet  inconvénient  dans  les  latitudes  moyennes  en  prenant  pour 
rétoUe  E''  une  circompolaire  voisine  du  pôle  qui  peut  être  obser- 
vée pendant  les  vingt-quatre  heures  loin  de  Thorizon. 
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314.— Nous  ferons  encore  remarquer  que,  dans  la  détermination 
des  longitudes  par  l'électricité,  il  existe  encore  en  employant  les 
instruments  méridiens  une  grande  cause  d'erreur  provenant  des 
irrégularités  de  la  pendule  (1).  En  employant  des  instruments  azi- 
mutaux,  où  les  observations  auraient  lieu  par  pointé  suivant  la 
méthode  des  n*"  129  à  134,  et  en  observant  sensiblement^  au 
même  instant  dans  les  deux  stations,  les  azimuts  des  deux  ou  trois 
mêmes  étoiles  afin  d'éliminer  la  stabilité  de  l'instrument,  et  enfin 
en  faisant  enregistrer  les  observations  simultanément  sur  deux 
chronographes  électriques  placés  aux  deux  stations,  il  est  évident, 
d'après  ce  qui  précède,  qu'on  pourra  calculer  la  différence  des  deux 
méridiens  sans  aucune  intervention  des  erreurs  des  positions  des 
étoiles  employées,  ni  des  erreurs  de  la  pendule,  tandis  que  la  mé- 
thode de  pointé  fera  disparaître  l'influence  des  équations  person- 
nelles. Je  ne  m'étendrai  pas  davantage  sur  ce  sujet,  que^  d'a- 
près les  détails  que  nous  avons  donnés,  il  suffit  d'indiquer. 

En  résumé,  il  résulte  des  développements  dans  lesquels  nous 
sonunes  entrés,  au  sujet  de  l'emploi  des  observations  azimutales. 


(i)  La  méthode  pour  déterminer  par  l'électricité  les  longitudes  avec  les 
instruments  méridiens  consiste  à  observer  en  deux  stations  les  passages 
méridiens  des  mêmes  étoiles  et  à  comparer,  à  l'aide  de  signaux  transmis 
par  l'électricité,  les  horloges  des  deux  stations,  dont  on  connaît  Tétat  par 
rapport  à  l'heure  du  lieu  au  moyen  des  passages  observés.  C'est  ainsi  qu'a 
été  déterminée  la  différence  de  longitude  entre  Paris  et  Greenwich.  Les 
observateurs  changent  alternativement  de  station  pour  éliminer  l'influence 
de  leurs  erreurs  persoimelles. 

i*ai  introduit  à  l'Observatoire  de  Paris  une  méthode  plus  sûre  consistant 
à  enregistrer  directement  sur  la  bande  de  papier  d'un  même  chronographe 
électrique,  divisée  en  secondes  par  l'horloge,  les  observations  obtenues  par 
chaque  observateur,  qui  frappait  sur  une  touche,  quand  il  voyait  Fétoile 
passer  derrière  les  fils  de  sa  lunette.  Cette  méthode,  qui  avait  déjà  servi  en 
Amérique^  a  été  employée,  en  se  servant  de  l'instrument  que  j'avais  cons*- 
truit  dans  ce  but,  pour  la  longitude  de  Bourges,  la  première  opération  de  ce 
genre  faite  par  l'Observatoire  de  Paris.  J'ai  introduit  plusieurs  perfectionne- 
ments dans  la  méthode  américaine,  en  rendant,  à  l'aide  d*un  rhéostat,  les 
courantségaux  dans  les  deux  stations.  J'ai  de  plus  corrigé  les  erreurs  du  chro- 
nographe, en  faisant  battre  simultanément  la  seconde  aux  diverses  pointes,  à 
Taided'un  même  courant  bifurqué.  Par  là  les  résultats  étaient  rendus  indépen- 
dants de  l'influence  des  positions  de  ces  pointes  par  rapport  à  la  bande  ;  enfin 
j'ai  pu  Caire  tracer  directement  l'électricité  à  des  distances  considérables 
sans  l'emploi  des  relais.  Je  renvoie  à  ce  sujet  aux  Comptes  rendus  de  18a7« 
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que  toute  l'astronomie  peut  se  faire  par  l'azimut,  et  que  les  mé- 
thodes que  nous  avons  décrites  ont  l'avantage  de  rendre  les  résul- 
tats indépendants  d'une  multitude  d'erreurs  qui  se  trouvent  dans 
les  observations  méridiennes.  Ainsi  la  latitude  et  la  longitude 
d'un  lieu,  les  ascensions  droites  et  les  déclinaisons  des  étoiles 
peuvent  être  obtenues  à  l'aide  d'observations  azimutales  seule- 
ment, sans  être  altérées  par  la  réfraction,  la  flexion  des  cercles  et 
des  lunettes,  la  dispersion  atmosphérique,  les  irrégularités  de  la 
pendule  et  le  défaut  de  stabilité  des  instruments.  Les  équations 
personnelles  et  les  différences  d'estime  le  jour  et  la  nuit  dispa- 
raissent en  outre  par  les  méthodes  de  pointé  que  nous  avons  ima- 
ginées et  décrites  dans  les  n^  129  à  134.  Enfin  l'emploi  des  ob- 
servations d'azimut  peut,  comme  nous  l'avons  démontré,  rendre 
les  déterminations  dix  fois  plus  précises  qu'elles  ne  le  sont  aujou^ 
d'hui. 

315.  —  Dans  les  très-basses  latitudes,  les  azimuts  extrêmes  des 
circompolaires  ne  peuvent  plus  être  observés  que  dans  le  voisinage 
immédiat  de  l'horizon.  Cette  circonstance  rend  leur  emploi  peu  st^  ; 
mais  nous  avons  vu  déjà  que,  dans  ce  cas,  on  peut  déterminer  le 
méridien  parles  observations  d'une  étoile  presque  équatoriale  obser- 
vée loin  du  méridien .  Une  observation  de  ce  genre  faiteà  des  hauteurs 
à  peu  près  égales  des  deux  côtés  du  méridien,  et  en  ayant  égard  à  la 
petite  difTérence  d'angle  horaire,  qui  intervient  peu  sur  le  résultat, 
donne  le  méridien^  indépendamment  de  la  déclinaison  de  l'étoile, 
et  la  différence  des  azimuts  observés  fournit  le  moyen  d'obtenir  la 
déclinaison  de  l'étoile.  Deux  autres  azimuts  pris  tout  près  du  mé- 
ridien, en  y  appliquant  la  méthode  de  correction  que  nous  avons 
indiquée  dans  le  n®  309  fournirait  alors  une  équation  dont  on  tire- 
rait la  latitude  par  l'élimination  de  l'angle  horaire  de  la  première 
observation  suivant  les  méthodes  des  n""  306  et  307.  La  différence 
des  angles  horaires  des  observations  correspondrait  à  un  inter- 
valle trop  petit  au  chronomètre  pour  que  de  graves  anomalies  fus- 
sent à  craindre.  Au  reste,  les  azimuts  d'une  autre  étoile  voisine  du 
méridien  et  vers  45*"  de  déclinaison  donneraient  le  moyen  d'appli- 
quer à  l'intervalle  les  corrections  nécessitées  par  ces  anomalies. 

316.  —  S'il  s'agissait  de  la  latitude  d'un  lieu  situé  à  1  ou  2  mi- 
nutes de  l'équateur  on  pourrait ,  après  avoir  déterminé  la  déclinai- 
son par  les  azimuts  loin  du  méridien,recourir  aussi,  au  lieudesdeox 
azimuts  voisins  du  méridien,  à  l'emploi  d'une  lunette  zénitbaled'uo 
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grand  pouvoir  amplifiant,  et  avec  bain  d'eau  du  système  Porro.  Avec 
cette  lunette  on  mesurerait  la  distance  zénithale  de  Tétoile^dont  la 
déclinaison  serait  connue,  ce  qui  donnerait  la  latitude.  Seulement 
il  ne  faut  pas  perdre  de  vue  que  l'emploi  de  la  lunette  zénithale  n'est 
pas  aussi  rigoureux  qu'il  le  semble  au  premier  abord.  Nous  avons 
dit,  en  effet,  dans  le  n*"  21S  combien  il  est  difficile  de  pointer  exacte- 
ment des  fils  sur  leur  image  réfléchie.  Mais  j'ai  imaginé  un  moyen 
assez  simple  pour  parer  à  cet  inconvénient.  Supposons  qu'au  lieu 
de  placer  les  fils  dans  le  centre  du  champ,  on  dispose  un  fil  un  peu 
latéralement  et  qu'on  place  du  côté  opposé  deux  autres  fils  très- 
rapprochés  parallèles  entre  eux  et  au  premier;  ce  système  des 
trois  fils  parallèles  doit  être  répété  dans  les  deux  sens  perpendicu- 
laires, ce  qui  ferait  six  fils  en  tout.  On  peut  alors  placer  la  lunette 
de  telle  sorte  que  l'image  réfléchie  du  fil  unique  de  l'un  des  sys- 
tèmes tombe  exactement  au  milieu  de  l'image  directe  des  deux 
autres  fils  parallèles  et  rapprochés  de  ce  même  système,  et  alors 
l'image  directe  de  ce  môme  fil  se  montre  exactement  au  milieu  des 
images  réfléchies  de  ces  deux  derniers  fils  ;  on  voit  alors  que  la 
position  moyenne  entre  le  milieu  de  l'intervalle  de  ces  deux  der- 
niers fils  parallèles  et  l'axe  du  troisième  fil  représente  la  position 
que  devrait  occuper  un  fil  central  pour  que  son  image  réfléchie  fût 
rigoureusement  couverte  par  lui-même.  Gela  ayant  lieu  dans  les 
deux  sens  perpendiculaires,  l'axe  optique  vertical  est  défini,  et  ici 
on  n'a  pas  à  recouvrir  l'image  réfléchie  d'un  fil  par  ce  fil  lui-même, 
opération  fort  douteuse,  mais  on  n'a  à  effectuer  que  des  bissec- 
tions  très-faciles  à  obtenir  rigoureusement.  Gela  posé,  le  micro- 
mètre de  la  lunette  porte  au  lieu  d'un  fil  unique  deux  fils  paral- 
lèles très-rapprochés  (mais  ces  deux  fils  ont  entre  eux  un  autre 
intervalle  que  les  fils  fixes  rapprochés),  et  on  pointe  les  étoiles  dans 
leur  intervalle.  On  n'a  plus  alors  qu'à  prendre  la  lecture  micromé- 
trique correspondante  et  la  différence  avec  les  moyennes  des  deux 
lectures  obtenues,  la  première  lorsqu'on  place  ce  système  mobile 
des  deux  fils  au  milieu  des  deux  fils  rapprochés  parallèles  du  sys- 
tème fixe,  la  seconde,  lorsqu'on  place  le  fil  fixe  unique  latéral  au 
milieu  de  ces  deux  fils  mobiles,  cette  différence,  dis-je,  donne  la 
plus  courte  distance  zénithale  de  l'étoile.  Le  parallélisme  des  fils 
avec  le  mouvement  diurne  s'obtient  facilement  à  vue,  et  se  manifeste 
en  ce  que  l'étoile  doit  rester  au  milieu  de  leur  intervalle,  pendant 
qu'elle  traverse  la  lunette.  En  mesurant  à  l'entrée  .et  à  la  sortie  du 
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champ  les  distances  des  deux  positions  obtenues  par  le  système  des 
fils  mobiles  lorsque  l'étoile  est  au  milieu  d'eux,  il  devient  facile  de 
calculer  le  défaut  de  parallélisme  des  fils  et  d'en  tenir  compte  d'une 
manière  analogue  à  celle  que  nous  avons  indiquée  pour  le  fil 
horizontal  du  cercle  mural.  Si  d'ailleurs  on  emploie  comme  mi- 
cromètre mon  système  oîi  la  valeur  des  tours  de  vis  n'influe  pas, 
on  voit  que  l'instrument  sera  d'une  immense  précision  (1  ). 

317. — Supposons  donc  que,  soit  par  les  azimuts  seulement  (2), 
soit  par  les  azimuts  combinés  avec  la  lunette  zénithale,  on  obtienne 
la  latitude  d'un  point  situé  à  quelques  secondes  de  l'équateur,  puis 
qu'on  fasse  la  même  opération  pour  un  second  point  voisin  qui  se 
trouve  à  quelques  secondes  de  l'autre  côté,  une  opération  topo» 
graphique  donnera  alors  la  position  du  point  intermédiaire  qui 
est  rigoureusement  dans  l'équateur.  Ainsi  peut  se  résoudre  &ci- 
lement  le  problème  de  trouver  sur  la  surface  terrestre  un  point 
exactement  situé  dans  l'équateur. 

318. — Nous  avons  toujours  supposé  jusqu'ici  que  la  réfraction  ne 
dévie  les  astres  que  dans  la  direction  du  zénith  apparent  ou  zénith 
astronomique.  Mais,  comme  l'a  fait  remarquer  M.  Babinet,  il  y  a 
en  un  lieu  donné  un  certain  défaut  d'horizontalité  des  couches 
d!air.  a  Ce  manque  d'horizontalité,  dit-il,  vient  de  ce  que  la  tem- 
pérature n'est  pas  ordinairement  égale  autour  d'une  même  station. 
Généralement  la  couche  d'égale  température  s'élève  vers  le  midi. 
Dans  la  moyenne  d'une  série  d'observations,  les  anomalies  acci- 
dentelles doivent  s'éteindre,  il  est  vrai;  mais  la  part  due  aux  iné- 


(1)  La  disposition  des  fils  que  je  viens  d*indîquer  est  applicable  non-senJc- 
ment  à  la  lunette  zénithale,  mais  à  tous  les  collimateurs  destinés  à  viser  sur 
l'image  réfléchie  de  leurs  (ils  afin  d*ohtenir  les  erreurs  instrumentales.  On 
pourrait  encore  employer  deux  systèmes  de  deux  fils  parallèles  et  rappro- 
chés, croisés  à  angle  droit.  Chacun  de  ces  systèmes  serait  muni  d*uo  autre 
système  de  fils  croisés  à  angle  droit  et  mis  en  diagonale  avec  les  premiers,  et 
dont  la  croisée  des  fils  fût  au  milieu  de  Tintervalle  de  ceux-ci,  mais  latérale- 
ment par  rapport  à  Taxe  de  Tinstrument.  Les  images  réfléchies  de  ces  fiN 
croisés  devraient  alors  paraître  de  Tautrc  côte  de  Taxe  optique  au  milieu 
des  fils  parallèles  correspondants. 

(2)  Dans  mon  ouvrage  t Espace  céleste,  chap.  IX,  page  285,  j*ai  décrit  ou 
nouvel  instrument  que  j*appeUe  l'azimutal,  et  avec  lequel ,  à  Olindt,  j*ai 
fait  quelques  applications  de  ma  méthode  de  détermination  des  coordoooée^ 
des  astres  par  des  observations  d*azimut.  Je  renvoie  à  cet  ouvrage  pour  It 
description  de  cet  instrument  entièrement  nouTeau, 


( 
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galités  azimutales  de  la  température  moyenne  autour  du  lieu  de 
l'observation  ne  peut  s'effacer,  quelque  grand  que  soit  le  nombre 
des  observations.  On  peut  donc  considérer  en  chaque  point  l'at- 
mosphère comme  formant  dans  son  état  moyen  un  prisme  d'air 
chaud  dont  l'angle  et  l'azimut  nous  sont  inconnus.  Si  on  se  limite 
à  des  observations  méridiennes,  il  est  évident  que  les  moyens  de 
déterminer  ce  prisme  d'air  manquent  complètement.  » 

Nous  ferons  remarquer  que  la  variation  des  pressions  baromé- 
triques moyennes  avec  la  latitude  et  même  avec  la  longitude, 
puisque  les  pressions,  par  exemple,  ne  sont  pas  les  mêmes  à 
^alité  d'altitude  et  de  latitude  près  des  mers  et  dans  le  centre 
des  continents,  concourt  avec  la  température  à  la  formation  du 
prisme  d'air,  sur  lequel  réagit  môme  la  courbure  de  la  verticale, 
et  M.  Babinet  a  fait  observer  que  ces  influences  se  sont  déjà  net- 
tement manifestées  dans  les  observations  d'Oxford. 

Il  résulte  de  là  qu'en  un  lieu  donné,  on  peut  considérer  que 
la  réfraction  se  fait  non  vers  le  zénith  apparent  de  ce  lieu,  mais 
vers  un  point  très-voisin  de  ce  zénith  à  une  distance  t  inconnue 
et  dans  un  azimut  a.  également  inconnu.  Il  s'ensuit  donc  que  la 
réfraction  peut  exercer  une  très-légère  influence  sur  les  mesures 
azimutales. 

Pour  en  trouver  l'expression,  remarquons  qu'elle  s'obtiendra 
exactement  comme  celle  de  l'influence  delà  parallaxe,  en  suivant 
les  raisonnements  du  n""  194  et  en  remarquant  seulement  que  dans 
ce  cas  EE'  =  R,  R  étant  la  réfraction  donnée  par  les  tables  pour 
la  distance  zénithale  de  l'astre,  car  on  peut  regarder  comme  égales 
sans  erreur  sensible  la  distance  au  zénith  Z  et  la  distance  au  point 
Z'  vers  lequel  se  fait  la  réfraction  ;  alors  l'angle  Z'ZE,  Z  étant 
toujours  le  zénith  apparent,  est  égal  ha  —  a, ,  a  étant  l'azimut  de 
l'astre;  en  outre  ZZ'=i  au  lieu  de  i.  On  a  donc  pour  l'angle  EZE' 
représentant  la  déviation  azimutale  par  la  réfraction,  angle  que 
nous  appellerons  &, 

.    . sin  t  sin  (a  —  a,)  sïn  R sin  i  sîn  {a  —  g,)  sîn  R 

sm  z  sin  z  sm*  z 

en  regardant  comme  égales  les  distances  z  et  z'  aux  deux  points 
Z  et  Z',  ce  qui  est  possible  sauf  tout  près  du  zénith. 

Or,  la  réfraction  R  étant  très-petite  quand  l'astre  est  à  plus  de 
30**  de  hauteur,  la  déviation  azimutale  peut  être  regardée  comme 
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nulle,  sauf  quand  z  devient  lui-même  extrêmement  petit.  Lorsque 
des  observations  comprises  entre  30°  et  60°  de  distance  zénithale, 
ont  donné  par  les  formules  précédentes  l'ascension  droite  et  la 
déclinaison  d'une  étoile,  on  voit  qu'en  observant  celle-ci  près  de 
l'horizon,  où  R  devient  considérable  (et  en  éliminant  d'ailleurs  la 
pendule  par  les  observations  d'une  autre  étoile  connue  située 
à  une  grande  hauteur  sur  l'horizon),  on  aura  par  une  moyenne 
d'un  très-grand  nombre  d'observations  la  possibilité  de  déterminer 
la  différence  entre  les  azimuts  observés  et  calculés.  Cette  différence, 
égalée  à  l'espression  ci-dessus  de  la  réfraction  azimutale  donnera 
par  les  observations  de  l'étoile  en  question  efftwtuéesdanslevoisi- 
nage  del'borizon  des  deux  cdtés  du  ciel,  deux  équaUons  de  condi- 
tion d'où  on  tirera  t  et  a„  seules  inconnues  dans  ces  équadons. 
Cette  opération  répétée  sur  un  grand  nombre  d'étoiles  donnerapar 
la  méthode  des  équations  de  condition  les  valeurs  de  t  et  de  a,,  au 
moyen  desquelles  on  pourra  corriger  ensuite  les  observations  ail- 
mutales,  même  celles  qui  sont  faites  &  de  grandes  hauteurs;  m 
aura  alors  avec  plus  d'exactitude  encore  les  coordonnées  des  étoiles, 
et  on  pourra  refaire  de  nouvelles  déterminations  plus  exactes 
de  i  et  a  (1). 

Il  est  facile  de  voir,  au  reste,  qu'avec  des  déterminations  dire> 
tes  de  la  réfracUon  en  hauteur,  déterminations  effectuées  pour  les 
hauteurs  voisines  de  l'horizon  dans  divers  azimuts,  et  possibles, 
après  avoir  bien  fixé  par  des  observations  azimutales  faites  àde 
grandes  hauteurs  les  coordonnées  des  étoiles  choisies,  on  pourrait 
déterminer  les  valeurs  de  •  et  a,.  Je  ne  m'étendrai  pas  davantage 
sur  ce  sujet,  qui  ne  présente  aucune  difficulté,  mais  dont  l'étude 
ne  peut  être  trop  recommandée  dans  les  observatoires. 


(<]  Au  reste,  en  introduisant  directement  les  expressions  de  ladéTittioD 

des  séries  très-nombreuses  d'équations  d'' 
on  (6),  séries  dans  lesquelles  on  rcmpl»«- 
t  dctenniDer  directement  a  el  ffi  eu  aêine 
tensions  droites  et  des  dcclioaisons. 
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319.  —  Nous  avons  déjà  vu  dans  les  n**"  294  et  296  le  moyen  de 
déterminer  l'azimut  d'un  point  quelconque  à  Taide  du  théodolite. 
Dans  les  n***  138, 139  et  149  nous  avons  indiqué  le  moyen  de  Tob- 
tenir  avec  le  cercle  répétiteur  ou  avec  les  instruments  de  réflexion. 
Ces  numéros  contiennent  entièrement  la  théorie  des  relèvements 
astronomiques.  Nous  pouvons  donc  maintenant  nous  proposer  de 
déterminer  les  différences  de  longitude  de  deux  points  à  l'aide  de 
la  latitude  et  de  l'azimut  dans  lequel  une  des  deux  stations  est  vue . 
de  l'autre. 

Si  la  terre  était  rigoureusement  sphérique,  le  problème  qui 
nous  occupe  serait  des  plus  simples.  Soient  en  effet  /.  la  latitude 
de  l'une  des  stations  Â  (fig.  48),  4  la  latitude  de  l'autre  station  B, 
et  a.  l'azimut  de  B  vu  de  Â. 

Parle  centre  de  la  terre  et  la  station  A  menons  le  plan  méridien 
qui  coupera  la  surface  terrestre  suivant  l'arc  de  grand  cercle  PÂM, 

P  étant  le  pôle  de  l'hémisphère  de 
la  station  Â.  Par  le  centre  de  la 
terre,  menons  également  le  plan 
méridien  passant  par  B,  et  dont  la 
trace  sur  la  surface  sera  l'arc  de 
grand  cercle  PB;  enfin,  par  le 
centre  de  la  terre  et  par  les  points 
Aet  B  menons  un  plan  dont  l'intersection  par  la  surface  terrestre 
sera  l'arc  de  grand  cercle  AB. 


Fig.  M. 
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Dans  le  triangle  PÂB,  nous  connaissons  le  côté  PÀ  qui  est  égal 
au  complément  de  la  latitude  de  Â  ou  à  90''—  /„  et  le  cAté  PB 
qui  est  égal  au  complément  de  la  latitude  de  B  ou  à  90** — A,  et 
nous  connaissons  l'angle  MÂB,  qui  n'est  autre  que  a.  ou  Tazimut  de 
B  vu  de  Â  (nous  supposerons  désormais  les  azimuts  comptés  à  partir 
du  méridien  vers  l'ouest,  en  prenant  pour  point  de  départie  côté 
du  méridien  opposé  au  pôle),  et  par  conséquent  nous  connaissons 
l'angle  PAB  qui  n'est  autre  que  180'»  —  MAB  ou  180" —a,.  Nous 
connaissons  donc  deux  côtés  et  l'angle  opposé  à  Tun  d'eux;  le 
triangle  est  défini,  et  conséquemment  nous  pouvons  déterminer 
l'angle  P,  qui  n'est  autre  que  la  différence  des  longitudes  des 
deux  stations  A  et  B. 

Prolongeons  le  côté  AB  et  abaissons  de  P  l'arc  de  grand  cercle 
PN  perpendiculaire  sur  AB. 

Dans  le  triangle  PNA,  on  a  en  faisant  l'angle  NPA=f 


ou 


cosPA  =  cotNPA  cotNAP 


sin/,  =  cotf  cota,, 


d'où 

(1)  tangç  =  - — -. 

"^      tanga,  sm/, 

On  a  de  plus 

tang  PN  =  tang  PA  cos  NPA  =  cot  /,  cos  ff. 
Dans  le  triangle  rectangle  NPB,  on  a  de  même 

tang  PN  =  tang  PB  cos  NPB  =  cot  4  cos  (P  4-  ?). 
Éliminant  tang  PN  entre  ces  deux  équations,  il  vient 

cot  /,  cos  çp  =  cot  A  cos  (P  -H  <p); 

ou  en  remplaçant  cos  9  par  sa  valeur  en  sin  f  déduite  de  l'équa- 
tion (1) 

(2)  cos  (P  +  <p)  =  tang  /,  tang  a,  cos  A  sin  <p. 

L'angle  P  étant  très-petit,  il  en  résulte  que  dans  le  cas  où  Tan- 
gle  f  est  lui-même  petit,  cette  formule  donnant  l'angle  P+? 
par  un  cosinus,  ne  pourrait  le  faire  connaître  avec  exactitude;  il 
faut  donc,  pour  qu'elle  s'applique  à  tous  les  cas,  la  transfonDer 
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en  une  formule  donnant  l'arc  par  la  tangente.  En  retranchant  de 
l'unité  les  deux  membres  de  l'équation  (2),  on  obtient  une  autre 
équation  qui,  divisée  par  celle  qu'on  obtient  en  ajoutant  l'unité 
aux  deux  membres  de  cette  môme  équation  (2)  devient  en  re- 
marquant que  1— cos  (P+<p)  =  2  sin»  {{P+ ?),  et  1  +  cos  (P  +  ç) 
=  2cos4(P  +  ç), 

tang«  i  (P+  ç)  =  *-tang4tanga,cos/.sin9 
o  2\        T/      1  4-tang/, tanga,  cos/,  sinf 

tang«  i  (F + ?)  =  cota^-tang/^cosAsiny 
^  ^^       ^'      cota,  +  tang/, cos/, siny 

Cette  formule  est  facilement  rendue  logarithmique  en  posant 

(3)  tang  U  cos  /,  sin  (p  =:  tang  6. 

n  vient  alors 

A  moins  que  a,  ne  soit  voisin  de  90°,  cette  formule  donnera 
toujours  l'angle  P  +  9  avec  exactitude,  et  comme  avec  l'équa- 
tion (1)  l'angle  9  est  aussi  donné  par  la  tangente  avec  exactitude, 
on  aura  l'angle  P.  Quand  a^  est  de  90**,  auquel  cas  9  et  par  suite  0 
sont  égaux  à  zéro,  le  second  membre  de  l'équation  (4)  se  réduit 
à  §.  Mais  ceci  n'est  pas  un  inconvénient,  car  on  ne  peut  se  pro- 
poser de  déterminer  la  différence  de  longitude  de  deux  points  à 
l'aide  de  leurs  latitudes  et  de  l'azimut  de  la  ligne  qui  les  joint, 
quand  cet  azimut  est  voisin  du  premier  vertical.  On  n'aura 
donc  pas  à  faire  usage  de  l'équation  (4)  dans  les  conditions  où  la 
valeur  du  second  membre  tend  vers  § ,  ni  par  conséquent  dans  les 
cas  où  le  pied  de  l'arc  perpendiculaire  PN  tomberait  entre  Â  et  B. 
Si  l'angle  MÂB  ou  a^  (positif  ou  négatif)  est  plus  petit  que  90*", 
comme  valeur  absolue,  le  point  N  sera  du  côté  opposé  à  B  par 
rapport  à  Â  ;  on  considérera  a,  comme  positif,  dans  le  calcul,  et  on 
prendra,  pour  la  valeur  de  la  tangente  f  (P + 9),  l 'angle  positif  plus 
petit  que  90^  Si  a^  est  plus  grand  que  90''  comme  valeur  absolue 
(mais  avec  le  signe  +  ou  le  signe  — ),  le  point  B  sera  entre  Â  et  N, 
et  en  employant  a^  comme  positif  dans  le  calcul,  auquel  cas  tang  ax 
est  négatif,  9  est  négatif,  et  on  prend  pour  tang  i  (P + 9)  la  valeur 
négative. 
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320.  —Mais  la  terre  n'est  pas  rigoureusement  sphérique,  il  en 
résulte  que  les  \erticales  des  points  Â  et  B  ne  rencontrent  pas  Taie 
terrestre  au  môme  point,  et  cette  circonstance  empêche  de  traiter  le 
triangle  PÂB  comme  un  triangle  sphérique.  Toutefois,  supposons 
que  nous  menions  du  centre  0  de  la  terre  les  rayons  OÂ  et  OB  aux 
points  Â  et  B,  ces  rayons  prolongés  couperont  une  sphère  décrite  du 
centre  de  la  terre,  avec  le  rayon  équatorial  pour  rayon ,  en  des  points 
Â'  et  B'  dont  les  latitudes  seront  les  latitudes  géodésiques  des  points 
Â  et  B|  et  en  appelant  t,  et  i,  les  distances  angulaires  des  zéniths 
vrais  et  apparents  aux  points  Â  et  B,  leurs  latitudes  géodésiques 
seront  /, — 1„  /, — t,,  /,  et  /,  étant  les  latitudes  astronomiques,  et 
I.  et  t,  de  petits  arcs  que  nous  savons  calculer  (n""  194) ,  de  sorte  que 
A  — *i  et/, — I,  ou  les  latitudes  des  points  A'  et  B'  nous  seront  con- 
nues. Or  le  plan  passant  par  Taxe  delà  terre  etle  point  Â  renferme 
le  point  Â';  le  plan  passant  par  le  même  axe  et  par  B  renferme  le 
point  B';  donc  la  différence  des  longitudes  des  points  Â'etB  est 
égale  à  celle  des  points  Â  et  B.  Si  donc  Tazimut  du  point  B'  vu 
de  Â'  pouvait  être  conclu  de  celui  du  point  B  vu  de  Â,  nous  pour- 
rions, par  les  formules  précédentes,  résoudre  le  triangle  sphéri- 
que Â'  B'  P,  dont  l'angle  P  n'est  autre  que  la  différence  des  longi- 
tudes des  points  Â  et  B.  Proposons-nous  donc  de  déduire  de  l'azi- 
mut de  Â  vu  de  B  celui  de  Â'  vu  de  B'. 
Soient  0  (fîg.  49)  le  centre  de  la  terre,  OÂZ'  la  verticale  géodé- 

sique  du  point  A,  ÂZ  sa  verticale  appa- 
rente  ou  verticale  astronomique,  et  le  plan 
OPZZ'M  le  méridien  de  A,  qui  renferme 
les  deux  zéniths  Z  etZ',  FA  son  interseo 
tion  par  la  surface  terrestre. 

L'azimut  astronomique  du  point  B  me- 
suré de  A  est  l'angle  des  deux  plans  ZAB 
et  OPZZ'M.  L'azimut  géodésique  du  point 
B  vu  de  A  sera  l'angle  des  plans  Z'AOB  et 
OPZZ'M,  et  c'est  précisément  l'azimut  du 
Fig.  w.  poî'^^  B'  vu  de  A,  car  ces  deux  derniers 

points  sont  situés  dans  le  plan  Z'AOB,  qui  passe  par  la  verticale 

OAZ'  du  point  A. 

Gela  posé,  considérons  le  point  A  comme  centre  de  la  sphère 
étoilée,  soit  PM  le  méridien,  Z  et  Z'  étant  les  deux  zéniths  de  A; 
appelons  z  la  distance  ZB  du  point  B  au  zénith  astronomique  Z 
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de  A,  distance  qui  a  été  observée,  et  soit  Oi  Tazimut  astronomique 
BZM  observé.  Appelons  a\  Tazimut  géodésique  BZ'M  cherché, 
et  soit  aussi  z!  la  distance  inconnue  du  point  B  au  zénith  géodé- 
sique. L'arc  ZZ' =zi  nous  est  d'ailleurs  connu.  Gela  posé,  dans 
le  triangle  ZZ'  B,  on  a 

cos  z'  =  cos  z  cosî  -H  sin  z  sin  i  cos  a, 
.     ,      sin  a,  sin  z 

sin  «'  —  : } — 

sin  a  I 
cos  z  =  cosz'  cos  t  —  sin  z'  sin  t  cos  a\ . 

Substituons  dans  cette  dernière  équation  les  valeurs  de  sinz'  et 
cos  2'  déduites  des  deux  premières,  remplaçons  cos  z{l  —  cos*  t) 
par  cos  z  sin'i,  et  divisons  par  sin  i  sinz,  cette  équation  devient 

coi  z  sin  t = cos  i  cos  ai  —  sin  a,  cot  a^. 

En  faisant  z =90' — A,  h  étant  la  hauteur  du  point  B  au-dessus 
de  l'horizon  astronomique  de  a  et  résolvant  par  rapport  à  cot  a\ , 
puis  posant  a\  =  ai  +  ^,  développant  cota'i,  et  multipliant  les 
deux  membres  par  tang  a^  +  tang  ^,  il  vient 

i — langa,  tang  p  =cost —  tang  A -^^^+ cos  «cotai  tang  p 

cos  0| 

— taDgAtang6  4i5i. 
^^  *^  sm  a, 

en  remplaçant   1 — cosi  par  2  sin*  5/,  multipliant  par  sin  a 
cosezi ,  et  résolvant  par  rapport  à  tang  ^,  il  vient  après  réduction 

,  .         4  ^^  û          sin*  i  t  sin  2  a,  +  tang  h  sin  t  sin  a, 
(a)        tang  p  =  - — ^  ^.  , .  . — 4 2 _-_ — L. . 

^  1 — 2sm^icos"a,  — tangAsmicosa, 

Si  on  suppose  que  A  =0,  auquel  cas  le  point  B  serait  dans  l'ho- 
rizon astronomique  de  A,  la  formule  se  réduit  à 


i.x  4       o  sin* il  sin  2 a, 

(*^  ^^g>^=|-2sLétcos'a; 


i 

ou  si  on  néglige  les  termes  du  4'  ordre  en  sin  '  ^  t,  elle  devient 
simplement 

{c)  tang  p  =  sin'  i  i  sin  2  a., 
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OU  encore 

à  cause  de  la  petitesse  des  arcs  c  et  p. 

La  valeur  maximum  de  ^  aura  donc  lieu  pour  les  valeurs  maii- 
ma  de  t  et  de  sin  2  a^.  Or,  la  valeur  maximum  de  sin  2ai  a  lieu 
pour  a. = 45*,  auquel  cas  sin  2a,  =  1.  La  valeur  maximum  de  ^ 
sera  donc^t  sin  4<  au  "U'd^ré  de  latitude  où  test  maximum  et  de- 
vientde678"enle  calculant  avec  l'aplatissement  moyen  de  la  terre. 
En  donnant  à  t  cette  valeur,  on  voit  que  la  valeur  maximum  de  p  est 
alors  de  0",557,  et  l'erreur  commise  en  négligeant  les  termes  du 
4*  ordre  n'est  que  de  0",00000i5,  ce  qui  nous  montre  d'une  part 
que  ces  termes  sont  entièrement  n^ligeables,  et  d'autre  part  que 
la  différence  entre  les  azimuts  astronomiques  et  géodésiques  n'est 
jamais  que  d'une  fraction  de  seconde,  tant  que  le  point  B  est 
dans  l'horizon  astronomique  de  Â,  ou  distant  de  cet  horizon  seu- 
lement de  quelques  minutes,  auquel  cas  le  terme  tang  A  sin  t  sin  a, 
est  du  même  ordre  de  petitesse  que  le  terme  sin*|  c  sin  2at. 

32 i.  —  Mais  avant  de  passer  outre,  faisons  encore  une  re- 
marque au  sujet  de  la  formule  complète  (6),  qui  a  lieu  quand 
A=0,  c'est-à-dire  quand  B  est  dans  l'horizon  de  Â. 

Considérons  un  second  point  B'  également  dans  l'horizon  de 
A  et  dont  l'azimut  astronomique,  au  lieu  d'être  Oi,  soit  180*4-01  y 
de  telle  sorte  que  les  deux  azimuts  astronomiques  de  fi  et  de  B' 
afférent  exactement  de  180*.  Remarquons  alors  que  sin  2  (180* 
-|.a4)  =  sin2ai,  et  que  cos*(180*  +  a,)=cos*<7i.  Les  valeurs 
de  p  seront  donc  égales  pour  les  points  B  et  B^,  de  sorte  qu'en 
appelant  k  cette  valeur,  l'azimut  géodésique  de  B  deviendra  Ot  +k 
et  celui  de  B*  sera  180*  +a,+k.  Dans  ce  cas,  les  deux  azunuts 
géodésiques  différeront  de  180*  comme  les  deux  azimuts  astrono- 
miques, n  est  au  reste  belle  de  reconnaître  géométriquement  qu'il 
devait  en  être  ainsi.  En  effet,  les  points  B  et  B*  étant  l'un  et 
Vautre  dans  l'horizon  astronomique  de  A  et  à  180*  l'un  de  l'autre 
sont  en  ligne  droite  avec  le  point  A.  En  menant  par  la  Ugne  AB 
et  par  la  verticale  géodésique  un  plan ,  l'angle  de  ce  plan ,  avec  le 
méridien  de  A,  n'est  autre  que  l'azimut  géodésique  de  B;  mais  le 
plan  qui  contient  AB  contient  AB",  puisque  Afi  et  AB'  sont  deui 
portions  d*une  même  ligne  droite  ;  donc  l'azimut  géodésique  de  B' 
est  égal  à  celui  de  B« 
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Cette  propriété  cesse  dès  que  les  points  B  et  B',  quoique  toujours 
opposés  par  leurs  azimuts  astronomiques,  sont  au-dessus  ou  au- 
dessous  de  Thorizon  astronomique  de  Â,  quand  môme  ce  serait  de 
la  même  quantité  h^  car  alors  ces  deux  points  ne  sont  plus  en  ligne 
droite  avec  A ,  et  le  plan  passant  par  AB  et  la  verticale  géodésique 
ne  renferme  plus  B\  C'est  ce  que  nous  apprend  la  formule  com- 
plète (a). 

Si  en  effet  nous  remplaçons  dans  cette  formule  a^  par  180®+ ai 
afin  d'avoir  la  valeur  de  ^  pour  le  point  B',  elle  devient 

.       g sin*  ^  %  sin  2  a,  —  tang  A  sin  î  sin  a, 

^^7^  1  —  2  sin'  { %  cos*  a^  +  tang  A  sin  %  cos  a^ 

car  sin  (180° -H  a,)  =  —  sin  a,  et  cos  (180'»  +  «,)=?  —  cos  a,. 

On  voit  donc  que  les  termes  renfermant  h  changent  de  signe. 
Les  valeurs  de  ^  ne  sont  donc  plus  égales  pour  les  points  B  et  BS 
quoique  ces  points  soient  à  une  même  hauteur  au-dessus  de  l'ho- 
rizon astronomique  de  A,  et  en  appelant  ^i  la  valeur  répondant  au 
point  B,  p,  celle  qui  répond  au  point  B',  l'azimut  géodésique  de 
B  devient  a^  +  pi  et  celui  de  B'  devient  180*>  +  ai  4-  p,.  La  diffé- 
rence de  ces  deux  azimuts  géodésiques  est  alors  de  180*-i-  p, —  p„ 
tandis  que  celle  des  azimuts  astronomiques  était  de  180**. 

322. — Reprenons  maintenant  la  formule  générale  (a),  elle  peut 
s'écrire,  en  négligeant  les  termes  du  3*  ordre  en  i ,  et  en  remar- 
quant que  2  sin  ai  cos  ai  =  sin  2ai, 

taDgp  =  sin*i  isinS  a.  +  tang  A  sin  t  sin  a^  -{-^  tang*  A  sin' i  sin  3  a 
expression  qui  peut  se  remplacer  par  la  formule  plus  simple 

|i  =  >  (sin^  i  sin  2  a,  +  2  tang  A  sin  a,  +  tang*  A  sin  isin  2  a). 

Remarquons  que  le  terme  \  tang*  h  sin  i  sin  2  Oi  a  la  même 
valeur  pour  ai  =  a:  et  ai  =  180"  +  a:,  de  sorte  qu'il  n'influe  pas 
sur  la  différence  des  azimuts  géodésiques  de  2  points  de  même 
hauteur  au-dessus  de  l'horizon  astronomique  de  A,  et  dont  l'azi^ 
mut  astronomique  diffère  de  180^,  quelle  que  soit  cette  hauteur; 
c'est  donc  le  terme  i  tang  h  sin  a^  qui  seul  change  de  signe  dans 
ce  cas. 

Le  terme  \  i  tang'  h  sin  i  sin  2  a^  est  ordinairement  négligea* 
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ble.  Sa  valeur  maximum  a  lieu  pour  a^ = iS"",  auquel  cas  sin  2  a, 
:=  1;  en  donnant  alors  à  i  sa  valeur  maximum  de  11'  18",  la  va- 
leur maximum  de  ce  terme  devient  1",  1147  tang*  A,  et  si  on  fait 
À  =S®,25',  cette  valeur  n'est  encore  que  0",01.  Pour  toute  valeur 
de  h  inférieure  à  S^^^SS'  (et  tel  est  le  cas  ordinaire  dans  les  opéra- 
tions géodésiques)  le  terme  en  question  sera  donc  de  moins  d'un 
centième  de  seconde.  Ce  terme  est  donc  négligeable,  pour  toutes 
les  valeurs  de  h  inférieures  à  S%  c'est-à-dire  dans  le  cas  des  opé- 
rations géodésiques.  Tant  que  h  est  inférieur  à  cette  limite,  la 
valeur  de  ^  se  réduit  donc  à 

p  =  --(sin \  %  sin  2 a,  -i-  2  tang  h  sîn  a,). 

Telle  est  l'expression  simplifiée  et  suffisamment  exacte  de  la 
différence  des  azimuts  géodésiques  et  astronomiques. 

323.  —  Si  donc  on  a  la  latitude  astronomique  A  d'un  point  A, 
et  la  latitude  astronomique  /,  d'un  point  B  et  l'azimut  astronomi- 
que a^  du  point  B  vu  de  A,  on  calculera  les  latitudes  géodésiques 
il — «1  et  /, — «a  des  points  A  et  B,  et  la  valeur  de  p,  et  alors,  avec 
ces  deux  latitudes  géodésiques  et  l'azimut  géodésique  a,  +  p, 
on  calculera  par  les  formules  (1),  (3),  (4)  du  n""  319  l'angle  Pqui 
est  la  différence  de  longitude  des  points  B  et  A.  Telle  est  la  so- 
lution très-  simple  du  problème  proposé  de  la  différence  de  longi- 
tude de  deux  points  dont  on  connaît  les  latitudes  et  l'azimut  de  la 
ligne  qui  les  joint ,  en  ayant  égard  à  la  forme  ellipsoïdale  de  la 
terre.  L'altitude  des  stations  au-dessus  du  niveau  de  la  mer 
n'influe  pas  sur  le  calcul  des  angles  t,  comme  nous  l'avons  vu  en 
traitant  des  parallaxes,  de  sorte  qu'on  n'a  nullement  besoin  d'a- 
voir égard  à  cette  altitude. 

324. — Supposons  une  série  de  points  consécutifs  A,  A',  A'' 

de  même  niveau  au-dessus  de  la  surface  terrestre,  et  tels  que  les 
azimuts  astronomiques  pris  de  l'un  quelconque  de  ces  points  sur 
le  point  précédent  et  le  suivant  diffèrent  de  180"*.  11  en  résulte 
que,  si  la  terre  était  sphérique,  tous  les  points  A,  A',  A"  seraient 
compris  dans  un  même  plan  passant  par  le  centre  de  la  terre, 
et  par  conséquent  renfermés  dans  un  arc  de  grand  cerde.  A 
cause  de  la  courbure  de  la  terre,  les  points  Ao_,  et  A, 4.,  tus 
de  An  ne  seront  pas  dans  l'horizon  astronomique  de  A^^  puisque 
nous  supposons  ces  points  de  même  niveau  :  ils  se  montreront  un 
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peu  en  dépression  de  petites  quantités  que  nous  appellerons  â  et  A', 
et  qui  dépendent  des  distances  des  points  Aq  . ,  à  Âq  et  Âq  ^. ,  à  Âq. 
11  en  résulte,  ainsi  que  nous  l'avons  vu  précédemment ,  que  si 
nous  tenons  compte  de  la  forme  ellipsoïdale  de  la  terre,  les 
azimuts  géodésiques  de  An  _ ,  et  A^  + ,  vus  de  An  ne  seront  pas 
opposés  de  ISO""  exactement,  comme  les  azimuts  astronomiques, 
puisque  leurs  hauteurs  au-dessus  de  Thorizon  seront  — à  et  — h. 
Donc,  avec  la  forme  ellipsoïdale  de  la  terre,  la  série  des  points 
A,  A',  A''.  .  .  ne  sera  pas  comprise  dans  un  môme  plan  passant 
par  le  centre  de  la  terre,  et  la  ligne  formée  par  leur  réunion,  si 
nous  les  supposons  infiniment  rapprochés,  sera  une  courbe  à 
double  courbure.  Une  ligne  définie  à  la  surface  de  la  terre,  comme 
nous  venons  de  l'indiquer,  porte  le  nom  de  ligne  géodésique. 

Prenons  l'expression  de  la  variation  des  azimuts  géodésiques 
en  fonction  de  la  latitude  sur  une  ligne  de  cette  nature. 

Appelons  /,  la  latitude  astronomique  du  point  An  .  <  et  /,  celle  du 
point  An,  et  /, — «\  et  /, — i,  les  latitudes  géo- 
désiques des  mêmes  points.  Appelons  de  plus 
a',  l'azimut  géodésique  du  point  An  vu  de  An.i 
et  a',  celui  de  An^. ,  vu  de  An. 

Soient  PAn  _  »  (fig.  80)  le  méridien  de  An  -  „ 
PAn  celui  An,  PAn  -,  An  ost  alors  égal  à  180* 
— a',.  Or,  dans  le  triangle  sphérique  PAn-, An, 
on  a  par  la  règle  des  sinus 

sin  A»,|  A.P cos  (/,  —  t,) 

sin  a\ 


pris  de  A| 


cos  (/,  —  t'a) 

Or  les  azimuts  astronomiques  de  A„.,  et  An 4 
diflêrent  de  180®,  et  en  appelant — A"  la  hauteur  de  An-,  vu  de  An 
et  —  hl  celle  de  An+,  vu  du  môme  point  An,  les  azimuts  géodé- 
siques diffèrent  de  180®  de  la  quantité  p, —  pô  le  point  An  4., 
n'est  donc  pas  sur  l'arc  du  grand  cercle  An_,  An  prolongé,  mais 
sur  un  arc^partant  de  Ai,  et  qui  fait  l'angle  p, —  p,  avec  cet  arc. 

En  effet,  l'azimut  géodésique  de  An-,  vu  de  An  est  180®  + 
An-i  A„P;  l'azimut  astronomique  était  donc  180^-4-  A„_i  An  P 
—  p,,  et  conmie  l'azimut  astronomique  de  An+,  diffère  de 
4 80® de  celui  An_,,  l'azimut  astronomique  de  A„+,  vu  de  A„  est 
An- ,  An  P  —  p,  ;  pour  le  transformer  en  azimut  géodésique,  il  faut 
y  ajouter  p.  :  donc  l'azimut  géodésique  de  An+t  vu  de  An  est 

An  —  ,  An"  "H  P«"~P,« 
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Or  nous  aurons  ^,  en  remplaçant  h  dans  l'expression  générale 
de  p  par  —  h"  et  Tazimut  astronomique  a,  par  Ao_,  A»  P  —  P„ 
ce  qui  donne,  en  négligeant  le  terme  du  deuxième  ordre  en  tang  k' 
et  les  termes  du  troisième  ordre  en  t, 

p,  =  i  sin^  ï  sin  4(A...  A.P  —  p,)  — *"sinisin(A.„ ,  A.  P— p.)- 

Nous  aurons  ^,  en  remplaçant  de  môme  h  par  — K  et  a,  par 
1 80«  +  A,_ ,  A»  P  —  p,  d'où 

p,  =  5àniism2(A._,A.P  — p,)  +  *'sint8in(A._,A.P— p.) 

et  par  conséquent 

p,- p.  =  -  (*'  +  *")  sinisin  (A...  A.P-P.). 

p,  est  une  quantité  de  l'ordre  du  carré  de  i  par  son  premier 
terme ,  et  de  l'ordre  iK  ou  du  deuxième  ordre  par  son  second 
terme.  On  peut  donc  le  négliger  dans  le  sinus  de  (An.iAnP — Pi), 
et  on  ne  commet  par  là  sur  la  valeur  de  p,  —  p ,  qu'une  erreur  du 
troisième  ordre  en  t\  on  peut  donc  à  volonté  remplacer  sin(A._. 
AbP  —  p.)  par  sin  An  _ ,  A»  P  ou  par  sin  (A»^.  A^P  +  p,  —  p,) 
puisque  p,  est  du  même  ordre  que  pi,  c'est-à-dire  par  l'azimut 
géodésique  de  Aq  h.  i  vu  de  Aq,  azimut  qui  ne  diffère  que  d'une 
quantité  infiniment  petite  de  l'azimut  de  Aq  vu  de  An. .,  de 
sorte  que 

p,  —  p,  =  —  (A'  4- A")  sin  •  sin  a'. 

car  K  et  W  étant  du  premier  ordre,  la  substitution  de  l'une  à 
l'autre  des  deux  quantités  en  question,  qui  ne  diffèrent  que 
d'une  quantité  du  premier  ordre,  est  exacte  à  une  quantité  près 
du  second  ordre  en  K^  quantité  qui  devient  égale  à  zéro  à  la  li- 
mite. 

En  menant  un  plan  par  la  normale  de  A„  et  par  A^  . , ,  la  nor- 
male de  Ab  et  celle  de  A„_.  projetée  sur  ce  plan  feront  un 
triangle  avec  la  ligne  An  An-i.  Or  la  somme  des  trois  angles  du 
triangle  est  égale  à  deux  angles  droits.  L'angle  entre  les  deux 
normales  est  donc  égal  à  la  différence  des  deux  autres  angles  avec 
deux  angles  droits,  différence  qui  est  égale  elle-même  à  K  +  A", 
à  une  quantité  près  du  second  ordre^  qui  s'anéantit  en  passant 
aux  infiniment  petits,  et  qui  provient  de  ce  que  la  normale  en 
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An  _ ,  fait  un  angle  infiniment  petit  avec  le  plan  du  triangle. 
H  4-  A"  est  donc  égal  au  petit  arc  compris  entre  An_,  et  A„, 
lequel  est  lui-même  égal  à  la  différence  des  latitudes  astronomi- 
ques, divisée  par  le  cosinus  de  Fangle  a,.  En  appelant  donc  e//la  dif- 

/// 
férence  des  latitudes  astronomiques,  on  a  —  {K  -h  A")  = 1 

puisque  dans  le  cas  présent  dl  est  négatif,  car  les  latitudes  vont  en 
diminuant.  Par  conséquent  p, —  p,=-h{//sinitanga',,  à  une 
quantité  près  du  troisième  ordre  en  f,  car  en  passant  aux  infini- 
ment petits  les  termes  en  A*,  que  nous  avons  négligés,  disparais- 
sent comme  étant  des  infiniment  petits  du  second  ordre. 
Gela  posé,  l'équation 

sin  A._i  A.  P cos  (f, — i) 

sina'i  cos  (f,  —  t,) 

donne,  en  posant  An  - 1  An  P  =  a'i  +  a, 

sin  o'i  cos  g  +  sin  g  cos  a\ cos(/t — t,) 

sin  a\  cos  (4  —  t.)* 

Si  on  suppose  le  triangle  très-petit,  auquel  cas  cosa=l  aui 
termes  près  de  Tordre  a*,  qui  en  passant  aux  infiniment  petits  de- 
viendront égaux  à  zéro,  on  a 

cos (/|  —  •,)  —  cos(/,  —  O  .        , 
sm  a = — iJ 'Jj- rr-2 2^  tanga',, 

cos  (/a  —  t,)  ^ 

ou  encore 

81Q  a  = -— ..^  ■*  tang  a ,. 

cos  {/,  —  g  °    ' 

Si  on  passe  aux  infiniment  petits,  auquel  cas  4 — l^  =  dl  et 

sin|f/i  +  /t— (n  +  t,)) 
j,  —  î,=: — di  et  enfin j : =  tang  (/  —  i) 

eus  *j  ^^"  jj 

en  appelant  l^-^i  la  latitude  géodésique  correspondant  au  point 
considéré,  on  a 

a  =  tang  (/ — t)  tang  a\  (dl —  d  i). 

Dr  a+  ^2 —  Pi  est  la  variation  da\  de  l'azimut  géodésique,  on 
a  donc  l'équation 

da\=  tang  a\  [tang (/  —  t)  (dl  —  dt)  -h  sin  idl] 
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dans  laquelle  a',  est  Tazimut  géodésique  d'un  point  quelconque  de 
la  ligne  géodésique  et  /  sa  latitude  astronomique,  et  cette  équation 
différentielle  est  rigoureuse  aux  quantités  près  du  troisième  ordre 
en  t,  qui  sont  entièrement  négligeables. 

Pour  intégrer  cette  équation,  nous  remplacerons  sin  t  par  sa 
valeur  en  fonction  de  /,  laquelle  est,  comme  nous  Tavons  \u, 
sin  t  =  A  sin  2  /  +  i  A;*  sin  4/,  expression  dans  laquelle  k  = 

5— -5——^,  M  désignant  l'aplatissement  terrestre. 

L'équation  devient  alors 

cota',dû'.  =  tang(/  — t)(d/— dt)+.A:sin2/rf/  +  i*'sîn4/rf/, 

dont  l'intégrale  est 

log  sin  a',  =  —  log  cos  (/  —  t)  —  ^  ^  cos  2  /  —  j^  k^  cos  4  /+  conslanta. 

On  fera  disparaître  la  constante  en  remarquant  que  cette  équa- 
tion doit  satisfaire  à  l'azimut  primitif  A„  et  à  la  latitude  géodési- 
que primitive  /« — tV  En  substituant  donc  ces  valeurs  à  a,  et /dans 
l'équation  précédente  et  en  retranchant  l'équation  ainsi  obtenue  de 
la  précédente,  il  vient 

(A)         log  sin  a\  —  log  sin  A ,  =  log  cos  (/.  —  t'o)  —  log  cos  (/  —  1) 
+  i^  (cos2 /«  — cosS/)  +  iA;' (cos4/o— cos4  0, 

équation  rigoureuse  à  des  quantités  près  du  troisième  ordre  eo  1, 
complètement  négligeables. 
Si  nous  posons 

\k{co% 2  /«— cos2/)  + 1  A*  (cos 4 /«  —cos 4  /)  =log(i| 
l'équation  devient 

^  '  sin  A,        cos(/—  i) 

Remarquons  maintenant  que 

cos2  {« — cos2  /=2  sin  (/  —  /«)  stn(/  +  /,) 
cos4/o— cos4/=2sin2(/  — /o}sinS(/+/.); 

on  a  donc 

*sin(/— /o)sin{/-h/o)  +  i*•sin2(/-/o)sin2(/+W• 
|A=e 
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Nous  allons  maintenant  développer  Téquation  (B)  jusqu'aux 
quantités  de  Tordre  k^. 

Pour  cela  développons  \l  jusqu'aux  quantités  de  cet  ordre,  en 
négligeant  les  quantités  de  Tordre  supérieur,  il  vient 

jA=i  +  *8in(/— /o)8in(/+/o)  +  i*'sin2(/  — /o)sinî(/+/o) 

+  i  *»  sin»  (/  —  /o)  sin-  (/+ /o). 

Développons  maintenant  — 7737T  jusqu'aux  termes  de  l'or- 
dre A'.  En  remarquant  que  cos  i^  =l/l  —  sin*  f „  =  1  —  \  sin'  i^ 
aux  termes  près  du  quatrième  ordre  en  i„,  c'est-à-dire  en  A:, 
puisque  t.  est  de  Tordre  de  A,  et  de  même  que  cos  î  =  1  —  \  sîn*  f , 
si  nous  mettons  pour  sin  i^  sa  valeur  sin  i^-=  k  sin  2l^+  \  A*  sin  4  /^ 
et  pour  sin  i  sa  valeur  sin  t = fc  sin  2  /  + 1  A*  sin  4  /,  Tune  et  l'autre 
exactes  jusqu'aux  termes  de  Tordre  h?^  il  vient,  en  négligeant  les 
termes  de  Tordre  supérieur  à  A% 


cos  (A 


f —  e)       cos  /  \ 


cos  \l- 
+ 2  *•  (sin*  /—  sin*  /o)  -  4  Aj«  sin  '  /  (sin*  h—  sin*  l)\ 

+/)  sin  2  (/o—  0 — 2  *•  (2—  cos  2 1)  sin  (/o—  l)  sin  {/o4-/)\ 
Substituant  cette  valeur  dans  Téquation  (B),  il  vient 

,nl  sin  a,        COS/o    ,     .  COS/o    i^n  t\   i     n      ,    i\ 

(C)  '-r-^= 7+  * 7  sin(/o  —  l)s\n (/o  +  /) 

^  '  sm  A,      cos  /         cos  /  ' 

+  *•  îHl's  r  i  sin  2  (/o  —  /)  sin  2  {U  -h'O  — 2  (2-.cos  2  /)  sin  {U 
-Osin  (/o  +/)— fsin»  {U—  /)  sin*  (/o  +  /)l. 

Remarquons  maintenant  que,  si  la  terre  était  sphérique,  on 

aurait 

sinfl^ cos /p. 

sinA,       cos/  ' 
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En  appelant  a.  la  valeur  de  d^  donnée  par  cette  équation  et 
flo  4-  a  sa  valeur  donnée  par  l'équation  (C) ,  on  a 

sin  (flo  "H  g) sin  Op  cos  »  -t-  cos  Cq  sin  « 

sinA,       ~"  sin  A, 

sin  d  cos  / 

ou  en  remplaçant  ^jj^par  sa  valeur— rj,  et  en  négligeant  le 

carré  de  sin  |  a 

sin  (gp  +  g)  _  cos/o_,^  cos  Aq  sin  « 
sin  A,      ^cos/  sin  A, 

En  substituant  dans  l'équation  (G),  il  vient  donc 

(D)  sin.=  «A^*£2!i.sin(^.-/)sin(/.-hO 

sin  A,  . .  cos/p  r  •   •   r.  /t        «    .    «.  #t 

-— -  ** 5    {sin2(/p  —0  sin  2(/o+/) 

cosa©      cos/L*         ^         '  \«-T-/ 

—  2  (2— cos  2  Osin  (/«—/)  sin(/p  +  /)  —  | sin»  (/o  —  O sin» (/«+/)]. 

Telle  est  l'expression  de  la  valeur  de  a  ou  de  la  correction  à  ap- 
pliquer à  l'azimut  calculé  dans  l'hypothèse  de  la  terre  sphérique 
pour  avoir  cet  azimut  dans  l'hypothèse  de  la  terre  ellipsoïdale. 

325.  —  Sin  Ai  sin  (/p —  /)  est  nul  dans  le  méridien  ou  A,  =  0,  et 
si  la  distance  des  deux  points  considérés  est  petite,  il  est  nul  aussi 
perpendiculairement  au  méridien»  car  alors  sin  (4 —  /)  est  à  peu 
près  égal  à  zéro  et  tend  vers  cette  valeur  à  la  limite.  Donc,  si  od 
considère  deux  points  peu  éloignés  placés  sur  une  même  ligne 
géodésique,  c'est  quand  cette  ligne  fait  un  grand  angle  avec  le 
méridien  et  avec  la  perpendiculaire  à  ce  cercle  que  a  est  maxi- 
mum. Nous  avons  déjà  reconnu  en  effet  antérieurement  quec*est 
pour  l'azimut  de  45**  que  les  différences  entre  les  azimuts  astrono- 
miques et  géodésiques  sont  maxima.  C'est  donc  dans  cet  azimut 
que  la  déviation,  par  l'effet  de  la  forme  ellipsoïdale  de  la  terre,  se 
fait  le  plus  sentir. 

Sin  (/o  -4-  /)  est  maximum  quand  /p  -h  /  =  90« ,  c'est-à-dire 
quand  la  latitude  moyenne  de  la  ligne  géodésique  est  de  43*. 
Pour  une  même  valeur  de  (/«  —  /),  le  produit  sin  (/. — /)sîn 
(/p + /)  sera  donc  maximum  pour  4  +  /  =  45*.  Ainsi,  si  on  sup- 
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cos  / 
pose  Tare  4  —  /  très-petit,  auquel  cas j  diffôre  peu  deTunité, 

la  valeur  maximum  de  a  aura  lieu  pour  Âi  =  iS""  et  /+/o= 

Voyons  quelles  seront  dans  cette  condition  les  valeurs  de  a,  en 

i  1 

remarquant  que  pour  u  =  sjtb,  k  =  ^^       et  log  A  =  7,51641. 

Si  on  fait  4  —  /  =  10%  on  trouve,  en  ayant  égard  seulement 
au  terme  du  premier  ordre  en  k ,  que  a  =  1'  26",71  ;  si  on 
a  égard  au  terme  en  â*,  c'est-à-dire  à  la  valeur  complète,  on 
trouve  que  la  vraie  valeur  de  a  est  T  26",12.  Le  terme  en  ^ 
n'influe  donc  sur  la  valeur  de  a  que  de  0",S9.  Ceci  prouve  le  peu 
d'importance  de  ce  terme  qui,  dans  les  conditions  que  nous  ve- 
nons d'examiner,  se  trouvait  dans  les  conditions  du  maximum  du 
facteur  principal  de  ses  deux  derniers  termes,  car  pour  4+  /sQO"*, 
le  facteur  sin  (/« — l)  sin  {l^  +  l)  est  maximum  ;  le  terme  ren- 
fermant sin  2  (/o  —  l)  sin  2  (/o  +  /)  est  alors  égal  à  0,  car 
sinl80*  =  0. 

Pour  déduire  de  l'équation  (G)  la  valeur  de  sin  a,  nous  avons 
négligé  un  terme  en  sin*  j  a.  Or,  pour  la  valeur  déjà  considéra- 
ble que  nous  venons  de  supposer  à  /»  —  /,  et  qui  dépasse  la  lon- 
gueur de  la  plupart  des  opérations  géodésiques  que  l'on  a  à  faire, 
en  levant  une  carte,  on  voit  que,  dans  les  conditions  de  maximum, 
\  a  n'atteint  pas  45''.  Or,  dans  ces  conditions,  sin  *  ^  a  égale  à 
peu  de  chose  près  k  ',  quantité  de  l'ordre  que  nous  avons  négligé. 
Donc  la  formule  (D)  est  exacte  aux  termes  près  de  l'ordre  A',  qui 
sont  complètement  négligeables,  comme  le  prouve  au  reste  le  peu 
d'importance  du  terme  en  k^^  lequel  n'est  qu'une  fraction  de 
seconde. 

Si,  toujours  dans  les  mêmes  conditions  de  4  +  /  ==  90"*  et 
At  =  45%  on  fait  4  —  /  =  5%  on  trouve  que  a  =  0'  50",23  en 
ayant  égard  au  premier  terme  en  k.  Le  terme  en  A'  influerait 
à  peine  sur  cette  valeur. 

Si  maintenant  nous  voulons  voir  ce  que  a  deviendrait  dans  les 
basses  latitudes,  en  faisant  toujours  Aj  ^  45",  /« — /=  5**  et  l^  + 
/=  40%  d'où  4=  22%30'  et  /=  17%30',  on  trouve,  en  ayant 
égard  seulement  au  terme  du  premier  ordre  en  k^  que  a  =: 
0'  35'',68  si  on  néglige  le  terme  en  k^. 

Supposons  maintenant  que,  dans  les  mêmes  conditions  de  lati- 
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tude,  c'est-à-dire  pour  /.  —  /  =  5*  et  /.  -*-  /  =  40**,  on  suppose 
l'angle  Ai  beaucoup  plus  petit  que  45"*,  par  exemple,  de  20'',  on 
trouverait  alors,  en  négligeant  le  terme  en  A:*,  qui  est  à  peu  près 
insensible,  a  =13",32. 

Ainsi,  même  dans  ce  cas,  qui  est  un  des  plus  défavorables,  puis- 
que la  latitude  est  petite  et  l'angle  avec  le  méridien  petit,  les  dif- 
férences entre  les  azimuts  calculés  dans  l'hypothèse  de  la  terre 
sphérique  et  dans  sa  condition  réelle  d'un  aplatissement  de 
^  dépasse  encore  d'une  manière  notable  les  limites  d'erreur 
des  observations. 

Vu  l'influence  presque  nulle  du  terme  dépendant  du  carré  de  A, 
on  voit  que  la  difiérence  a  entre  les  azimuts  réels  à  l'extrémité 
d'une  ligne  géodésique  et  les  azimuts  calculés  à  partir  de  celui 
du  point  de  départ  dans  l'hypothèse  de  la  terre  sphérique  sont  sen- 
siblement proportionnels  à  k.  Si  donc  dans  une  région  de  la 
terre,  comme  cela  a  lieu  en  France,  par  exemple,  l'aplatissement 

répondant  à  cette  région  a  une  valeur  double  de  la  valeur  ^^ïë  Qu^ 

nous  avons  admise  dans  les  calculs  précédents,  on  voit  que  la  valeur 
de  a  sera  doublée.  C'est-à-dire  que ,  pour  la  latitude  moyenne 
de  45''  et  des  arcs  de  lO*',  une  différence  de  cet  ordre  sur  l'aplatis- 
sement se  manifesterait  par  un  excès  de  déviation  de  1'  26'',  et  pour 
un  arc  de  S'',  par  un  excès  de  déviation  de  50",  pour  un  azimut 
de  45^*  au  départ  ;  et  pour  le  même  azimut  et  une  latitude  moyenne 
de  20^" ,  les  excès  de  déviation  seraient  de  36",  et  atteindraient 
encore  13"  pour  un  azimut  de20\  De  telles  déviations  seraient 
facilement  indiquées  par  les  observations ,  et  même  on  pourrait 
en  manifester  une  petite  fraction.  Ce  fait  prouve  donc  que,  par 
des  observations  azimutales  convenablement  dirigées,  on  peut  dé- 
terminer la  valeur  de  k  qui  convient  à  la  région  qu'on  explore,  avec 
une  approximation  qui  devient  très-notable  pour  des  arcs  courts, 
même  dans  les  basses  latitudes  si  l'azimut  de  départ  est  d'en- 
viron 43%  et  cette  approximation  devient  très-grande  pour  les 
latitudes  voisines  de  45"". 

Si,  au  lieu  d'un  azimut  de  départ  de  45%  on  prenait  un  azimut 
de  13S^,  les  déviations  seraient  encore  plus  grandes  pour  une 
même  valeur  des  différences  et  des  sommes  des  latitudes;  seule- 
ment dans  ce  cas  /« — /  devient  négatif,  car  /  serait  plus  grand 
que/o.  La  valeur  de  a  serait  donc  négative.  Mais  sa  grandeur  ab- 
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solue  serait  supérieure  à  celle  qui  a  lieu  pour  Tazimut  de  départ 

de  43",  car  le  facteur  — j  serait  plus  grand  que  l'unité  pour  / 

plus  grand  que  /«,  tandis  qu'il  était  plus  petit  pour  /  plus  petit 
que  /o,  et,  comme  conséquence,  cos  a^  serait  plus  petit  que  pour 

Tazimut  de  45",  car  sin  135**  =  sîn48*  et  sina,= JsînA.; 

cos/         ^ 

donc^o  serait  plus  grand  pour  Ai  =  1 3S^  qu'il  n'est  pour  A« = 4S% 

sin  A 

et  par  conséquent  cos  a»  serait  plus  petit,  le  facteur ^,  comme 

cos  Oq 

le  facteur  — j,  serait  donc  plus  grand  pour  A,=  135**,  que  pour 

A.=45\ 

Pour  A,  =  225**,  les  valeurs  de  a  seraient  égales,  toutes  choses 
semblables  d'ailleurs,  à  celles  qui  ont  lieu  pour  A,=:  135",  ou 
en  général  pour  A,  =180"+ m,  elles  seraient  égales  à  ce  qu'elles 
sont  pour  A|  =  180* — m,  seulement  le  signe  serait  contraire, 
car  sin  (180"  +m)=z —  sin  (180"  — m).  Il  y  aurait  donc  écart 
semblable  du  méridien  pour  les  angles  correspondants  180"+ m 
et  180« — m.  La  même  chose  a  lieu  pour  les  angles  m  et — m. 

Si  A,  était  beaucoup  plus  grand  que  45",  mais  encore  assez  loin 
de  90",  comme  pour  Ai= 70",  à  moins  d'opérer  sur  des  arcs  très- 
longs,  on  ne  pourrait  pas  employer  entre  les  latitudes  des  points 
extrêmes  d'aussi  grandes  différences  que  pour  des  valeurs  plus 

sin  A 

petites  de  Aj  ;  mais  comme  par  compensation  le  facteur î- 

serait  beaucoup  plus  grand,  les  déviations  seraient  encore  très- 
notables. 

Ainsi,  en  réalité,  les  différences  d'azimut  aux  deux  extrémités 
d'une  même  ligne  géodésique  de  quelques  degrés  de  longueur 
font  connaître  l'aplatissement  convenant  à  la  région  explorée, 
pourvu  que  ces  azimuts  diffèrent  d'une  vingtaine  de  degrés  du 
méridien  ou  de  l'arc  perpendiculaire. 

326.  —  Il  faut  remarquer  que  les  différences  azimutales  aux  deux 
extrémités  de  la  ligne  géodésique,  différences  dont  nous  avons  parlé 
jusqu'ici,  se  rapportent  aux  azimuts  géodésiques  des  deux  extré- 
mités de  la  ligne  et  non  aux  azimuts  astronomiques.  Mais  nous 
avons  vu  que  l'azimut  astronomique  a  égale  l'azimut  géodésique  a^ 
moins  la  quantité  p  qui  n'est  que  d'une  fraction  de  seconde,  tant 
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que  h  est  voisin  de  zéro.  Les  difiTérences  entre  les  azimuts  astro- 
nomiques a  et  a!  des  deux  extrémités  de  la  ligne  sont  donc 
sensiblement  égales  aux  différences  entre  les  azimuts  géode- 
siques  a^  et  â\,  et  cela  d'autant  plus  que  les  valeurs  de  ^  sont 
presque  égales  aux  deux  extrémités  de  cette  ligne.  En  effet  on  a 

«  =  «,  —  p==a,  — ^(sin^tsinSa  +  atangAsina) 
o'=  o',  — p'=a',  — i  (sini  i8in  2  o'+  2tangA'siiio'); 

Z 

on  a  donc 

a — a'=fl,  — «',  — ^  sin|t  (sin2a— sinâa') — i*(taDgAsina 

z 

— tangA'sinaO, 
ou 

a  —  a'=  û,  —  o',  —  t  sin  i  »  sIr  (a  — a')  cos(a  +  a')  — î(tangAsiDa 

— tangA'sina') 

Or  a  diffère  peu  de  a';  a  —  a'  est  donc  un  très-petit  arc  ;  t  sin  { i 
sin  (a — 0%  qui  est  âéjà  du  deuxième  ordre  en  t  devient  donc  une 
quantité  du  troisième  ordre,  et  si  de  plus  a  diffère  peu  de  45"*,  au- 
quel cas  a + a'  diffère  peu  de  90"",  cos  (a  +  a!)  diffère  peu  de  zéro, 
t  sin  \  i  sin  (a  —  a')  cos  (a  +  a')  devient  donc  du  quatrième  ordre 
dans  ce  dernier  cas.  Si  donc  h  et  h'  sont  nuls,  on  a  a  —  d  = 
^i — ^1^  d^s  quantités  près  du  troisième  ou  du  quatrième  ordre. 
Si  h  et  h'  ne  sont  pas  rigoureusement  nuls,  mais  sont  très-petits 
et  de  même  signe,  la  différence  tang  A  sin  a  —  tang  h'  sin  a'  est 
aussi  une  quantité  presque  nulle  ;  son  produit  par  t  sera  donc  éga- 
lement négligeable.  Il  n'y  a  conséquemment  que  si  h  et  h*  étaient 
un  peu  grands  que  la  différence  des  azimuts  astronomiques  différe- 
rait d'une  quantité  appréciable  de  celle  des  azimuts  géodésiques  ; 
mais  pour  les  azimuts  pris  sensiblement  dans  l'horizon  astronomi- 
que, onaa  —  a'=a| — a'|à  moins  d'un  centième  de  seconde  près. 

Donc  la  différence  entre  les  azimuts  astronomiques  obserfés 
aux  deux  extrémités  d'une  ligne  géodésique  est  altérée  d'une  quan- 
tité a  représentée  par  la  formule  (D),  quantité  que  fera  connaître 
la  différence  entre  la  différence  réellement  observée  et  celle  que  le 
calcul  donnerait  dans  l'hypotbèse  de  la  terre  sphérique  en  partant  de 
l'azimut  de  l'une  des  extrémités.  En  substituant  pour  a  cette  valeur 
dans  l'équation  (D),  on  peut  en  tirer  la  valeur  correspondante  de  i. 
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Dans  la  formule  (D) ,  Tazimut  A|  est  Tazimut  géodésique  de  la  ligne 
géodésique  au  point  de  départ.  Mais,  cet  azimut  ne  différant  de 
l'azimut  astronomique  que  d'une  quantité  du  second  ordre  en  i  et 
par  conséquent  en  kj  tant  que  h  est  nul  ou  voisin  de  zéro ,  on  voit 
qu'on  peut  substituer  dans  la  formule  (D)  l'azimut  astronomique 
connu  du  point  de  départ  à  l'azimut  géodésique,  qui  est  inconnu 
tant  qu'on  ne  connaît  pas  k^  et  cela  à  une  quantité  près  du  troi* 
sième  ordre  en  i. 

327,  —  Dans  le  calcul  de  la  formule  (D),  nous  avons  supposé  tous 
les  points  de  la  ligne  géodésique  de  même  niveau.  Mais  cette  suppo* 
sition,que  nous  avions  faite  pour  simplifierla  démonstration,  n'est 
pas  nécessaire,  et  la  formule  (D)  est  exacte,  même  dans  le  cas  où 
la  ligne  géodésique  suivrait  les  aspérités  du  sol. 

Pour  le  faire  voir,  nous  remarquerons  que  dans  la  démonstra* 
tion  de  la  formule  (D) ,  la  condition  du  niveau  de  la  ligne  géodési- 
que n'est  intervenue  que  pour  nous  permettre  de  négliger  les 
termes  en  A'*  et  A"*,  —  h'  et  —  h"  étant  la  dépression  d'un  point 
vu  du  point  contigu,  parce  que,  pour  des  points  de  môme  niveau, 
la  dépression  h  est  un  infiniment  petit  du  1"  ordre,  ce  qui  rend 
A'  du  2'  ordre,  et  par  conséquent  égal  à  zéro. 

L'expression  générale  de  p  est  en  effet,  en  négligeant  les  termes 
du  3"*  ordre  en  t , 

p  =  -siniisiû2a,+itangAsina,  +^sini  taûg'Asin  2ai. 

Or  appelons  toujours  comme  précédemment — h'  la  hauteur 
d'un  point  A^- ,  vu  de  A„,  et  — h"  celle  d'un  point  A»+,  vu  de  A„, 
L'azimut  géodésique  de  A„_,  vu  de  A„  est  180**  +  A„_  ^  An  P  ou 
180**  +  a,  en  posant  A„«,  AnP= a.  Son  azimut  astronomique  est 
donc  1 80*  -4-  a  —  pi ,  et  comme  l'azimut  astronomique  de  A„+ ,  dif- 
fère de  180®  de  celui  de  A»-»,  il  faut  y  ajouter  P»  pour  le  trans- 
former en  azimut  géodésique,  de  sorte  que  l'azimut  géodésique  de 
An^.vu  de  A„est«-4-p,— pi. 

Or  nous  aurons  p,  comme  précédemment  en  remplaçant  h  dans 
l'expression  générale  de  p  par  —  A"  et  a,  par  l'azimut  astro- 
nomique a  —  pi,  ce  qui  donne 

* 

* 

p,  =  isinitsin2(a— PO— «tangA"sîn(a— p.) 

+  i  sin  •  tang'  A"  sin  2  (a  —  p,). 

z 
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d'où 


Nous  aurons  ^i  en  remplaçant  de  même  h  par  — h  et  Ot  P^ 
180*+ (a— p,),  d'où 

p,  =  1  sîn \  i  sîn 2  (a  —  p,) 4-«  tang K  sin  (a— pj 

z 

+^  an  t' tang*  A' sin  2  (a— p,), 

p,  —  p.  =  — «(tangA*  +tang  A'08in{a— p.) 
4- 1  sin  î  sin  2  (a  —  p.)  (Ung*  A"—  tang»  A*). 

Gela  posé,  considérons  une  portion  de  la  ligne  géodésique  qui 

se  relève,  de  sorte  que  A«  (fig.  51)  est  plus 
^^  haut  que  A,  . , ,  et  A,+ ,  plus  haut  qne  A„ 
et  menons  les  normales  en  ces  trois  points. 
L'élément  infiniment  petit  A«  _  i  A«  A^^.!  de 
la  ligne  géodésique  peut  être  regardé  comme 
se  confondant  avec  sa  tangente  à  des  quan- 
tités près  infiniment  petites,  et  dès  lors 
h'=—h"  à  une  quantité  près  infiniment 
petite.  * 

Or,  cette  quantité  infiniment  petite  est  égale  à  l'angle  de  deux 

normales  consécutives,  ou  à •  On  a  donc  A'-h  A"= 

'         cosa  cosa 

comme  dans  le  cas  où  les  points  auraient  été  de  niveau.  En  effet, 

dans  le  triangle  formé  par  deux  normales  consécutives  et  la  ligne 

qui  joint  les  deux  points  où  ont  été  menées  ces  normales,  la  somme 

des  deux  angles  de  cette  ligne  de  jonction  avec  les  normales  est 

égale  à  180*,  moins  l'angle  des  deux  normales,  qui  est 


AjmI 


n«.  SI. 


cosa 


et  de 


plus  la  sonune  des  deux  angles  A  et  A'  est  égale  à  la  sonune  des 
angles  en  question  diminuée  de  180*,  puisque  les  angles  A  et  K 
sont  deux  angles  avec  les  perpendiculaires  aux  normales^  et  non 
avec  oes  normales  eUesHoièmes* 

La  différence  est  donc  précisément  égale  à  — — —  ,etparcon- 

dl 


oosa 


séquent,  quel  quesoit  A',  on  a  A'  +h"  =• 

Dévdoppons  maintenant  sin  (a— p.)  et  sin  2(a--^)  dans  la 
valeur  que  nous  avons  donnée  ci-dessus  pour  ^ — p. ,  et  remu^ 
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quons  que  p,  étant  de  Tordre  i,  on  peut  faire  cos^i=l  à  des 
quantités  près  de  Tordre  t*.  Or,  comme  le  premier  terme  de  la 
valeur  de  p, — p,  est  de  Tordre  t,  et  le  second  terme  de  Tordre  i', 
ce  remplacement  de  cos  p,  par  Tunité  est  possible  à  des  quan- 
tités près  de  Tordre  f,  que  nous  négligeons.  Sin  p,  peut  à  plus  forte 
raison  être  remplacé  par  p,  à  des  quantités  près  de  Tordre  î'.  En 
développant  donc,  faisant  ces  substitutions,  mettant  pour  p,  sa 
valeur  et  négligeant  les  quantités  de  Tordre  i',  et  enfin  substituant 
pour  t*  la  valeur  correspondante  isint,  il  vient,  en  remarquant  de 
plus  que  cos  asina=  ^  sin  2  a 

p,  — ft  =  — t  (  tang /«' +  tang  A")  sina 

■4-^  sin  t  tang  A"  (tang  h'  +  tang  A")  sin  2  a. 

z 

Or,  de  Téquation  A'  +  A"=—  —  ontireA'=— A" —, 

^  cosa  cos  a 

d'où 

tong  A'=—  tang  /'a"+  — "^  =—  tang  A"—  (l+tang*  A")  -li-. 
^  ^  \^         cosay  ^  '^      '  cosa 

en  négligeant  les  infiniment  petits  du  deuxième  ordre  :  donc 

tang  A'  +  tangA^s  — (1  -4- tang*  A")  J^L; 

cosa 

en  substituant,  il  vient,  en  remarquant  que  la  substitution  de 

dl  dl      .        11    j    .         .    . 

tang par exige  celle  de  «  par  sm  t, 

'^cosa       cosa     °  *^  ' 

p,  —  p^  =  (1  +  tang»  A")  sin  t  tang  a  dl 

dl 


— (l+tang*  A'O  sinUin  t  tang  A"  sin  2  a  • 


â  cos  a- 


p^ —  p^  étant  un  infiniment  petit  du  premier  ordre,  on  peut  comme 
précédemment  à  des  quantités  pf  es  infiniment  petites  du  deuxième 
ordre,  remplacer  a  par  a + p»  —  Pi  ou  par  a.  ;  on  a  donc  défini- 
tivement 


p,  —  p,  =  (1  -4-  tang*  A")  sin  î  tang  a,  dl 

m 

-—  (4  +  tang*  h")  un  i  sin  t  tang  h"  sin  2  a, 


dl 


2  ^  cos  a, 

Si  on  supposait  les  divers  points  de  niveau,  auquel  cas  A"=o,  la 
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formule  se  réduirait  à  ^ — p,=siiit  tangage//,  formule  que  nous 
avons  employée  pour  la  démonstration  de  la  formule  (D). 

Mais  si  tang  A",  sans  être  rigoureusement  nul,  est  de  Tordre  t\ 
on  a  également,  en  négligeant  les  termes  du  troisième  ordre 
en  iy 

Pt — p.  —  sin  t  tang  a,  dlj 

Donc  la  formule  (D)  ne  cesse  pas  d'être  exacte  aux  termes  près 
du  troisième  ordre  en  i,  que  nous  avons  négligés  pour  l'obtenir. 

Mais  tang  h"  peut  même  n'être  pas  sans  cesse  de  l'ordre  t  sur 
toute  la  longueur  de  la  ligne  géodésique,  et  cependant  la  formule  (D) 
être  encore  exacte  ;  car  d'abord  le  terme  en  sin  2a,  étant  multi- 
plié par  tang  h"j  change  de  signe  avec  l'inclinaison,  et  comme 
en  passant  par-dessus  les  aspérités  du  sol,  h"  change  de  signe 
continuellement ,  ce  terme  s'annulera  sensiblement  dans  Tin- 
tégrale  de  ^, —  ^,,  et  comme  il  est  déjà  du  deuxième  ordre  en  t, 
dans  l'équation  différentielle,  il  est  complètement  négligeable. 
Quelles  que  soient  donc  les  grandeurs  par  oh  passe  A",  on  peut 
faire  simplement  p,  —  p,  =  sin  t  (1  +  tang*  h")  tang  a.rf/. 
D'un  autre  côté,  comme  il  arrive  dans  le  tracé  des  lignes  géo-* 
désiques  que  h"  n'atteint  jamais  que  quelques  degrés,  tang  'A"  est 
une  quantité  toujours  très-petite  et  à  peu  près  de  l'ordre  t.  En 
faisant  donc  pa — ^,  =  sin  i  tang  a.  d/,  on  ne  conmiet  en  réalité 
qu'une  erreur  du  deuxième  ordre  en  t,  sur  les  points  où  h^  atteint 
ses  plus  grandes  valeurs.  Mais  l'erreur  sur  l'intégrale  ne  serait  du 
même  ordre  que  si  h"  conservait  toujours  ses  grandes  valeurs  sur 
la  tots^ité  de  la  ligne  géodésique,  ce  qui  n'a  pas  lieu,  car  souvent 
il  s'annule  ou  au  moins  devient  négligeable.  L'erreur  sur  l'inté- 
grale tombera  donc  beaucoup  au-dessous  des  erreurs  du  deuxième 
ordre  en  t ,  et  par  conséquent  on  peut  toujours  considérer  l'équa- 
tion (D)  conmie  exacte  aux  termes  près  du  troisième  ordre,  même 
quand  la  ligne  géodésique  n'est  pas  de  niveau. 

328.  —  Dans  la  pratique,  on  ne  peut  pas  tracer  sur  la  sur&oe  du 
globe  une  ligne  géodésique  par  points  contigus  ;  on  est  obligé  de  don- 
ner aux  lignes  de  visée  une  certaine  longueur,  et  il  en  résulte  qu'oo 
ne  peut  que  placer  une  série  de  jalons  distants  les  uns  des  autres, 
et  dont  on  considère  l'ensemble  comme  indiquant  le  parcours  de 
la  ligne  géodésique.  La  différence  entre  cette  manière  de  procéder 
et  l'hypothèse  de  la  contiguïté  que  nous  avons  supposée  pour  la 
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démonstration  de  la  formule  (D)  consiste  uniquement  en  ce  que, 
dans  le  cas  de  la  contiguïté,  dl  est  un  infiniment  petit  du  premier 
ordre,  de  sorte  qu'en  négligeant  son  carré,  nous  ne  négligions 
rien,  tandis  que  dans  le  cas  de  la  pratique,  dl  n'est  pas  infini- 
ment petit;  mais  pourvu  qu'on  n'étfiJt)lisse  qu'une  faible  distance 
entre  les  signaux  consécutife^  de  sorte  que  dl  soit  un  très-petit 
arc,  son  carré  sera  négligeable,  et  en  n'y  ayant  pas  égard,  on 
retombera  sur  la  formule  (D) .  Cette  formule,  calculée  dans  l'hy- 
pothèse de  la  contiguïté,  est  donc  applicable  au  cas  de  la  pratique, 
pourvu  que  l'intervalle  des  signaux  ne  dépasse  pas  quelques  cen- 
taines de  mètres,  de  sorte  que  dl  soit  d'une  fraction  de  minute.  Si, 
dans  la  formule  (D),  on  néglige  les  termes  en  t*,  dl  peut  môme 
atteindre  quelques  kilomètres,  et  on  a  encore,  aux  quantités  près 
de  l'ordre  t% 

(E)  sin  a  =  2ÎB-A»  k  ^5i^  sin  (/«  — /)  sin  (/«  +  /). 

'  cos  ao     cos  /  ^ 

Il  est  bon  de  noter  d'ailleurs  que  l'écart  entre  les  stations  a 
pour  effet  de  réduire  les  valeurs  maximum  de  l'angle  A,  de  sorte 
que  la  ligne  géodésique  tracée  passant  par  les  points  culminants  des 
inégalités  du  sol,  ne  suit  pas,  comme  dans  l'hypothèse  de  la  conti- 
guïté, la  totalité  des  contours  des  inégalités  du  sol,  conune  pour 
descendre  dans  les  plus  grandes  dépressions.  Sous  ce  rapport,  les 
conditions  de  la  pratique  rendent  moins  sensible  encore  l'influence 
du  défaut  de  niveau  de  la  ligne  géodésique. 

Supposons  donc  qu'en  un  certain  point  A  on  détermine  la  lati- 
tude /o6t  l'azimut  astronomique  a  d'un  autre  point  voisin  Â'^  choisi 
dételle  sorte  que  cet  azimut  fasse  un  grand  angle  avec  le  méridien  et 
avec  sa  perpendiculaire  ;  supposons  ensuite  qu'on  se  transporte  au 
point  Â',  et  qu'on  place  un  signal  en  un  autre  point  voisin  et  exac- 
tement opposé  A'',  c'est-à-dire  dont  l'azimut  difière  de  ISO""  exac- 
tement de  celui  de  A.  Après  quoi  on  se  transportera  en  A"  et  on  y 
placera  un  signal  en  autre  point  opposé  A"',  dont  l'azimut  diffère 
de  ISO""  de  celui  de  A',  et  ainsi  de  suite.  Supposons  qu'on  soit 
arrivé  enfin  en  un  point  Aq,  où  on  s'arrêtera,  et  où  on  déterminera 
la  latitude,  que  nous  appellerons  /,  et  où  on  mesurera  par  des 
observations  célestes  l'azimut  astronomique  du  point  précédent 
Ab  .1.  En  retranchant  180^  de  cet  azimut^  on  aura  l'azimut  du 
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point,  que,  si  nous  avions  continué  la  ligne,  nous  aurions  appelé 
À.  ^  I  ;  nous  appellerons  d  cet  azimut. 

Gela  posé,  il  est  évident  que  si  la  terre  était  sphérique,  les  points 
A,  Â',  Â'',  Â"'...  Ab  seraient  sur  un  arc  de  grand  cercle  de  cette 
sphère,  et  par  conséquent  Tazimut  du  point  A.  ^  i  vu  de  A.  serait 
donné  par  l'équation 

cos/. 


.1      ^VJ  »o 

cos/ 


sin  a  o  = r^  sin  a 


en  appelant  d^  la  valeur  qu'il  aurait  alors. 

Mais  la  terre  n'étant  pas  sphérique,  les  points  en  question,  au 
lieu  d'un  arc  de  cercle  représenteront  une  ligne  géodésique,  et  en 
appelant  k  l'aplatissement  correspondant  de  la  région  considérée, 
l'azimut  du  point  A.^|  vu  de  A^,  serait  égal  à  l'azimut  a.  cal- 
culé dans  l'hypothèse  de  la  terre  sphérique  et  en  sufqposant  l'azimut 
primitif  A,  au  lieu  de  a^  A.  étant  égal  à  l'admut  géodésique  ou 
a-i-  p,  lequel  azimut  ^o  serait  augmenté  de  la  quantité  a  donnée 
par  l'équation  (D).  On  a  donc 

sin  «o  = ?  sm(a  -h  a). 

cos  I      ^    •  •  / 

Or  pétant  une  quantité  du  deuxième  ordro  en  t,  pourvu  que  le 
niveau  de  A.  diffère  peu  de  celui  de  A ,  si  nous  n^ligeons  provi- 
soirement les  quantités  du  deuxième  ordre,  nous  pouvons  poser 

005  / 

aux  quantités  près  de  cet  ordre  sin  a^  =  sin  a'.  =  — r'sîntf, 

et  nous  avons  vu  de  plus  qu'on  peut  remplacer  A,  par  a  dans  l'é- 
quation (D)  aux  quantités  près  du  troisitoae  ordre. 

Ayant  donc  calculé  d.y  on  comparera  la  valeur  à  l'azimut  ob* 
serve  a',  et  la  difleronce  d  — a'«  qui  devient  alors  une  quantité 
connue  est  égale  à  a,  qui  se  trouve  ainsi  connu. 

Reportons  cette  valeur  de  a  dans  l'équation  (E)  qui  n'est  autre 
que  la  formule  (D)  dans  laquelle  on  néglige  le  terme  en  i*,  et 
remarquons  que  dans  cette  formule  (E)  on  peut  remplacer  A,  par 
a  et  €!•  par  a',  aux  quantités  près  du  troisième  ordre.  H  vient  en 
faisant  cette  substitution  et  résolvant  l'équation  (E)  par  rap- 
portait 

.  ^  sinacoso^ cosf 

■~      sina      co6<»sin(/o — /)8in(£,-|-// 
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et  cette  valeur  de  k  est  exacte  à  des  quantités  près  du  second 
ordre. 

Si  on  veut  avoir  la  valeur  de  A  à  des  quantités  près  du  troisième 
ordre,  on  pourra ,  à  l'aide  de  cette  valeur  très-^ipprochée  de  k^ 
calculer  l'angle  %  entre  le  zénith  vrai  et  le  zénith  apparent  pour  le 
point  de  départ  A.  Â  l'aide  de  cette  valeur  de  %  on  calculera  ^  qui 
est  donné  par  la  formule. 

p  =  -  (sin  I  i  sin  â  ai+2  tang  h  sin  a^ . 

On  connaîtra  alors  l'angle  A, = a  +  p  et  l'équation  sin  a»  = 
— j-sîn  (a  +  p)= j  sin  A,  fera  connaître  l'angle  ««•  Subs- 
tituant alors  pour  k^  sa  valeur  approchée  dans  le  terme  en  Af  de 
l'équation  (D),  on  aura  numériquement  la  valeur  de  ce  terme,  que 
l'on  retranchera  de  la  valeur  connue  de  sin  a.  Appelant  m  la 
valeur  de  sin  a  diminuée  de  celle  du  terme  en  A*  et  qui  sera  ainsi 
connue,  on  aura  aux  quantités  près  du  troisième  ordre 

.      m  C06  Oo  cos  / 

»== — : : : — : — rr r 


ttcosap cosi 

sin  A,    cos  /«  sin  (/«  —  0  sin  (/«  +  0 


et  comme  les  quantités  du  troisième  ordre  sont  entièrement  né- 
gligeables, on  voit  qu'on  pourra  regarder  la  valeur  dé  k  comme 
exactement  connue. 

329. — Dans  ce  qui  précède,  nous  avons  supposé  quelaligne  AA. 
était  exactement  une  ligne  géodésique ,  c'est-à-dire  que  les  points 

consécutifs  A,  A',  A" A»  étaient  exactement  à  180"*  les  uns  des 

autres  en  azimut.  Dans  la  pratique,  cette  condition  est  à  peu  près 
impossible  à  remplir.  Mais  heureusement  elle  n'est  pas  nécessaire 

pourvu  que  les  latitudes  astronomiques  des  points  A,  A' A. 

soient  déte^^inées.  D  est  bon  toutefois^  à  cause  des  erreurs  pos- 
sibles sur  ces  latitudes,  que  les  divers  points  consécutifs  soient 
presque  opposés,  c'est-ànlire  qu'ils  ne  s'éloignent  pas  beaucoup 
de  la  ligne  géodésique  qui  réunit  les  points  extrêmes. 

Pour  le  faire  voir,  soient  (fig.  62)  P  le  pôle,  PA,  PA' 

PAn  les  méridiens  des  divers  points  A,  A' A«. 

Supposons  qu'en  tous  les  points  A,  A',  A" A^  on  ait  déter- 

3& 
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miné  la  latitude,  et  qu'en  A,  on  ait  déterminé  l'azimut  astrono- 
mique PAÂ'  de  A',  puis  qu'en  A'  on  ait  me- 
suré l'angle  azimutal  AA'A",  puis  en  A\ 
l'angle  A' A"  A"",  et  ainsi  de  suite  jusqu'en  A. 
où  on  détenninera  l'azimut  astronomique 

*  Aj|A,i«,. 

Si  la  terre  était  sphérique ,  dans  le  trian- 
gle PAA',  on  connaîtrait  les  côtés  PA  et  PA\ 
compléments  des  latitudes,  et  l'angle  PAA' 
Fig.  52.  mesuré.  On  en  tirerjut  donc  l'angle  PA'A 

sîn  PA 
dont  le  sinus  est  égal  à    .    j^.,  sin  PAA'.  L'angle  PA'A  étant 

°        sm  PA  ° 

ainsi  déterminé,  on  aurait  l'angle  PA'A",  qui  est  égài  à  l'angle 

mesuré  AA'A" —  PA'A.  Alors  dans  le  triangle  PA'A",  on  aurait 

les  deux  côtés  PA'  et  PA",  compléments  des  latitudes  de  A'  et  A" 

etl'anglePA'A'',  on  pourrait  donc  calculer  de  môme  l'angle  PA"A, 

d'où  on  tirerait  l'angle  PA"A',  et  ainsi  de  suite  jusqu'à  A^ ,  où  on 

aurait  l'angle  F  A»  A^  . .. 

Mais  la  terre  n'étant  pas  sphérique,  tous  les  angles  PA'A, 
PA''A',  etc.,  sont  un  peu  modifiés,  de  sorte  que  l'angle  final 
PAn  An  _ .,  déduit  du  calcul  dans  l'hypothèse  delà  terre  sphérique, 
difière  de  l'angle  PA,;Am..  réellement  observé^  et  nous  allons 
faire  voir  que  la  différence  est  du  môme  ordre  de  grandeur  que 
celle  qu'on  aurait  obtenue  sur  l'azimut  final  de  la  ligne  géodésique 

kdd'cT o^.,  A»^  en  calculant  cet  azimut  dans  l'hypothèse  de 

la  terre  sphérique,  auquel  cas  la  ligne  géodésique  se  confond  avec 
un  arc  de  grand  cercle. 

En  effet,  en  appelant  toujours  /«  la  latitude  du  point  A  et  f  la 
latitude  du  point  A',  /''  celle  du  pointW',  et  ainsi  de  suite,  si  nous 
prenons  sur  la  ligne  géodésique  qui  va  de  A  à  A^  le  point  a'  qui  a 
la  môme  latitude  que  A',  et  si  nous  appelons  toujours  Ai  l'azimut 
géodésique  de  départ  [de  cette  ligne  au  point  A,  nous  aurons  pour 
la  différence  entre  l'azimut  final  de  la  ligne  géodésique  Ao',  azimut 
calculé  dans  l'hypothèse  de  la  terre  sphérique,  et  l'azimut  réel,  une 
quantité  a  donnée  par  l'équation  (D).  De  môme,  pour  le  point  d*  de  la 
ligne  géodésique  Ao'a" . . . .  A» ,  qui  a  la  môme  latitude  que  A" ,  nous 
aurons  également  une  différence  donnée  par  réquation(D)  en  subs- 
tituant à  l'azimut  géodésique  A|  au  départ  en  A,  l'azimut  géodé- 
sique de  départ  qui  a  lieu  en  d^  et  ainsi  de  suite;  et  c'est  la  somme 
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de  ces  déviations  qui  se  reporte  sur  l'azimut  final  calculé  dans 

l'hypothèse  de  la  terre  sphérique^  et  qui  donne  la  différence  ob- 

senée  en  A«. 

Or,  si  on  considère  la  ligne  géodésique  menée  de  A  à  A',  la 

différence  en  A'  entre  l'azimut  observé  et  celui  qui  aurait  été  calculé 

dans  l'hypothèse  de  la  terre  sphérique  est  également  donnée  par 

la  formule  (D),  et  puisque  nous  supposons  que  les  points  A'  et  a 

ont  même  latitude,  les  angles  (/„ —  /)  et  (4  +  /)  sont  les  mômes 

dans  les  déviations  a  calculées  par  cette  formule  pour  ces  deux' 

points;  la  même  chose  a  lieu  pour  les  valeurs  du  coefBcient 

cos/ 

—7.  Les  deux  déviations  ne  diffèrent  donc  qu'en  ce  que  les  azi- 

muts  en  A  des  deux  lignes  géodésiques  kci  et  AA'  diffèrent  un 

sin  A 
peu,  ce  qui  change  la  valeur  du  coefficient î.  Mais  comme 

^  °  COSOtt 

nous  avons  supposé  le  point  A'  peu  distant  de  la  ligne  géodésique 

Aa'a'^....An,  ies  angles  Ai  diffèrent  peu  l'un  de  l'autre  pour  les 

points  A'  et  a',  et  il  en  est  de  même  alors  des  angles  a^^  puisque 

cos/ 
Oo  est  donné  par  l'équation  sin  a^  =  — j  sin  Ai ,  dans  laquelle 

cos/ 

— TT  a  la  même  valeur  pour  A'  et  a'.  Donc  les  deux  valeurs  de 

sin  A 

7r~  diffèrent  peu.  Il  en  est  de  même  pour  les  lignes  géodésiques 

o'a"  et  A'A"iqui  ont  même  différence  de  latitude  à  leurs  extré^ 
mités,  et  dont  les  azimuts  de  départ  ne  sont  pas  non  plus  très- 
différents  ,  et  ainsi  de  suite.  La  somme  des  déviations  a  sur  la 

hgne  brisée  AA' A" A»  sera  donc  à  la  somme  des  déviations  sur 

la  ligne  géodésique  Ao'o".....  A^,  dans  un  rapport  très-voisin  de 
l'unité,  puisque  pour  chaque  portion  correspondante,  le  rapport 

sm  A 

entre  les  valeurs  de •  reste  toujours  voisin  de  l'unité  pour 

cos«o 

les  fragments  Aj^  Aj^.,  et  «itat-,.  Donc  la  déviation  totale  sur 
l'azimut  PAnA„_ ,  sera  à  celle  qui  a  lieu  sur  l'azimut  de  l'extré- 
^té  de  la  ligne  géodésique  AA^  dans  un  rapport  très -voisin  de 
l'unité,  et  cela  d'autant  plus  que  les  rapports  pour  les  divers 
^agments  de  la  ligne  ont,  tout  en  restant  voisins  de  l'unité,  été 
^Qtôt  plus  grands,  tantôt  plus  petits  que  sur  la  ligne  géodésique. 
Ainsi  on  pourra,  pour  obtenir  la  valeur  de  A,  substituer  à  la  ligne 


532  GÉODÉSIE  APPLIQUÉE 

géodésique  AA»  une  ligne  brisée  entre  A  et  A^ ,  pourvu  qu'on  dét^- 
mine  les  latitudes  en  chaque  point  de  brisure  et  l'angle  azimutalde 
brisure.  On  obtiendra  alors  la  valeur  de  k  avec  le  môme  d^gré  d'ap- 
proximation que  si  on  avait  tracé  la  ligne  géodésique  elle-même. 
Remarquons  de  plus  qu'en  négligeant  les  termes  du  second 
ordre  en  kj  chacune  des  déviations  partielles  sur  un  sèment  de 
la  ligne  brisée  est  proportionnelle  à  k.  Leur  somme  ou  la  dévia- 
tion totale  est  donc  proportionnelle  à  k^  comme  dans  le  cas  de  la 
ligne  géodésique. 

330.  —  On  voit  donc  qu'on  pourra  obtenir  la  valeur  de  k  répon- 
dant à  une  région  du  globe,  en  déterminant  les  latitudes  d'une 

série  de  points  A,  A\  A'' An,  et  les  angles  azimutaux  A  A'  A", 

A'  A"  A",  etc.,  ainsi  que  les  hauteurs  au-dessus  de  l'horizon  de 
chaque  point  vu  de  l'autre,  et  enfin  les  azimuts  astronomiques 

des  deux  extrémités  de  la  ligne  brisée  A  A'  A" An,  c'est-à-dire 

l'azimut  astronomique  de  A'  vu  de  A,  et  celui  de  An  - ,  vu  de  A^. 

Pour  cela,  on  calculera,  comme  nous  l'avons  dit  précédenmient, 
l'azimut  astronomique  de  An  _ ,  vu  de  Ag  en  partant  de  celui  de  A' 
vu  de  A  dans  l'hypothèse  de  la  terre  sphérique,  et  nous  appellerons 
B  la  valeur  obtenue  ;  puis  on  fera  le  même  calcul  pour  un  apla- 
tissement arbitraire  k  (le  mieux  est  de  choisir  l'aplatissement 
moyen  de  la  terre).  Nous  appellerons  B'  la  valeur  ainsi  obtenue; 
on  aura  alors  aux  termes  près  du  second  ordre,  en  appelant  V 
l'azimut  donné  par  l'observation 

B'— B:  A'::  B"— B:*, 

puisque  les  déviations  sont  proportionnelles  à  k.  De  cette  pnqior- 
tion  on  tirera  une  valeur  de  k  exacte  aux  quantités  près  du 
second  ordre.  Nous  verrons  plus  loin  le  moyen  de  l'obtenir  aux 
quantités  près  du  troisième  ordre  ;  mais  auparavant  il  faut  que 
nous  indiquions  avec  détails  comment,  dans  l'hypothèse  de  l'aida- 
tissement  A',  on  calculera  l'azimut  de  An-i  vu  de  An  à  l'aide  de 
celui  de  A'  vu  de  A. 

331.  —  Pour  cela,  nous  corrigerons  d'abord  de  la  réfraction 
terrestre  les  hauteurs  d'où  chaque  signal  a  été  vu  de  l'autre. 
Cette  correction  est  facile  et  nous  allons  indiquer  le  moyen  de  h 
faire.  Soit  h  la  hauteur  au-dessus  de  l'horizon  d'où  le  point  A' 
a  été  vu  de  A ,  et  h  celle  d'où  A  a  été  vu  de  A'  {h!  sera  négatif 
si  h  est  positif).  Dans  le  triangle  formé  par  le  pAle  et  les  deux 
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points  A  et  A',  calculons,  à  l'aide  de  leurs  latitudes  astronomi- 
ques et  de  Tazimut  A'  vu  de  A,  Tare  AA'  dans  l'hypothèse  de  la 
terre  sphérique.  Cet  arc  représenterait  l'angle  des  deux  normales 
en  A  et  A',  si  la  terre  était  réellement  sphérique,  et  il  n'en  diffère 
que  d'une  quantité  excessivement  petite  et  négligeable  à  cause 
du  peu  de  distance  des  points  A  et  A.Le  calcul  se  fait  d'ailleurs 
par  les  formules  (1)  (3)  (4)  du  n^  319,  formules  qui  donnent  l'an- 
gle P.  La  règle  des  sinus  qui  convient  dans  ce  cas,  puisque  A  A 
étant  très-petit  est  bien  donné  par  son  sinus,  donne  ensuite 

.    .  . ,      sin  F  ces  r 

smAA  = : y 

sma 

dans  laquelle  /'  est  la  latitude  de  A'  et  a,  l'azimut  de  A  vu  de  A. 
Gela  posé,  soit  A  0  (fig.  S3)  la  normale  en  A  et  AO  la  normale  en 
A.  L'angle  AO  A  ou  l'angle  des  normales,  que  nous  appelons  fi, 
nous  est  donné  par  ce  qui  précède.  En  appelant  hi  la  hauteur 
vraie  de  A  vu  de  A,  on  a  A' A  0  =  90"  -i-  Aj,  et  en  appelant  h\ 
la  hauteur  de  A  vu  de  A,  l'angle  A  A  0 = 90*  -i-  h\.  Or  les  trois 
angles  du  triangle  sont  ^aux  à  deux  angles  droits,  on  a  donc 

90»  +  A,  +90°  +  A',  +  n  =  180% 
ou 

A.  +  A',  +  »=0. 

Mais  le  rayon  lumineux,  au  lieu  de  décrire  la  ligne 
droite  A  A,  a  décrit  la  courbe  AcA!  h  cause  de  la 
réfraction;  A'  a  donc  été  vu  trop  haut  de  A  d'une 
quantité  (t  égale  à  l'angle  entre  la  tangente  à  cet  arc 
et  la  corde  AA,  de  sorte  qu'on  a  A|=A — (a.  De 
plus,  A  a  été  également  vu  de  A,  trop  haut  et  d'une 
quantité  égale  à  l'angle  entre  la  tangente  à  l'arc  AcA!  ^<8. 53. 
et  la  corde  A  A,  lequel  angle  est  aussi  sensiblement  égal  àfx, 
comme  l'a  fait  voir  M.  Biot  dans  son  Mémoire  sur  la  réfraction. 
(Les  différences  que  l'expérience  a  indiquées  entre  cette  hypo- 
thèse et  la  réalité  sont  d'ailleurs  d'un  ordre  tellement  petit  qu'elles 
ne  peuvent  introduire  d'erreur  dans  le  cas  présent,  même  quand 
les  observations  n'auraient  pas  été  simultanées,  mais  faites  dans 
deux  états  atmosphériques  différents.)  On  a  donc  h\:=h  —  (ji. 
Substituant  ces  valeurs  de  hx  et  A',  dans  l'équation  A,  +  h\  +  n 
=0,  il  vient 

A+A'+ns=2[ji, 
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équation  qui  donne  la  valeur  de  {&,  puisque  hj  h  et  n  sont  connus, 
et,  par  suite,  on  en  tire  les  hauteurs  i^es  Ai  et  A'i,  par  les  équa- 
tions A,=A — (A  et  A'i=A' — (t. 

332.  —  Les  observations  se  trouvant  ainsi  ramenées  à  ce 
qu'elles  auraient  été  sans  la  présence  de  Tatmosphère,  on  calcule, 
à  l'aide  de  la  valeur  k'  adoptée  pour  l'aplatissement,  la  valeur  de 
l'angle  t  aux  points  A  et  Â',  et  on  en  tire  les  latitudes  géocentriques 
'o  —  *o9 1  —  t^  des  points  Â  et  Â'.  Puis,  à  l'aide  de  l'azimut  a  et  de 
la  hauteur  A,  on  calcule  la  valeur  de  p  par  les  formules  que  nous 
avons  données ,  et  on  en  tire  pour  l'aplatissement  supposé  l'azi- 
mut géodésique  a  -h  ^  de  Â  vu  de  A'.  Le  triangle  P  A  A'  se  trouve 
alors  ramené  à  un  vrai  triangle  sphérique  dans  lequel  les  cAtés 
PA  et  PA  égaux  aux  compléments  des  latitudes  géocentriques 
lo  —  h  et  t — iy  sont  connus  ainsi  que  l'angle  P  A  A',  supplément 
de  l'azimut  géodésique  a+  ^.  On  en  tire  donc  l'angle  P  A' A  par 
la  règle  des  sinus ,  qui  convient  dans  ce  cas,  puisque  nous  sup- 
posons que  les  azimuts  choisis  ne  sont  pas  voisins  de  90*.  L'angle 
P  A  A  +  180"*  est  l'azimut  géodésique  de  A  vu  de  A.  A  l'aide  de  la 
latitude  r  de  A',  de  la  valeur  i  de  t  et  de  la  hauteur  A'„  corrigée 
de  réfraction,  à  laquelle  A  a  été  vu  de  A  et  enfin  de  l'azimut  géodé- 
sique de  A  vu  de  A\  on  calcule  la  différence  ^  des  azimuts  géo- 
désiques  et  astronomiques^  de  sorte  que  180^  + PA A  —  p'est 
l'azimut  astronomique  de  A  vu  de  A.  (Si  A\  est  très-petit,  la  va- 
leur de  ^1  ainsi  obtenue  est  exacte  aux  termes  près  du  troisième 
ordre  en  t  ;  mais,  si  A'^  est  grand,  il  est  bon  de  calculer  ^  une  se» 
conde  fois  en  substituant  l'azimut  astronomique  donné  par  la 
première  approximation  de  l'azimut  géodésique,  et  on  a  ^'  à  une 
quantité  près  du  troisième  ordre  :  c'est  cette  nouvelle  valeur  de 
^  qu'on  emploie  pour  avoir  l'azimut  astronomique  de  A  vu  de  A'.) 

L'azimut  astronomique  de  A  vu  de  A'  étant  ainsi  obtenu,  on  en 
retranche  l'angle  azimutal  A  A  A"  mesuré,  et  on  a  l'azimut  de  A 
vu  de  A.  On  se  trouve  alors,  pour  le  triangle  PA  A',  dans  les 
mômes  conditions  qu'on  se  trouvait  à  l'origine  pour  le  triangle 
P  A  A.  On  y  corrige  les  hauteurs  de  la  même  manière  de  l'effetde 
la  réfraction  ;  on  transforme  le  triangle  en  triangle  géodésique,  et 
on  calcule  l'angle  P  A'  A'  ;  on  en  tire  de  même  l'azimut  astrono- 
mique de  A  vu  de  A",  et,  en  en  retranchant  l'angle  A' A'^A",  on  a 
l'azimut  de  A*'  vu  de  A".  On  peut  alors  calculer  le  triangle  PA"A*, 
et  ainsi  de  suite  jusqu'au  dernier,  pour  lequel  on  a  alors  dans 


A  LA  GÉOGRAPHIE.  535 

l'hypothèse  de  kz=ik  l'azimut  final  deÂo.i  vu  de  An.  En  le 
comparant  à  l'azimut  obsenré  et  à  celui  qu'on  a  calculé  dans  l'hy- 
pothèse de  la  terre  sphérique,  on  peut  alors  obtenir  la  valeur  de  k 
par  la  proportion  du  n^  330  (1). 

La  valeur  de  A;  étant  connue,  à  des  quantités  près  du  deuxième 
ordre  en  i,  on  aura  par  la  méthode  de  l'interpolation  proportion- 
nelle, cette  valeur  avec  une  approximation  plus  grande  et  attei- 
gnant jusqu'aux  termes  du  troisième  ordre,  que  nous  avons  né- 
gligés dans  nos  formules.  Pour  cela,  on  prendra  deux  valeurs  de  A, 
l'une  un  peu  plus  petite,  l'autre  un  peu  plus  grande  que  la  valeur 
obtenue  par  la  première  approximation ,  et  on  fera  de  nouveau 
successivement  le  calcul  avec  chacune  de  ces  valeurs.  En  appe- 
lant alors  B|  l'azimut  final  donné  par  la  plus  petite  des  deux  va- 
leurs supposées ,  que  nous  appellerons  k^^ ,  et  B,  l'azimut  final 
donné  par  la  plus  grande  que  nous  appellerons  k^ ,  appelant  tou- 
jours B"  l'azimut  observé,  nous  aurons  pour  trouver  la  correction 
X  à  appliquer  à  k^  pour  avoir  la  vraie  valeur  de  k  la  proportion 

Ba— B,  :K  —  k,  ::  B"— B,  :  j7, 
d'où 

^  =     g    D*  {*»  *>)» 

et  A;.  +  ^  est  la  vraie  valeur  de  k. 

333.  —  Il  est  bon  de  rappeler  ici  ce  que  nous  avons  démontré 
dans  le  chapitre  des  parallaxes,  à  savoir  que ,  dans  le  calcul  des 
angles  t  entre  le  zénith  vrai  et  le  zénith  apparent,  il  n'est  pas  néces* 
saire  de  tenir  compte  de  l'altitude  des  stations  au-dessus  du  niveau 

(1)  U  importe  de  remarquer  que  dans  ce  cas  les  erreurs  dans  le  calcul  des 
réfractions  sont  sans  influence  sur  le  résultat,  à  cause  de  leur  peu  d'influence 
sur  h^  lequel  lui-même  intervient  si  peu,  à  cause  de  la  petitesse  de  ^,  même 
pour  de  grandes  yaleurs  de  h.  Si  donc  on  n'a  pas  mesuré  les  hauteurs  réci- 
proques, mais  Tune  d'elles  seulement^  on  peut  faire  \k  =.  0,08  n,  Texpérience 
ayant  appris  que  le  facteur  0,08^  assez  variable  d^ailleurs,  convient  à  la 
moyenne  des  cas. 

Ainsi,  si  du  point  A,  par  exemple,  on  a  mesuré  la  hauteur  apparente  h 
de  A',  on  diminuera  h  de  la  quantité  0,08  AO  A',  ou  0,08  n,  puisque  nous 
avons  appelé  n  l'angle  A  0  A',  A  0  A' étant  d'ailleurs  calculé  comme  nous  l'a- 
vons dit  précédemment,  et  on  aura  la  hauteur  vraie  ht  de  A'  vu  de  A.  On  en 
déduira  la  hauteur  vraie  A'  de  A,  vu  de  A' à  l'aide  de  Téquation  A|+  h'+  nz=zo 
dans  laquelle  h^  et  n  seront  alors  connus. 
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de  la  mer.  Ce  calcul  se  fera  donc  en  employant  directement  les 
latitudes  astronomiques  observées,  et  on  aura  les  latitudes  géodési- 
^ues  exactes  en  retranchant  les  angles  t  des  latitudes  mesurées. 
Mais  dans  le  calcul  effectué  dans  Thypothèse  de  la  terre  sphérique» 
les  latitudes  astronomiques  observées  doivent  être  diminuées  de 
l'augmentation  qu'elles  subissent  par  l'effet  de  l'altitude  sous  l'in- 
fluence de  la  rotation  terrestre^  augmentation  qui ,  comme  nous 
l'avons  vu  dans  le  chapitre  des  parallaxes,  a  pour  expression,  en 
appelant  H  la  hauteur  de  la  station  au-dessus  du  niveau  de  la 
mer  et  R  le  rayon  terrestre  moyen, 

sin2/H  i 
sinrR288* 

Mais,  en  général,  cette  correction  est  négligeable  ;  elle  ne  devrait 
ôtre  prise  en  considération  que  pour  de  très-grandes  valeurs  de  H, 
comme  nous  Tavons  déjà  vu  en  la  démontrant.  En  ai^liquant  la 
correction  que  nous  venons  d'indiquer,  les  résultats  deviennent 
complètement  indépendants  de  l'altitude  des  stations  employées, 
aussi  bien  pour  les  stations  extrêmes  que  pour  les  stations 
centrales. 

334.  —  Le  seul  inconvénient  qu'il  y  a  pour  la  détermination  de 
la  valeur  de  A  à  ce  que  les  points  A,  A',  A" ...  A»  ne  soient  pas 
sur  une  même  ligne  géodésique,  c'est  que  les  latitudes  des  points 
intermédiaires  A',  A"  .  .  .  Aq..  interviennent  dans  le  calcul  de 
la  valeur  de  A;,  tandis  que,  dans  le  cas  où  les  points  sont  sur  une 
même  ligne  géodésique ,  nous  avons  vu  que  cette  valeur  s'obtient 
sans  avoir  4gard  aux  latitudes  des  points  intermédiaires,  dont  elle 
est  alors  indépendante.  Or,  dans  la  détermination  des  latitudes 
des  points  intermédiaires,  on  commet  de  petites  erreurs  d'obser- 
vation, et  en  outre  les  attractions  locales  elles-mêmes  introduisent, 
en  modifiant  la  direction  de  la  verticale,  de  petites  anomalies  indé- 
pendamment des  erreurs  d'observation.  La  valeur  de  A:  se  trouve 
donc  modifiée  par  ces  petites  erreurs.  Mais  heureusement,  pourvu 
qu'on  choisisse  les  points  A',  A"  .  . .  Aa.xde  manière  à  s'écarter 
peu  de  la  ligne  géodésique  de  A  à  Ag ,  ce  qui  a  lieu  si  les  points 
consécutifs ,  au  lieu  d'être  rigoureusement  opposés  en  azimut,  ne 
font  entre  eux  en  les  comptant  dans  le  même  sens  que  des  angles 
voisins  de  180",  tantôt  en  plus,  tantôt  en  moins,  les  erreurs 
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sur  les  latitudes  intermédiaires^  quelle  que  soit  leur  origine»  n'in- 
fluent pas  sensiblement  sur  le  résultat. 

En  efiet,  les  déviations  de  la  verticale  ne  modifient  pas  sensible- 
ment sur  les  azimuts,  car  elles  n'atteignent  jamais  que  quelques 
secondes,  et  elles  sont  très-petites  par  rapport  aux  valeurs  maximum 
de  l'angle  i  qui,  connue  nous  l'avons  vu,  en  passant  des  azimuts 
astronomiques  aux  azimuts  géodésiques,  n'influe  lui-môme  que 
d'une  fraction  de  seconde  à  ses  valeurs  maximum.  Une  déviation 
de  10", ou  70  fois  moindre  environ  que  la  valeur  maximum  de  i, 
ne  ferait  donc  sur  les  azimuts  astronomiques  qu'une  différence 
de  moins  d'un  centième  de  seconde,  si  h  est  petite  comme  il  ar- 
rive dans  les  opérations,  et  cela  quel  que  soit  d'ailleurs  le  sens  de 
cette  déviation.  On  peut  donc  considérer  que  les  déviations  de  la 
verticale,  aussi  bien  dans  le  sens  du  méridien  que  dans  le  sens 
perpendiculaire,  ne  modifient  pas  les  azimuts  observés ,  tant  que  A 
est  petit,  et  il  est  toujours  facile  de  choisir  des  stations  de  manière 
à  satisfaire  à  cette  condition. 

Les  azimuts  n'étant  pas  modifiés,  les  déviations  de  la  verticale 
par  les  attractions  anormales  n'agissent  sur  le  calcul  que  par  une 
modification  des  latitudes,  et  par  conséquent  de  la  même  manière 
que  les  erreurs  d'observation.  Or,  si  une  latitude  d  un  des  points 
intermédiaires  est  supposée  trop  grande  par  exemple,  sa  différence 
avec  celle  du  point  précédent  sera  trop  petite  et,  avec  celle  du  point 
suivant,  trop  grande  de  la  même  quantité.  Dès  lors  la  formule  (D) 
appliquée  entre  ce  point  et  le  point  précédent  donnerait  pour  a  une 
valeur  trop  petite;  appliquée  entre  le  môme  point  et  le  point  sui- 
vant, elle  donnerait  une  valeur  trop  grande  à  très-peu  près  de  la 

cos/  siniV 

môme  quantité,  pourvu  que — f ■'  sin  (4+/)  y  conserve  sen- 

cos  *  cos  a^ 

siblement  la  môme  valeur,  ce  qui  aura  lieu  si  les  trois  points  sont 
presque  en  ligne  droite,  et  ce  qui  aurait  exactement  lieu  s'ils 
étaient  sur  la  môme  ligne  géodésique.  Il  y  a  donc  compensation 
des  trè&-petites  erreurs  introduites  par  les  latitudes  des  points  in- 
termédiaires, s'ils  sont  placés  dans  le  voisinage  de  la  ligne  géodé- 
sique de  A  à  An,  de  telle  sorte  que  les  angles  formés  par  trois  d'en- 
tre eux  soient  toujours  voisins  de  ISO**.  Il  faudra  donc,  autant  que 
possible,  satisfaire  à  cette  dernière  condition,  si  on  se  propose 
d'obtenir  par  la  méthode  que  nous  venons  d'indiquer  la  dé- 
termination de  la  valeur  de  kj  et  alors  la  valeur  obtenue  sera 
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indépendante  des  déviations  de  la  verticale  aux  points  inter- 
médiaires. EUe  sera  indépendante  également  des  déviations 
de  la  verticale  9  c'est-à-dire  des  attractions  locales  dans  le 
sens  perpendiculaire  au  méridien  pour  les  points  extrêmes.  U 
n'y  aura  que  les  déviations  dans  le  sens  du  méridien  qui,  affec- 
tant les  latitudes  des  points  extrêmes,  pourront  avoir  une  influence 
dans  le  calcul.  Mais  Terreur  résultante  sera  elle-même  du  deuxième 
ordre.  En  effet,  supposons  qu'on  ait  mené  une  ligne  géodésique 
entre  les  points  A  et  An,  la  déviation  a  en  A^  sera  donnée  par 
l'équation  (D),  dans  laquelle  l'arc  /« —  /  sera  toujours  un  arc  de 
plusieurs  degrés  ;  une  erreur  de  quelques  secondes  sur  cet  arc 
et  sur  l'arc  beaucoup  plus  grand  /»  +  /  est  la  seule  erreur  que  les 
erreurs  des  latitudes  extrêmes  puissent  introduire.  Or,  en  mettant 
pour  a  sa  valeur  déduite  de  l'observation,  l'erreur  sur  k  sera,  par 
rapport  à  la  valeur  de  k,  de  l'ordre  de  l'erreur  sur  /«  —  /,  c'est- 
à-dire  de  l'ordre  de  1"  ou  2"  par  rapport  à  un  degré,  ou  de 
37^  à  j^  de  la  valeur  dé  k.  Donc  on  peut  considérer  la  valeur  de  k 
comme  complètement  indépendante  de  toutes  les  déviations  de  la 
verticale  par  les  attractions  anormales  même  aux  points  extrêmes. 

Il  est  encore  bon  de  remarquer  que  s'il  existe  beaucoup  de  points 
d'observation  entre  A  et  A.,  les  déviations  des  latitudes  intermédiai- 
res parles  attractions  anormales,  ainsi  que  les  erreurs  sur  les  lati- 
tudes, tendraient  à  se  compenser  les  unes  les  autres  quand  même 
les  divers  points  ne  seraient  pas  dans  le  voisinage  de  la  ligne  géo- 
désique menée  de  A  à  Â«,  et  il  en  résulterait  que  l'erreur  restante 
serait  à  peu  près  du  même  ordre  que  l'erreur  sur  les  latitudes 
extrêmes  dans  le  cas  de  cette  ligne  géodésique.  Ainsi,  bien  qu*0 
soit  préférable  de  choisir  les  stations  dans  le  voisinage  de  cette 
ligne,  des  stations  intermédiaires  quelconques  pourraient  encore 
conduire  à  une  valeur  de  k  qu'on  pourrait  regarder  comme  in- 
dépendante des  déviations  anormales  de  la  verticale  par  les  attrac- 
tions locales. 

335.  —  Considérons  deux  points  A  et  A'  visibles  l'un  de  l'autre 
quoique  très-éloignés.  Aiqpelons  toujours  /«  la  latitude  de  A,  t 
celle  de  A!  et  a  l'azimut  de  A'  vu  de  A. 

Si  la  terre  était  sphérique,  l'azimut  de  A  vu  de  A'  serait,  eo 
l'appelant  ISO*"  +  a»  donnée  par  l'équation 

C08  /«  ^.    ' 
smao= résina. 
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Mais  avec  l'aplatissement  A,  cet  azimut,  en  appelant  t»  et  t*  les 
angles  aux  points  Â  et  Â'  entre  le  zénith  vrai  et  le  zénith  appa- 
renty  serait,  en  l'appelant  180  +  Oi ,  donné  par  l'équation 

Cherchons,  aux  termes  près  de  l'ordre  k*,  la  différence  a,  —  a», 
différence  que  nous  appellerons  a.  Et  remarquons  d'abord  que, 
comme  nous  l'avons  vu  précédemment , 

cos{lo-q     c^  52i^-sin(;,-f)sin{/,+0, 

cos  (/  —  f ')      cos  /  cos  /        ^  '       ^  ' 

et  que  ^1=^0  +  «,  de  sorte  que  sin  (^i  +  P')  =  sîn  a^  +  cos  ao 
sîn  a  +  cos  ûo  sin  P'  et  sin  (a  +  Po)  =  sin  a  +  cos  a  sin  p©. 
On  a  alors 

sin  ùo  +  cos  ao  sin  a  =  S^^sina+U  ^^  sin  (/o— Osin  (/o+O  sin  a 

+  ^^^y.^^°~^y  cos  a  sin  po  —  sin  p' cos ap. 

Or,  si  A  est  petit,  po  et  p'  peuvent  déjà  être  regardés  comme 
du  second  ordre  en  s.  De  plus,  ils  sont  presque  égaux,  cos  a  dif- 

cos  (l  ^^  f  ^ 

(Ôre  très-peu  de  cos  a^  et  — 7^ — ^  diffère  peu  de  l'unité.  Donc 

^  cos  (r —  I  )  "^ 

— ^.J?~  ^1  cos  a  sin  po  —  cos  a  sin  p'  peut  être  regardé  comme 

sensiblement  nul,  et  certainement  il  est  au  plus  du  second  ordre 
en  k*.  Nous  pouvons  donc  le  négliger  et  en  ayant  égard  à  ce  que 

sin  «o  = Ti  sin  a,  il  nous  viendra 

cos  / 


^;-  ^ a    5111  o    L 

sin  a  =  z  .  K 


sin  a  «  cotlo  ...       m  •  /#    .  m 

* z  sin  (/o—  0  sra  (/o  +  0* 

cosco     cosr       ^         f      \^       f 


C'est-à-dire  que  la  déviation  observée  sur  la  visée  directe  de  Â' 
à  A  sera,  aux  termes  près  du  second  ordre,  termes  qui  sont  pres- 
que nuls,  double  de  ce  qu'elle  aurait  été  sur  le  dernier  élément  de 
la  ligne  géodésique  menée  de  Â  à  Â^ 

Il  y  a  donc  un  grand  avantage  à  substituer  les  visées  directes 
entre  deux  points  très-éloignés  à  la  ligne  géodésique  qui  les  joint, 
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et  par  là  on  augmente  à  la  fois  la  précision  du  résultat  et  la  sim- 
plicité de  Topération. 

Si  entre  deux  points  A  et  An  éloignés  de  S  à  6""  en  latitude,  on 
peut,  en  quatre  ou  cinq  visées,  relier  A»  à  A  par  une  chaîne  com- 
binée d'azimuts  et  de  latitudes,  les  termes  du  second  ordre  né- 
gligés entre  les  points  deux  à  deux  ne  se  trouveront  répétés  que 
quatre  ou  cinq  fois.  Par  conséquent,  ils  n'atteindront  pas  encore 
une  valeur  appréciable  et  pourront  continuer  d*6tre  négligeables. 

La  déviation  finale  sur  Tazimut  du  dernier  point  déterminée  par 
la  méthode  que  nous  avons  donnée  sera  donc  sensiblement  double 
de  celle  dont  nous  avons  obtenu  l'expression.  On  voit  donc  qu'on  n'a 
pas  avantage  à  suivre  la  courbure  de  la  ligne  géodésique,  et  qu'en 
appliquant  à  de  longues  visées  la  méthode  que  nous  avons  indi- 
quée, on  arrivera  à  déterminer^ A;  avec  une  approximation  à  peu 
près  double  de  celle  que  nous  aurait  donnée  la  ligne  géodésique, 
puisque  les  différences  entre  l'azimut  observé  à  l'extrémité  de  la 
ligne  brisée  et  l'azimut  calculé  dans  l'hypothèse  de  la  sphéricité  de 
la  terre  seront  doublées  et  atteindront,  par  conséquent  (pour  l'a- 
platissement moyen  de  ôtt»  9  au  quarante-cinquième  parallèle,  pour 

une  différence  de  K""  en  latitude,et  pour  des  azimuts  d'environ  48*), 
jusqu'à  l'40'',  et  pour  un  aplatissement  deux  fois  plus  fort,  comme 
celui  delà  France,  jusqu'à  3'  20''.  On  voit  donc  avec  quel  degré  remar- 
quable d'approximation  la  valeur  dek  pourra  ôtre  obtenue.  L'emploi 
des  azimuts  pour  déterminer  la  valeur  de  k  par  les  procédés  que  nous 
avons  indiqués  est  préférable  à  la  mesure  directe  des  arcs  de  mé- 
ridien et  de  parallèle,  car  le  résultat  est  indépendant  des  attrac- 
tions locales  même  pour  les  points  extrêmes.  Il  n'en  est  pas  de 
même  pour  les  arcs  de  méridien  et  de  parallèle,  pour  lesquds  l'in- 
fluence des  erreurs  d'observation  et  des  déviations  de  la  verticale 
sur  les  différences  de  latitude  ou  de  longitude  des  extrémités  de 
l'arc  mesuré  se  portent  en  entier  sur  la  valeur  qu'on  attribue  aux 
arcs  en  question,  puisqu'on  suppose  que  la  mesure  obtenue  s'ap- 
plique à  un  arc  trop  grand  ou  trop  petit  d'une  quantité  précisé- 
ment égale  à  ces  erreurs.  De  plus,  comme  précision,  les  azimuts, 
même  abstraction  faite  de  cet  avantage,  remportent  encore  sur  la 
méthode  de  comparaison  des  arcs  de  méridien  et  de  parallèle,  et 
ils  ont  encore  l'avantage  d'une  simplicité  d'observation  remarqua- 
ble et  de  la  suppression  de  la  nécessité  de  mesurer  des  bases, 
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chose  qui  n'est  pas  toujours  possible,  du  moins  dans  les  pays  très- 
accidentés. 

336. — Lorsque  les  latitudes  d'une  série  de  points  A,  A',  A" . . .  Au 
ont  été  déterminées,  ainsi  que  Tazimut  de  A'  vu  de  A,  et  la  série 
des  angles  azimutaux  A  A'  A",  A'  A"  A'",  A"  A*'  Axy,  etc.,  nous 
avons  déjà  vu,  en  traitant  de  la  détermination  de  A;,  comment  on 
obtient  les  azimuts  de  A"  vu  de  A',  de  A'"  vu  de  A"  et  ainsi  de 
suite,  qu'on  calcule  alors  avec  la  vraie  valeur  de  k.  Dans  chacun 
des  triangles  PAA',  PA' A'',  etc.,  on  peut  donc  déterminer,  par 
la  méthode  que  nous  avons  exposée  dans  le  n^  319,  les  angles  P, 
ou  les  différences  de  longitudes  des  points  A  et  A',  A'  et  A", 
etc.,  et  par  suite  les  différences  des  longitudes  des  divers  points 
A',  A". . .  •  An  avec  A.  Ces  différences  de  longitude  ainsi  ob* 
tenues  sont  indépendantes  des  déviations  de  la  verticale  dans  le 
sens  perpendiculaire  aux  méridiens,  aussi  bien  que  les  azimuts 
qui  les  ont  donnés.  Elles  seraient  aussi  indépendantes  des  dévia- 
tions dans  le  sens  des  latitudes,  si  ce  n'est  que  les  latitudes  entrant 
dans  le  calcul  et  étant  affectées  par  ces  déviations,  les  influences 
en  question  se  reportent  par  là  sur  les  différences  de  longitude. 
Mais  si  par  les  méthodes  que  nous  exposerons  plus  loin,  on  cor- 
rige les  latitudes  des  influences  des  attractions  locales,  les  longi- 
tudes calculées,  comme  nous  venons  de  le  dire,  en  sont  complète* 
ment  indépendantes. 

On  voit  donc  que  si  une  opération  du  genre  de  celle  que  nous 
venons  d'indiquer  était  faite  dans  un  pays  bien  pourvu  de  télé- 
graphes électriques,  et  si  on  déterminait  avec  précision  par  des 
observations  astronomiques  les  différences  des  longitudes  entre  le 
point  A  et  les  points  A',  A''. . . .  A„,  la  différence  des  longitudes 
astronomiques  ainsi  obtenues  et  de  celles  qu'on  déduirait  du  cal- 
cul que  nous  avons  indiqué  ferait  connaître  en  chaque  point  la 
différence  des  déviations  de  la  verticale  dans  le  sens  perpendicu- 
laire aux  méridiens,  au  point  A  et  à  chacun  des  points  A',  A". . .  • 

An» 

Si  donc  du  point  A ,  on  faisait  dans  divers  azimuts  une 
chaîne  d'opérations  comme  celles  que  nous  avons  indiquées,  par 
exemple  dans  les  azimuts  de  43"",  135^,225*  et  31S^,  on  aurait,  en 
supposant  nulles  les  déviations  en  tous  les  points,  sauf  en  A,  une 
série  de  valeurs  de  la  déviation  en  A,  dont  la  moyenne  pourrait 
être  regardée  comme  la  déviation  au  point  A,  par  rapport  à  son 
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vrai  méiiâien  détenniné  par  la  courbure  de  l'ensemble  de  la  ré- 
gion considérée. 

A  défaut  de  rélectricité  pour  déterminer  les  différences  des  lon- 
gitudes, les  signaux  de  feu  pourraient  être  employés  ;  mais  le 
moyen  est  beaucoup  moins  exact. 

337.  —  Dans  toute  la  théorie  qui  précède,  nous  avons  considéré 
la  terre  comme  un  ellipsoïde  de  révolution.  Si  elle  était  un  ellip- 
soïde à  trois  axes,  ou  mieux  encore,  comme  elle  est  réellement,  un 
sphéroïde  avec  beaucoup  d'irrégularités  dans  sa  courbure,  ce  qui 
précède  est  également  applicable  ;  seulement  la  valeur  de  k  ainsi 
obtenue  s'applique  à  l'elÛpsoîde  de  révolution  osculateur  à  la  régioa 
considérée.  Pour  le  faire  voir,  supposons  en  effet  que  Téquateur 
soit  une  ellipse  et  prolongeons  le  méridien  des  points  A  et  A.  jus- 
qu'à l'équateur.  Ces  plans  méridiens  sont  normaux  à  Téquateur 
et  à  la  surface  terrestre  aux  points  A  et  A„.  Si  l'ellipsoïde  était  de 
révolution,  ils  se  couperaient  suivant  l'axe  terrestre  ;  s'il  n'était 
pas  de  révolution,  ils  se  couperaient  suivant  une  autre  ligne  per- 
pendiculaire à  l'équateur.  Du  point  où  cette  ligne  rencontre 
l'équateur,  point  que  nous  appellerons  G  et  qui  sera  différent 
alors  du  centre  de  la  terre,  menons  les  rayons  vecteurs  G  A  et 
G  An  qui  font  avec  l'équateur  des  angles  que  nous  considérons 
alors  comme  la  latitude  géodésique  des  points  A  et  An  (laqudle 
latitude  n'est  plus  géocentrique).  Menons  dans  le  méridien  de  A. 
une  ligne  GA'  ^ale  à  G  A,  et  &isant  avec  l'équateur  l'angle  égal 
à  la  latitude  géodésique  de  A,  le  point  A'  sera  alors  le  rabatte- 
ment du  point  A  sur  le  méridien  de  A..  Par  les  points  A  et  A' 
menons  alors  une  ellipse  dont  le  centre  soit  en  G,  et  l'axe  sur  l'é- 
quateur (ce  sera  le  grand  axe  à  cause  de  l'aplatissement  réel  de  la 
terre).  Une  ellipse  dont  le  centre  et  la  direction  des  axes  sont  con- 
nus, est  définie  par  deux  points.  Notre  ellipse  est  donc  bien  définie. 
Supposons  alors  qu'elle  tourne  autour  de  son  petit  axe  qui  passe 
parle  centre  G  et  qui  est  perpendiculaire  à  l'équateur.  En  tournant, 
cette  ellipse  décrira  un  ellipsoïde  de  révolution  qui  passera  par  le 
point  A ,  et  cet  ellipsoïde  de  révolution  se  confondra  à  cause  de  la 
petitesse  de  l'arc  A  An  avec  la  surface  terrestre  dans  cette  région. 
Donc,  dans  notre  opération,  nous  pouvons  supposer  que  la  terre 
est  l'ellipsoïde  en  question  dont  nous  déterminons  l'aplatissement 
k  par  les  formules  que  nous  avons  données. 

On  voit  donc  que  toute  la  théorie  que  nous  avons  exposée  est 
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indépendante  en  réalité  de  toute  hypothèse  sur  la  forme  de  l'en* 
semble  de  la  terre.  Supposons  maintenant  que  l'opération  que 
nous  avons  indiquée  soit  faite  sur  diverses  parties  d'un  même  mé- 
ridien, la  moyenne  des  valeurs  de  k  sera  l'aplatissement  moyen 
de  ce  méridien. 

Supposons  que  l'aplatissement  soit  ainsi  déterminé  sur  plusieurs 
méridiens.  Si  les  valeurs  de  l'aplatissement  sont  égales  sur  tous, 
alors  la  terre  est  dans  son  ensemble  un  ellipsoïde  de  révolution. 
S'ils  diffèrent,  l'ellipticité  dans  le  sens  de  l'équateur  est  manifeste 
et  peut  être  focilement  déterminée.  Outre  la  forme  générale  et 
d'ensemble,  on  posséderait  en  outre  la  connaissance  des  anomalies 
qu'elle  éprouve  dans  les  diverses  régions  explorées. 

Ainsi  donc,  sans  la  mesure  d'aucun  arc  de  méridien  ou  de  pa- 
rallèle, on  peut  arriver  à  une  connaissance  exacte  de  la  forme  de 
la  terre,  par  de  simples  déterminations  de  latitudes  et  d'azimuts 
astronomiques  et  cela  avec  plus  de  précision  que  par  les  mesures 
elles-mêmes  de  méridien  et  de  parallèle. 


Résolution  des  triangles  géodésiques. 

338.  —  Supposons  qu'on  ait  déterminé  la  latitude  des  deux 
points  A  et  A'  (fig.  54),  l'azimut  de  A'  vu  de  A  et  les  deux  angles 
A"AA',  A"A'A  d'un  troisième  point  A"  avec  les  points  A  et  A' 
ainsi  que  les  hauteurs  auxquelles  chaque  point  est  vu  de  l'autre, 
et  proposons-nous  d'en  déduire  la  latitude  du  point  A",  et  sa  dif- 
férence de  longitude  avec  A. 

Nous  pouvons  d'abord  ramener  le  triangle 
AA'A'',  à  un  triangle  sphérique,  en  prenant  en 
place  des  latitudes  astronomiques  /«  et  /  de  A  et 
de  A',  leurs  latitudes  géodésiques  /«  —  t,,,  / — t', 
tp  et  i'  étant  des  quantités  que  nous  savons 
calculer  quand  nous  connaissons  4  et  fo*  Nous 
substituerons  aussi  à  l'azimut  astronomique  a 
de  A'  vu  de  A,  l'azimut  géodésique  correspon- 
dant a  H-p,  que  nous  appellerons  a,,  p  est  connu 
et  donné  par  les  formules  que  nous  avons 
déjà  exposées.  Gela  posé,  par  les  formules 
(1),  (3),  (4)  du  n^"  319,  nous  déterminerons  l'an- 
gle P,  différence  de  longitude  entre  A  et  A',  et  nous  en  déduirons 
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l'arc  Â  Â'  par  la  formule  des  sinus,  applicable  dans  ce  cas,  puisr- 
que  cet  arc  est  très-petit.  Cette  formule  nous  donne  sin  AÂ'  = 

— — ços^_j---«j^  jj^^g  obtiendrons  l'azimut géodésique  a'. de  A 
sin  a 

vu  de  A'  par  ]a  formule 

.     ,       cos  (/o  —  «o)  • 

Si  l'arc  a\  était  voisin  de  90*",  cette  formule  ne  le  donnerait  pas 
avec  précision,  mais  comme  on  connaît  maintenant  les  trois  côtés 
du  triangle  PAA',  on  a  aussi  o',  par  la  formule 

,   ,  _   cos^(/o  +  r-«'o-<^4-S)sini(8+f-/o+t;-0 
^  ^    *~  sin^(a4-/o—  f +»'—  to)cos4  (/p+  /'  —  to  —  r— «)' 

en  appelant  $  l'arc  AA'  qui  est  connu. 

L'azimut  géodésique  ISO""  +  a\  étant  connu,  on  a  l'azimut 
astronomique  correspondant  en  calculant  la  valeur  p.  correspoD- 
dante  de  p,  et  180''  + a'. — ^i  est  l'azimut  astronomique.  En  y 
ajoutant  l'angle  observé  AA'A'',  on  a  l'azimut  astronomique  de  A!' 
vu  de  A'.  On  calcule  la  valeur  correspondante  de  p,  et  en  l'ajou- 
tant avec  son  signe  à  l'azimut  astronomique,  on  a  l'azimut  géodé- 
sique de  A"  vu  de  A'.  La  différence  entre  les  azimuts  géodésiques 
connus  de  A''  et  de  A  vus  de  A',  est  alors  l'angle  AA'A"  ramené 
au  triangle  sphérique.  Nous  appellerons  9'  cet  angle. 

Nous  ramènerons  de  même  l'angle  A' AA''  à  ce  qu'il  doit  être 
dans  le  triangle  sphérique,  car ,  connaissant  l'azimut  astronomique 
de  A'  vu  de  A  et  l'angle  mesuré  A' A  A'',  on  en  tire  l'azimut  astrono- 
mique de  A''  vu  de  A.  On  calcule  les  valeurs  de  ^  qui  correspondent 
aux  azimuts  de  A'  vu  de  A  et  de  A"  vu  de  A,  et  en  ajoutant  ces 
valeurs  à  ces  azimuts,  on  a  les  azimuts  géodésiques  correspon- 
dants, dont  la  différence  est  dans  le  triangle  sphérique  l'angle 
cherché  A'AA"  que  nous  appelons  f . 

Le  triangle  AA' A"  se  trouve  donc  ramené  à  un  triangle  rigou- 
reusement sphérique,  dans  lequel  on  connaît  le  côté  AA'= j  et 
les  angles  A'AA"=?et  AA'A"^9'.  Proposons-nous  de  trouver 
lecôtéAA"=*'. 

De  A,  abaissons  l'arc  perpendiculaire  AD  sur  A'A'\ 
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Dans  le  triangle  ÂA'D  nous  aurons,  en  posant  l'angle  DAA'  = 
OetDAA"=6', 

cotO  =:tangf'cos$. 

Cette  première  équation  nous  fait  connaître  0  dont  la  valeur 
étant  fournie  par  une  cotangente  est  bien  donnée. 
On  a  ensuite 

(p  =  6  +  e'      d'où      6'  =  (p— 0, 

équation  qui  nous  fait  connaître  V  qui  peut  être  négatif. 
Maintenant,  dans  le  triangle  rectangle  DAA',  on  a 

tang  AD = tang  B  cos  ^, 
et  dans  le  triangle  DÂÂ" 

tang  AD  =  tang  AA"  cos  V  ; 
égalant  les  deux  valeurs  de  tang  AD,  il  vient 

tangAA"=tangS^, 

équation  qui  nous  donne  le  c6té  AA''  par  sa  tangente,  c*est-à-Klire 
dans  de  bonnes  conditions,  quelle  que  soit  sa  grandeur. 

Le  côté  AA''  étant  ainsi  déterminé,  on  connaît  dans  le  triangle 
PAA"  le  côté  PA=90'— (/o—  lo),  le  côté  AA"=y  et  l'angle 
PAA"  ou  l'azimut  géodésique  m  de  A'' vu  de  A,  diminué  de  180% 
si  A"  est  à  l'est  de  A.  On  connaît  donc  deux  côtés  et  l'angle  com- 
pris. On  a  coDséquemment  le  côté  PA'',  par  la  formule  générale 


ou 


ou 


cos  F  A"  =  cos  8'sin  (/o— »o)  +  sin  fi' cos  (/«  —  ù)  cos  m, 
cos  F  A"  =  sin  [U — ù + S')  —  2  sin  ^  cos  (/« — U)  sin»  -J  m, 

_1— sin(to— to-4-fiO+2sinycos(/o  — to)sin4m 
î  +  sin  (/o  —  to  4-  ô')  —  2  sin  5'  cos(/o  —Ù)  sin*  i  m* 


ou  encore 


cos»  [45»— i  (/o— lo  +  «')]  — *»n  ^' cos  (/«— lo)  sin»  im' 
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équation  qu'on  rend  facilement  propre  au  calcul  des  logarith- 
mes en  divisant  le  numérateur  et  le  dénominateur  du  second 
membre  par  sin  [45»— ^4  —  Ù  +  S')]  cos  [45«— |  (/.—  t,  +  *')] 
et  en  posant 

2  sin  y  cos  (/q  -io)  8in4m_ 

cos(/o~io+ô')         --^^«Y, 
et  il  vient 

tang^P  A" = tang[45*'— 4(/o- to+«0 + y]  *^8  [48«— è{'o— i.+«')] 

On  peut  aussi,  au  lieu  de  la  transformation  précédente,  em- 
ployer les  autres  transformations  de  la  formule  générale  que  nous 
avons  eu  occasion  d'indiquer  précédenunent. 

Le  côté  PÂ''  étant  ainsi  connu,  son  complément  est  la  latitude 
géodésique  de  A".  Maintenant,  dans  le  triangle  P  A  A",  on  a 

.    n      sin  S'  sin  m 
sm P  =  «    .    p.;r    y 
sm  PA 

ce  qui  fait  connaître  la  différence  de  longitude  de  A  et  A!\ 

Dans  le  triangle  P  A  A',  où  on  connaît  les  trois  côtés,  Tangle 
P  A"  A  peut  être  obtenu  par  sa  tangente,  comme  nous  Tavons  in- 
diqué précédemment,  et  on  en  déduit  Tazimut  géodésique  de  A 
vu  de  A\  Si  on  voulait  celui  de  A'  vu  de  A",  on  remarquerait  que 
dans  le  triangle  PAA"  on  connaît  PA  et  PA',  et  que  Tare 
A  A'  est  donné  dans  le  triangle  A  A'  A'  par  Téquation 

5inA'A''  =  !ÎÎLl^îlAil', 

smtp 

et  connue  A  A"  est  un  petit  arc,  sa  valeur  est  bien  donnée  par 
son  sinus.  (On  aurait  pu  d'ailleurs  déterminer  primitivement  l'arc 
A  A",  au  lieu  de  l'arc  A  A".)  Alors  dans  le  triangle  P  A'A'',  dont 
on  connaît  les  trois  côtés,  on  a  facilement  l'angle  PA"A,  et 
par  suite  l'azimut  géodésique  de  A'  vu  de  A". 

De  la  latitude  géodésique  de  A^,  on  peut  tirer  la  valeur  de  la 
latitude  astronomique.  En  effet,  en  appelant  l  la  latitude  géodé^ 
sique  d^un  point  et  /  sa  latitude  astronomique,  on  a 

/^  =  /— t  et  i=Asin2/-h}**sin4/. 

i  étant  très-petit,  on  a  sa  valeur  par  une  première  approxima- 
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tion  en  remplaçant  /  par  /'  dans  son  expression  ;  on  a  alors  une 
valeur  très-approchée  de  «,  et  on  en  tire  une  valeur  très-approchée 
de/,  qui  est  l=::P  +t;  substituant  cette  nouvelle  valeur  pour  / 
dans  l'expression  de  i,  on  a  la  vraie  valeur  de  i  avec  une  approxi- 
mation suffisante,  et  on  en  tire  la  vraie  valeur  de  /• 

Les  azimuts  astronomiques  se  déduisent  ensuite  des  azimuts 
géodésiques  en  calculant  les  valeurs  de  ^  correspondantes.  Ainsi, 
on  a  la  latitude  astronomique  de  A'',  sa  différence  de  longitude 
avec  A  et  A',  et  les  azimuts  de  A  et  A'  observés  de  A".  La  hau- 
teur du  point  A,  vu  de  A",  a  d'ailleurs  été  donnée  par  l'é- 
quation 

A  -h  A'  -I-  S  =  0, 

dans  laquelle  h  est  la  hauteur  connue  de  A''  vu  de  A,  et  h!  la 
hauteur. cherchée  de  A  vu  de  A",  et  8  l'arc  A  A".  On  a  de  môme 
la  hauteur  de  A',  vu  de  A",  par  une  équation  semblable.  (Tl  va 
sans  dire  que  les  hauteurs  de  A",  vu  de  A  et  de  A',  ont  été 
corrigées  de  la  réfraction  par  la  méthode  abrégée  que  nous  avons 
donnée.) 

339.  —  Si  nous  considérons  une  suite  de  triangles  AA'A", 
A'A"A",  A"A'"A,^,  etc.  (fîg.  55),  il  est  évident  que  si  on  a  dé- 
terminé les  latitudes  de  A  et  A',  Tazimut  de  A'  vu 
de  A  (azimut  que  nous  supposons  n'être  pas  voi- 
sin de  90*),  et  les  divers  angles  A'AA",  A  A' A", 
AA"A'",  A'' A' A'",  etc.,  on  peut,  par  la  mé-  fL< 
thode  qui  précède,  obtenir  les  latitudes  de  tous 
les  sommets  A",  A'",  A^^,  A^,  etc.,  et  leurs  diffé- 
rences de  longitude  avec  A,  ainsi  que  les  azimuts 
astronomiques  de  tous  les  côtés  de  ces  triangles. 
En  effet,  la  résolution  du  premier  triangle  A  A' A" 
nous  fera,  d'après  ce  qui  précède,  connaître  la 
latitude  de  A",  sa  différence  de  longitude  avec  A, 
le  côté  A' A"  (qui  peut  être  sans  inconvénient  voisin  du  premier 
vertical)  et  l'azimut  de  A'  vu  de  A";  et  comme  la  latitude  de  A'  est 
connue,  on  voit  que  le  second  triangle  est  autant,  connu  que  le 
premier  l'était  à  l'origine.  On  peut  donc  le  résoudre  et  obtenir  la 
latitude  de  A'*'  et  sa  différence  de  longitude  avec  A"  et  par  suite 
avec  A',  le  c6té  A"  A'"  et  l'azimut  de  A'"  vu  de  A,  ce  qui  permet* 
tra  de  résoudre  le  troisième  triangle,  et  ainsi  de  suite.  On  arrive 
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ainsi  de  proche  en  proche  à  connaître  les  positions  géographiques 
de  tous  les  sommets  des  triangles,  et  il  est  bon  de  noter  qu'il  a 
suffi  pour  cela  de  mesurer  seulement  deux  angles  de  chaque 
triangle. 

340. — Si  Ton  a  mesuré  les  trois  angles  dans  chaque  triangle,  il 
n'y  a  qu'avantage,  parce  qpie  les  erreurs  d'observation  peuvent  6tre 
réparties  entre  les  angles,  conmie  nous  allons  le  faire  voir,  et  de 
plus  on  peut  simplifier  la  résolution  des  triangles  en  les  r^ardant 
comme  rectilignes.  Pour  le  montrer,  nous  allons  rappeler  ici  la 
remarquable  démonstration,  due  à  Legendre,  au  sujet  d'une  pro- 
priété très-curieuse  des  triangles  sphériques  à  côtés  très-petits. 

Considérons  un  triangle  sphérique  dont  nous  appellerons  a,  by  c 
les  côtés  et  A,  B,  Clés  angles  (fig.  S6).  On  a  l'équation 

cos c  =  cos a  cos 6  +sina sin  b cos  C, 

JL 

ou 

cosc  —  cosacos&=sinasin&cosC. 


Substituons  aux  sinus  et  cosinus  de  a,  6,  e  leurs 
à        développements  en  fonction  des  arcs,  qui  sont,  en 
Fig.  50.       négligeant  les  termes  du  cinquième  ordre  en  a,  é,  e, 

•    iw       û*    •  •  ■«  M       o*   •  ,1»  .   a* sin*!" 

sma  =  asinl"--  --  smM"       cosa  =  l— — «n  i  H st — y 

o  2  34 

et  des  expressions  analogues  pour  les  sinus  et  les  cosinus  de  &  et 
de  e.  Le  sinus  de  V  est  introduit  dans  les  formules  parce  que  nous 
supposons  a,  b,  c  exprimés  en  secondes,  et  alors  a  sin  1^',  b  sin  i", 
c  sin  1''  sont  les  valeurs  de  a,  6,  c  en  fonction  du  rayon,  valeurs 
qui  doivent  entrer  dans  les  développements. 

En  effectuant  les  substitutions,  développant  les  produits,  et  né- 
gligeant les  ternies  du  cinquième  ordre  en  a,  6,  c,  il  vient  en  di- 
visant par  sin' 1" 

abli—     ^     sm»  1  "  j  cos  C  =     ^   S. 


En  multipliant  les  deux  membres  par 


sinM". 


(,  +  ^%i„.r) 
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et  remarquant  que 

^l_2l+*:smM")(l4-2l+^iaM") 

en  négligeant  les  termes  en  sin  M",  il  vient 

a»  -f-  ft*  —  c» 


ab  cos  C  = 


2 


+ 5j sinM', 

ou 

cosC  =  .     \^    ■ h  ^^ — i — -^-4 smM". 

Cela  posé,  concevons  un  triangle  rectiligne  À'  B'  G'  formé  des 
côtés  a,  b^  c  ayant  même  longueur  que  ceux  du  triangle  courbe, 
c'est-à-dire  dans  lesquels  nous  prenons  pour  unité  de  longueur 
l'arc  del^'en  fonction  du  rayon  multiplié  par  la  longueur  du  rayon 
de  la  sphère,  sur  laquelle  était  inscrit  notre  triangle  sphérique. 
Pour  déterminer  l'angle  G'  nous  avons 


d'où 


^^-•^'^^' 


cos»  C'=l  — sin"  C  =  (g'+ft*  — g')' 

4  a*  6* 


d'où  encore 

—  4  o»  ft*8in*C'  =  (o'  4- *•  —  C'Y  — Aa*  b\ 

Or  le  second  membre  de  cette  équation  est  précisément  le 
numérateur  de  la  deuxième  firaction  de  l'expression  de  cos  G.  Par 
conséquent  cette  deuxième  fraction  est 


donc  on  a 


(0*4-  6*  — c')*—  4  g* 6'  _      ab  sin*  C . 
24  aé  ~  6       ' 


casC  =  cosC'-î^$l^'8inM". 

o 


Or,  si  du  point  A'  on  abaisse  la  perpendiculaire  A'  D  sur  B'  G\ 
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^  A'  Yl 

onaA'D:=6smG'9etlasiirGuxSdutriaDg^est^aleà ^ > 

oa^abàn  C',donc 

co6G=oo6C— I  Ssm*  rsinC. 

Posons  maintenant 

nous  aurons 

oosC=soosC  —  sinS  sinC, 

en  faisant  oos  ^  =  1,  c'est-à-dire  en  n^Iigeant  les  termes  de 
Tordre  i\  Si  on  égale  cette  valeur  de  cos  C  à  la  précédente,  on 
en  tire 

et  comme  an  ^  =  ^  sin  i" 


d==JSsmr. 

Tdie  est  l'expression  de  la  différence  entre  l'angle  du  triangle 
sphérique  et  l'angle  correspondant  du  triangle  rectiligne  à  oMés 
égaux. 

Cette  expression  est  une  fonction  symétrique  des  cAtés  a,  bj  c. 
La  valeur  de  ^ est  donc  la  m&ne  pour  les  trois  angles;  pareonsé- 
qurat  on  a 

C=C  +  iSsml",        B  =  B'4-iSsînr,       A=A'+i  Ssinr. 


En  Eadsant  la  somme  de  ces  trois  équations  et  remarquant  que 
dans  le  triangle  rectiligne  A'  +  B' + C  =  180*,  U  rient 

A-hB  +0=  I80»  +Ssin  i", 

expression  dans  laquelle  S  sin  1"  rqirésente  un  nombre  défini  de 
secondes.  En  dfet,  les  o6tés  a,  i,  e  du  triante  étant  exprimés  eo 
secondes,  S  est  le  produit  de  deux  nombres  de  secondes  ;  son  pro- 
duit par  sin  1",  représente  doue  directement  un  nombre  de  se- 
condes. 

Ainsi  la  somme  des  trois  angles  de  tout  triangle  qihérique  à 
petits  côtés  surpasse  i80*  d'une  petite  quantité  dont  l'expression 
est  S  sin  1".  Cette  quantité  est  ce  qu'on  a^peUe  F  excès  sphé^ 
rique. 

34 1  •<— De  plus,  on  peut  toujours  former  un  triangle  rectiligne  dont 
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les  côtés  sont  égaux  à  ceux  d'un  triangle  sphérigue  inscrit  sur  une 
sphère  de  rayon  donné.  Dans  ce  dernier  triangle,  les  angles  sont 
chacun  plus  grands  que  leur  correspondant  dans  l'autre  d'une 
quantité  égale  au  tiers  de  l'excès  sphérique.  Ainsi,  si  on  retranche 
le  tiers  de  l'excès  sphérique  de  chaque  angle  mesuré  dans  le  trian- 
gle sphérique,  on  peut  ensuite  traiter  ce  dernier  comme  un  trian  • 
gle  rectiligne. 

Cela  posé,  supposons  qu'on  ait  mesuré  les  trois  angles  d'un 
triangle  Â  Â'  A''  à  la  surface  de  la  terre  supposée  sphérique  ;  fai- 
sons la  sonmie  de  ces  trois  angles,  elle  surpassera  180®  d'une  cer- 
taine quantité  qui  serait  rigoureusement  égale  à  l'excès  sphéri- 
que, si  les  trois  angles  avaient  été  rigoureusement  mesurés.  Mais 
s'ils  renferment  des  erreurs,  la  somme  sera  égale  à  180''  +  l'excès 
sphérique  -f-  la  somme  des  erreurs,  ou  180®  4-  «,  en  appelant  a  la 
somme  de  l'excès  sphérique  et  des  erreurs,  somme  qui  sera  ainsi 
connue.  Si  nous  voulons  répartir  ces  erreurs  également  sur  les 
trois  angles,  en  considérant  les  erreurs  comme  égales  sur  chaque 
angle,  ce  qui  est  ce  qu'on  peut  supposer  de  plus  probable,  on  voit 
qu'on  transformera  le  triangle  en  triangle  rectiligne  en  retran- 
chant de  chaque  angle  observera,  puisque  l'excès  sphérique  se 
répartit  également  sur  les  trois  angles,  comme  nous  voulons  le 
faire  pourlasomme  des  erreurs. 

Ainsi,  dans  le  triangle  A  A' A'',  en  appelant  f,  l'angle  A' A  A" 
ainsi  corrigé,  (f\  l'angle  AA'A"  également  corrigé  et  ^'\  l'angle 
A  A"  A'  corrigé,  et  nommant  toujours^  le  côté  A  A'  {8  représen- 
tant un  nombre  de  secondes),  on  a 

Xk"  =  B'^  A'A"  =  5?lMi, 

sin  ç  ,  sm  «p  , 

et  on  aura  ainsi  très-simplement  les  côtés  A  A"  et  A' A"  directe- 
ment exprimés  en  secondes,  dans  la  condition  de  probabilité  la 
plus  favorable  pour  le  minimum  d'erreur  provenant  des  erreurs 
commises  sur  les  angles. 

C'est  de  cette  manière  que  les  triangles  de  la  série  AA'A", 
A' A"  A'",  etc.,  doivent  être  résolus  si  tous  les  angles  ont  été 
mesurés.  Pour  une  extrême  exactitude,  les  angles  A' A  A''  et 
A  A'  A''  ont  dû  d'abord  être  ramenés  à  la  sphéricité  parfaite  du 
triangle  au  moyen  des  valeurs  de  ^,  conmae  nous  l'avons  indi- 
qué, et  après  le  premier  calcul  et  après  avoir  déterminé  les  azimuts 
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très-approchés  de  A  et  A'  vus  de  A",  on  calcule  les  valeurs  de  p 
correspondantes,  et  on  en  tire  la  très-petite  correction  qui  ramène 
Tangle  A'  A''  A  également  à  la  sphéricité  parfaite.  C'est  avec  les 
trois  angles  ainsi  ramenés  à  la  sphéricité  parfaite  qu'on  fait  la 
somme  des  trois  angles  pour  avoir  la  différence  avec  180°,  qu'on 
partage  en  trois  et  qu'on  retranche  de  chaque  angle. 

Si  on  n'a.que  deux  angles  de  mesurés.  A' A  A'',  AA' A",on  peut 
après  les  avoir  ramenés  à  la  sphéricité,  supposer  le  triangle  recti* 
ligne,  et  si  on  calcule  l'un  des  côtés  A  A'',  qui  est  ainsi  connu  très- 
approximativement,  son  produit  par  sinA'AA'  et  par  sial"  fait 
connaître  le  facteur  par  lequel  il  faut  multiplier  A  A',  pour  avoir 
Ssinl'',  ou  l'excès  sphérique,  qui,  à  cause  de  sa  petitesse,  est 
ainsi  connu  avec  une  approximation  suffisante.  Retranchant  le 
tiers  de  cet  excès  sphérique  de  chacun  des  angles  A' A  A"  et  A  A' A", 
on  a  réellement  ramené  le  triangle  à  un  triangle  rectiligne.  On  a 
donc  immédiatement  les  côtés  AA"  et  A'A"  exprimés  en  seconde, 
et  le  troisième  angle  A  A'' A'  qui  est  égal  à  ISO*"  moins  la  somme 
des  deux  autres.  En  y  ajoutant  le  tiers  de  l'excès  sphérique,  on  a 
l'angle  sphérique  AA' A",  et  le  triangle  se  trouve  entièrement 
résolu. 

Tel  est  le  parti  qu'on  peut  tirer  de  la  propriété  de  Vexcès  sphé- 
rique de  Legendre,  pour  la  résolution  des  triangles  géodésiques 
déterminés  par  des  angles,  des  latitudes  et  un  azimut  d'un  côté. 

342.  —  Dans  une  chaîne  de  triangles  tels  que  AA'A",  A'A"A^, 

A^A'^A^ dans  laquelle  les  latitudes  de  tous  les  points 

A'',  A"*,  A„ An  sont  déduites  de  celles  de  A  et  A',  il  est  évi- 
dent que  les  erreurs  sur  les  latitudes  vont  en  croissant,  à  mesure 
qu'on  s'éloigne  des  deux  points  primitifs,  si  les  latitudes  de  ces 
deux  premiers  points  sont  en  erreur.  Supposons  qu'en  Aq  on 
détermine  la  vraie  latitude  astronomiquement  et  qu'on  trouve  la 
différence  %.  Si  la  valeur  de  k  convenant  à  la  région  est  exacte- 
ment connue,  on  pourra  modifier  la  latitude  de  A'  d'une  très- 
petite  quantité,  par  exemple  l'augmenter  de  X,  et  recommencer  le 
calcul,  la  différence  sera  alors  %  avec  la  nouvelle  latitude.  Une 
proportion  donnera  ensuite  la  vraie  augmentation  x  à  faire  à  la 
latitude  de  A'  pour  satisfaire  à  celle  de  Ag.  En  effet,  on  aura 

d'où  ^  xX 

x'  — X 
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Si  la  latitude  de  A'  a  été  très-bien  déterminée,  cette  valeur  de:r 
sera  alors  la  déviation  de  la  verticale  de  A'  par  les  attractions  locales, 
et  en  calculant  de  nouveau  toutes  les  latitudes  avec  celle  de  A  ainsi 
corrigée,  on  aura  les  latitudes  exactes.  Si  on  détermine  les  lati- 
tudes astronomiques  en  tous  ces  points,  leurs  différences  avec  les 
latitudes  calculées  seront  les  déviations  de  la  verticale  en  tous  ces 
points  par  les  attractions  locales,  en  supposant  exactes  les  deux 
latitudes  extrêmes  A  et  Aq.  Or,  pour  le  milieu  de  la  région  des 
triangles,  les  erreurs  sur  les  latitudes  de  A  et  de  An  influent 
très-peu  ;  et  si  d'ailleurs  on  calcule  les  déviations  en  prenant 
successivement  pour  point  de  départ  et  d'arrivée  tous  les 
autres  points,  et  en  partant  de  leurs  latitudes  astronomiques,  la 
moyenne  des  déviations  de  la  verticale  ainsi  obtenues  en  un 
point  du  milieu  de  la  région  des  triangles  sera  la  déviation 
réelle  par  rapport  à  l'ensemble  de  la  région  considérée.  On 
voit  qu'on  peut  ainsi  obtenir  toutes  les  déviations  locales  des 
latitudes. 

La  bande  de  terrain  renfermant  la  chaîne  des  triangles  peut 
être  dans  son  ensemble  inclinée  au  méridien;  les  azimuts  de  deux 
côtés,  l'un  au  premier,  l'autre  au  dernier  triangle,  et  les  latitudes 
extrêmes  nous  permettront  d'appliquer  la  méthode  que  nous  avons 
indiquée  pour  la  détermination  de  k.  Si  donc  on  a  déterminé 
les  latitudes  astronomiques  de  tous  les  sommets,  les  comparaisons 
avec  les  latitudes  calculées  nous  donneront  les  déviations  de  la 
verticale  dans  le  sens  du  méridien,  et  les  comparaisons  avec  les 
longitudes,  les  déviations  perpendiculaires  au  méridien  sous  l'in- 
fluence  des  attractions  locales. 

343.  —  Si  une  chaîne  de  triangles  est  très-longue  et  suit  à  peu 
près  le  méridien,  condition  peu  favorable  à  la  détermination  de  k 
parles  azimuts  comparés  aux  extrémités,  on  peut  encore  obtenir  k 
au  moyen  des  deux  latitudes  des  extrémités  et  de  celle  d'un  point 
du  milieu  déterminées  directement. 

Ainsi>  on  a,  pour  pouvoir  effectuer  les  calculs,  déterminé  les 
latitudes  de  deux  points  voisins  A  et  A,  puis  ensuite  deux  au- 
tres latitudes,  l'une  d'un  point  A,,  l'autre  d'un  point  A^  à  l'extré- 
mité de  la  chaîne. 

On  calculera  pour  l'aplatissement  k  supposé  la  correction  à 
faire  à  la  latitude  de  A'  pour  satisfaire  à  cdle  de  A|  comme  nous 
l'avons  dit,  puis  avec  cette  latitude  corrigée,  on  effectuera  le  calcul 
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jusqu'en  An,  où  on  trouvera  une  diffërence  [a  avec  la  latitude  as- 
tronomique de  ce  point. 

On  prendra  ensuite  un  autre  aplatissement  un  peu  plus  grand 
ou  plus  petit,  k  ;  on  corrigera  pour  cet  aplatissement  la  latitude 
de  A'  pour  satisfaire  à  celle  de  A. ,  puis  on  fera  le  calcul  de  toute 
la  chaîne  avec  cette  latitude  corrigée  et  cet  aplatissement^  et  on 
trouvera  pour  la  latitude  Aq  une  autre  différence  ft';  on  aura  alors 
la  proportion 

(4.'— [jl:  K  —  k  ::  [A  :  y, 

d'où 

y  =  ^ — —^ 

|A— [A 

et  k+y  est  l'aplatissement  convenant  à  la  région. 

Si  la  valeur  obtenue  pour  y  est  très-petite,  on  pourra  s'arrêter 
h  cette  approximation,  sinon,  on  recommencera  avec  deux  nou- 
velles valeurs  de  k  renfermant  entre  elles  la  valeur  de  A+y  don- 
née par  la  première  approximation,  et  on  aura  une  valeur  défini- 
tive de  k  par  le  même  procédé. 

L'avantage  d'obliger  la  latitude  de  A'  à  satisfaire  à  celle  de  A. , 
au  lieu  d'employer  celle  de  A',  vient  de  ce  que,  toute  la  chaîne 
étant  déduite  des  deux  latitudes  rapprochées  A  et  A',  leurs  erreurs 
auraient  trop  d'importance.  En  satisfaisant  à  une  autre  latitude 
éloignée,  les  erreurs  de  latitude  ne  se  trouvent  plus  multipliées 
dans  la  même  proportion.  Mais  la  latitude  de  A'  a  été  né- 
cessaire pour  simplifier  les  calculs.  Si  elle  n'avait  pas  été  déter- 
minée, on  aurait  besoin  d'y  substituer  une  latitude  approchée 
pour  pouvoir  effiectuer  les  calculs,  et  cette  latitude  se  trouverait 
ensuite  corrigée  par  la  méthode  indiquée,  après  quoi  elle  serait 
connue. 

Si  une  chaîne  de  triangles  a  été  menée  obliquement  au  méri- 
dien, la  même  méthode  pour  déterminer  k  par  les  latitudes  est 
applicable.  La  combinaison  avec  la  détermination  par  les  azimutii 
peut  donner  en  outre  des  équations  de  condition  entre  les  erreurs 
d'observation  et  les  déviations  de  la  verticale,  équations  dont  le 
nombre  varie  suivant  les  conditions  de  l'opération  et  la  multipli- 
cité des  triangles. 
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Des  diverses  combinaisons  d observations  qu^on  peut  employer 
pour  fixer  sur  la  surface  terrestre  la  position  dun  point  par 
rapport  à  un  ou  plusieurs  autres. 

344,  —  Un  point  étant  défini  par  deux  coordonnées,  savoir  :  sa 
latitude  et  sa  différence  de  longitude  avec  un  autre  point  connu, 
il  s'ensuit  qu'il  faut  toujours  deux  observations  pour  fixer  ces  deux 
coordonnées. 

Si  Tune  des  observations  consiste  en  une  détermination  directe 
de  la  latitude,  on  peut  déduire  l'autre  coordonnée  de  la  fixation 
de  l'azimut  dans  lequel  un  point  connu  est  vu  du  point  dont  on 
veut  les  coordonnées,  ou  par  celui  dont  ce  dernier  est  vu  du  point 
connu.  Ces  deux  cas  ne  comprennent  qu'un  seul  et  même  pro- 
blème. En  effet,  on  connaît  les  deux  latitudes  des  deux  points  et 
Tazimut  dans  lequel  un  de  ces  points  est  vu  de  l'autre.  On 
déduira  la  différence  des  longitudes  des  deux  points  en  question 
par  la  méthode  que  nous  avons  déjà  indiquée. 

Mais,  au  lieu  de  l'azimut  dans  lequel  une  des  stations  est  vue 
de  l'autre,  on  peut  du  point  cherché  mesurer  l'angle  azimutal 
compris  entre  deux  autres  points  connus.  C'est  un  cas  que  nous 
n'avons  pas  encore  examiné  et  dont  nous  allons  traiter,  après 
avoir  passé  en  revue  les  diverses  observations  qui  peuvent  fixer 
la  position  d'un  point. 

Si  la  latitude  du  point  dont  les  coordonnées  sont  cherchées  n'a 
pas  été  déterminée,  ces  coordonnées  peuvent  être  déduites  des  deux 
angles  réduits  à  l'horizon  que  de  chacun  des  deux  points  connus, 
le  point  en  question  fait  avec  l'autre  point  connu.  Ce  cas  nous 
ramène  à  la  résolution  d'un  triangle  dont  on  connaît  un  côté  et 
deux  angles  adjacents,  cas  que  nous  avons  déjà  examiné.  En  effet, 
l'angle  au  centre  de  la  terre  entre  les  deux  points  connus  est  un 
côté  que  nous  avons  indiqué  le  moyen  d'obtenir,  et  comme  nous 
pouvons  avoir  en  chacun  des  points  connus  l'azimut  de  l'autre 
par  le  calcul,  il  s'ensuit  que,  même  si  on  s'était  contenté  de  me- 
surer l'azimut  du  point  cherché,  au  lieu  de  mesurer  l'angle  entre 
le  point  cherché  et  l'autre  point  connu,  ce  dernier  angle  serait 
connu  par  la  différence  des  deux  azimuts.  Les  deux  cas  se  rédui- 
sent donc  encore  à  un  seul  que  nous  avons  déjà  examiné,  et  sur 
lequel  nous  ne  reviendrons  pas. 
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Mais  on  peut  encore  définir  le  point  cherché  par  l'angle  com- 
pris entre  deux  points  connus  et  l'azimut  de  Tun  d'eux,  le  tout 
mesuré  de  ce  point  lui-même. 

On  peut  encore  le  définir  par  son  propre  azimut  vu  d'un  point 
connu,  et  par  Tangle  entre  deux  points  connus  observé  du  point 
cherché,  ou  bien  par  Tazimut  d'un  point  connu  vu  du  point  cher- 
ché. On  peut  en  outre  le  définir  par  deux  angles  observés  du  point 
cherché,  chacun  entre  deux  points  connus. 

Ces  divers  procédés  comprennent  tout  l'ensemble  des  moyens 
que  l'on  peut  employer  pour  déterminer  par  des  observations 
géodésiques  la  position  d'un  point  à  la  surface  de  la  terre.  D  y  a 
sept  cas,  dont  deux  ont  déjà  été  examinés  ;  nous  allons  étudier  les 
cinq  autres,  qui  sont  alors  : 

1^  La  latitude  et  l'angle  compris  au  point  cherché  entre  deux 
points  connus; 

2**  L'angle  compris  au  point  cherché  entre  deux  points  connus 
et  l'azimut  de  l'un  d'eux,  ou  celui  d'un  troisième  point  connu  ; 

3*^  L'azimut  du  point  cherché  vu  d'un  point  connu  et  l'angle 
entre  deux  points  connus,  observé  du  point  cherché  ; 

4""  L'azimut  du  point  cherché  vu  d'un  point  connu  et  l'azimut 
d'un  autre  point  connu  vu  du  point  cherché  ; 

S**  Deux  angles  observés  du  point  cherché,  chacun  entre  deux 
points  connus. 

345.  —  Premier  cas.  On  connaît  la  latitude  d'un  point  et  l'an- 
gle azimutal  observé  en  ce  point  entre  deux  autres  points  connus. 
On  demande  la  différence  de  longitude  avec  un  de  ces  deux  der- 
niers points. 

On  obtient  d'une  manière  très- 
approchée  la  position  du  point  cher- 
ché par  un  moyen  très -simple. 
Soient  A  et  A'  (flg.  57)  les  deux 
points  connus  ,  B  le  point  dont  on 
veut  la  position ,  a  l'angle  observé 
en  B  entre  A  et  A',  c'est-à-dire 
l'angle  azimutal  ABA',  et  X  la  lati- 
tude de  B. 

Si  nous  négligeons  l'effet  de  la 

sphéricité  de  la  terre  dans  l'espace 

^^'  "•  du  petit  triangle  A  B  A' ,  supposons 

que  nous  menions  la  ligne  AA',  élevons  en  son  milieu  D  la  pc^ 
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pendiculaire  DF,  et  menons  par  le  point  A  une  ligne  qui  fasse 
avec  AA'  un  angle  égalà90<»  —g-,  cette  ligne  rencontrera  DF  en 

un  certain  point  G,  et  on  aura  l'angle  AGD  =2-  Si  on  joignait 

G  à  A',  on  aurait  de  même  A'GD  =5'  ^^  P^^  conséquent  AGA' 

=^a.  Menons  maintenant  un  cercle  par  les  points  A,  A'  et  G, 
nous  en  obtiendrons  le  centre  en  élevant  une  perpendiculaire  sur 
AG  en  son  milieu  K,  et  cette  perpendiculaire  coupera  DF  en  un 
point  0,  qui  sera  le  centre  du  cercle  passant  par  AA'G.  Si  main- 
tenant, avec  OA  comme  rayon,  nous  décrivons  le  cercle,  ce  cercle 
jouit  de  la  propriété  que  si  on  joint  un  point  quelconque  I  de  sa 
circonférence  à  A  et  à  A' ,  l'angle  A1A  =  AGA'=  a.  Ainsi  le 
point  cherché  est  sur  le  cercle  A' AGI.  Menons  maintenant  le  mé~ 
ridien  AM  de  A,  prenons  sur  ce  méridien  une  distance  AN  égale 
à  la  différence  des  latitudes  de  A  et  de  B  qui  est  connue,  et  par  N 
élevons  une  perpendiculaire  à  ce  méridien.  Ce  sera  le  parallèle 
de  B  sur  la  figure ,  les  deux  points  d'intersection  B  et  B'  satis- 
feront l'un  et  l'autre  à  la  condition  de  posséder  la  latitude  X  et 
de  voir  un  angle  a  entre  les  points  AÂ,  et  ce  seront  les  seuls 
points  satisfaisant  à  cette  condition.  On  voit  ainsi  que  le  problème 
a  deux  solutions.  Le  point  B  n'est  donc  pas  complètement  défini, 
à  moins  qu'on  ne  connaisse  en  outre  l'azimut  approché  de  l'un 
des  points  A  et  A',  azimut  à  l'aide  duquel  on  reconnaîtra  lequel 
des  deux  points  B  ou  B'  doit  être  adopté.  U  est  donc  utile  d'avoir 
cet  azimut  approché  à  l'aide  de  la  boussole  ou  de  toute  autre 
manière  approximative,  et  alors  le  problème  est  défini.  Un  azimut 
grossièrement  obtenu  suffit  dans  ce  cas.  L'azimut ,  ici ,  ne  joue 
que  le  rôle  de  renseignement  ;  nous  ne  le  considérons  donc  pas 
comme  observation.  La  latitude  de  B  et  l'angle  a  sont  les  deux 
quantités  qui,  mesurées  avec  soin,  donnent  la  vraie  position 
deB. 

Si  les  points  A  et  A'  sont  déjà  marqués  sur  une  carte,  la  cons- 
truction que  nous  venons  d'indiquer  exécutée  sur  la  carte,  fait 
connaître  la  position  du  point  B.  En  topographie,  quand  les  côtés 
du  triangle  sont  petits,  cette  construction  est  parfaitement  suffi- 
sante. La  même  construction  est  employée  pour  les  cartes  marines 
ans  le  levé  de  ces  cartes,  et  son  approximation  est  aussi  suffisante 
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par  rapport  aux  incertitudes  sur  les  latitudes  et  sur  les  angles  a 
mesurés  à  bord  (1). 

346.  —  Mais  si  les  points  A,  B,  Â'  sont  très-distants,  et  si  les 
observations  ont  été  bien  faites ,  et  c'est  un  cas  qui  arrive  à  terre 
dans  les  opérations  de  géodésie  expéditive  où  la  précision  n'est 
pas  sacrifiée ,  mais  seulement  où  les  procédés  employés  doivent 
dispenser  de  se  transporter  en  tous  les  points  ;  on  peut  encore 
obtenir  la  position  de  B  avec  toute  la  précision  désirable  et  même 
tenir  compte  de  Taplatissement  terrestre.  Pour  cela,  on  corrigera 
de  la  manière  suivante  la  position  approchée  de  B,  obtenue  gra« 
phiquement  ou  par  calcul.  Au  moyen  de  la  valeur  connue  dek, 
on  ramènera  les  latitudes  de  A,  A'  et  B  aux  latitudes  géodésiques , 
en  en  retranchant  les  valeurs  calculées  pour  i  par  la  formule  du 
n*  194.  Puis  à  l'aide  des  azimuts  approchés  de  A  et  A'  vus  de  B, 
on  calculera  les  valeurs  correspondantes  de  ^  du  n«  320.  (Il  est 
clair  que  si  on  veut  une  grande  précision,  on  a  dû  mesurer  en  B 
les  hauteurs  h  et  h'  de  A  et  de  A'  au-dessus  de  l'horizon.)  La  diffé- 
rence des  valeurs  de  p  pour  A  et  A'  est  la  correction  à  appliquer 
à  rstngle  a  pour  le  rendre  géodésique,  et  il  est  évident  que  vu  la 
petitesse  de  p  et  de  p',  les  azimuts  approchés  ont  été  suffisants 
pour  avoir  la  valeur  ^'  —  p  au  degré  d'approximation  du  centième 
de  seconde.  Nous  appellerons  donc  a.  l'angle  a  ainsi  corrigé  et  qui 
sera  connu,  et  on  voit  que  la  solution  du  problème  se  trouve  ra- 
menée au  cas  de  la  sphéricité  de  la  terre. 

Gela  posé,  avec  la  différence  approchée  de  longitude  entre  le 
point  B  et  les  points  A  et  A'  et  avec  les  latitudes  géodésiques  de 
ces  trois  points,  on  calcule  dans  le  triangle  au  pôle  PAB  dont  les 
côtés  PA  et  PB  et  l'angle  compris  P  sont  connus ,  Tazimut  de  A 
vu  de  B.  Ce  calcul  se  fait  par  les  mêmes  formules  que  le  calcul  de 
Tazimut  d'un  astre  dont  on  connaît  l'angle  horaire  et  la  déclinaison, 
en  remarquant  qu'ici  l'angle  horaire  est  remplacé  par  la  différence 
P  des  longitudes  et  la  déclinaison  de  l'astre  par  la  latitude  géodé- 
sique du  point  A^  tandis  que  la  latitude  géodésique  de  B  remplace 
la  latitude  /du  lieu  dans  la  formule  du  n**  296.  On  calcule  ensuite 

(1)  Il  est  clair  d'ailleurs  qu'au  liett  de  construire  le  triangle  rectilîgne 
AA'G^oQ  pourrait  le  calculer  par  la  trigonométrie  rectilîgne  et  obtenir  le 
rayon  du  cercle  et  la  position  de  son  centre  ;  la  géométrie  analytique  dam- 
nerait ensuite  les  coordonnées  des  points  D  et  B*,  qu'on  pourrait  aussi 
obtenir  par  une  solution  trigonométrique. 
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dans  le  triangle  PÂ'B  l'azimut  de  À'  vu  de  B,  en  remarquant  que 
l'angle  au  pôle  Â'PB  égale  P  plus  la  différence  connue  de  longitude 
entre  A  et  A'.  Nous  appellerons  F  cet  angle.  Alors  la  différence 
a  des  azimuts  ainsi  calculés  de  A  et  A!  doit  être  égal  à  a..  Si  elle  ne 
Test  pas,  on  augmente  les  différences  P  et  F  de  longitude  avec  A 
et  A'  d'une  petite  quantité  [& ,  et  on  calcule  dans  cette  nouvelle 
hypothèse  la  différence  des  azimuts  »i.  En  appelant  alors  x  la  cor- 
rection à  appliquer  aux  valeurs  P  etF  supposées,  on  a  la  proportion 

ce  qui  donne  la  valeur  de  x.  Les  vraies  différences  de  longitude 
du  point  B  avec  A  et  A'  deviennent  alors  P-+-  a:  et  P'  +  ar,  et  le 
point  B  dont  la  latitude  était  connue  est  alors  entièrement 
déterminé. 

On  voit  donc  que  si,  en  faisant  une  opération  de  géodésie  expé- 
ditive,  on  est,  dans  une  chaîne  de  points  reliés  par  des  azimuts  ou 
des  triangles,  obligé  de  renoncer  à  la  mesure  d'azimuts  astronomi- 
ques, ou  de  deux  au  moins  des  angles  d'un  triangle,  une  latitude 
combinée  avec  l'angle  réduit  à  l'horizon  compris  entre  deux  points 
connus  permet  de  relier  les  deux  parties  de  la  chaîne  de  façon  à 
appliquer  l'étude  de  la  variation  des  azimuts  aux  deux  bouts  de  la 
chaîne  à  la  détermination  de  l'aplatissement  de  la  région ,  et  de 
plus  on  voit  que  les  différences  de  longitude  seront  bien  détermi- 
nées ,  pourvu  toutefois  que  l'angle  ABA'  ne  soit  pas  trop  petit , 
auquel  cas  les  erreurs  d'observations  auraient  une  grande  in- 
fluence. La  même  chose  a  lieu  pour  les  autres  cas  indiqués  dans 
le  n"^  344,  comme  nous  allons  maintenant  le  voir. 

347.  —  Deuxième  cas,  —  On  connaît  l'angle  compris  au  point 
B  entre  deux  points  connus  A  et  A'  et  l'azimut  a  de  l'un  de  ces 
derniers.  A,  par  exemple.  On  demande  la  latitude  et  la  longitude 
de  B. 

On  obtient  facilement  la  position  du  point  B^  graphiquement 
par  une  construction  analogue  à  celle  du  cas  précédent.  Soient  A  et 
A'  (fig.  58)  les  deux  points  connus.  On  cherche ,  comme  dans  le 
cas  précédent  le  centre  0  du  cercle  qui  jouit  de  la  propriété  que 
tous  les  points  de  la  circonférence  voient  l'angle  a  entre  A  et  A'. 
Pais,  menant  le  méridien  AM  de  A  ,  on  mène  du  point  A  une 
ligne  AN  suivant  l'azimut  180*  +  a.  Le  point  B  d'intersection 
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de  cette  ligne  avec  le  cercle  est  le  point  cherché.  En  efEel, 

en  menant  le  méridien  de  B  paralltte 
à  celui  de  A ,  l'azimut  de  A  vu  de  B 
sera  égal  à  a. 

Cette  construction  suffit  pour  la 
topographie  et  se  fait  directement  sur 
la  carte.  Elle  suffit  aussi  pour  les  car- 
tes marines ,  sauf  le  cas  de  distances 
très-grandes,  et  se  fait  également  sur 
la  carte. 

Si  on  veut  une  plus  grande  approxi- 
mation, on  calcule,  à  l'aide  de  la  la- 
titude approchée  de  B  déduite  de  la 
Fig.  68.  construction  précédente,  la    valeur 

de  ^,  de  manière  à  ramener  l'azimut  observé  de  A  à  Famiut 
géodésique,  opération  pour  laquelle  la  connaissance  de  la  latitude 
approchée  est  sui&sante.  On  ramène  aussi  l'angle  entre  A  et 
A'  vu  de  B  à  l'angle  géodésique  correspondant,  comme  dans  le 
cas  précédent.  Puis  on  calcule  la  latitude  géodésique  corres- 
pondant à  la  latitude  supposée  de  B,  ainsi  que  les  latitudes  géo- 
désiques  de  A  et  de  A'.  Par  là  le  problème  se  trouve  ramené  au 
cas  de  la  sphère. 

Gela  posé,  prenons  pour  première  hypothèse  la  latitude  géocen- 
trique  supposée  de  B,  et  dans  le  triangle  PAB,  calculons  l'angie 
au  pôle,  c'est-à-dire  la  difiërence  de  longitude  de  A  et  B  par  les 
formules  ordinaires.  Ajoutant  cet  angle  à  la  différence  de  longi- 
tude des  points  A  et  A',  on  a  l'angle  au  pôle  avec  A',  et  on  en  tire 
l'azimut  de  A'  vu  de  B  dans  l'hypothèse  en  question.  La  différence 
avec  l'azimut  de  A  vu  de  B  donne  l'angle  entre  les  points  A  et  A' 
dans  cette  même  hypothèse.  On  fait  alors  une  seconde  hypo- 
thèse (trè&-voisine  de  la  précédente)  sur  la  latitude  de  B,  et 
on  recommence  ces  calculs  de  manière  à  avoir  dans  cette  seconde 
h)'pothèse  l'angle  entre  les  mêmes  points.  Par  une  proportion  on 
trouve  ensuite,  comme  dans  le  cas  précédent,  la  latitude  géodésique 
de  B  répondant  à  l'angle  observé  entre  A  et  A'.  Puis,  avec  cette 
latitude  exacte,  on  calcule  la  différence  de  longitude  de  A  et  B  dans 
le  triangle  A  P  B^  et  enfin  avec  la  latitude  géodésique  on  obtient 
la  latitude  astronomique  correspondante. 
348.  —  Troisième  cas.  —  L'azimut  du  point  B  dont  on  veut  la 
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position  est  mesuré  d'un  point  connu  A''  {fig.  59) ,  et  on  a  Tangle 
entre  deux  autres  points  connus 
A  et  A'«  On  demande  la  latitude 
du  point  B  et  sa  différence  de  lon- 
gitude avec  A. 

Graphiquement,  pour  la  topo- 
graphie et  les  cartes  marines,  la 
solution  de  ce  problème  est  des 
plus  simples. 

On  fait  sur  les  points  A  et  A'  la 
construction  indiquée  dans  les 
deux  cas  précédents.  Puis,  au  point 

A'',  on  mène  le  méridien  A''M  et  la  ligne  A  F  faisant  avec  le  méri- 
dien A"  M  l'angle  a  observé.  On  a  deux  points  d'intersection  en  B 
et  B'.  Un  azimut  grossièrement  approché  de  Tun  des  points  A' 
ou  A  étant  connu,  fait  savoir  lequel  des  points  B  ou  B'  doit  être 
choisi. 

Si  ensuite  on  veut  corriger  les  positions  approchées,  ce  pro- 
blème se  traite  comme  le  précédent  par  deux  hypothèses  très^ 
voisines,  renfermant  entre  elles ,  autant  que  possible,  la  vraie 
latitude  du  point  B.  On  ramène  les  latitudes,  l'azimut  de  B  vu 
de  A"  et  l'angle  entre  les  points  A'  et  A  vus  de  B  aux  quan- 
tités géodésiques  correspondantes,  et,  pour  chaque  hypothèse, 
on  calcule  la  différence  de  longitude  de  B  et  de  A'',  d'où  on  tire 
les  différences  correspondantes  avec  A  et  A'.  On  calcule  alors  dans 
les  deux  hypothèses  l'angle  entre  les  points  A  et  A' ,  et  par  une 
proportion  on  trouve  la  latitude  pour  laquelle  l'angle  calculé 
serait  égal  à  l'angle  observé.  La  latitude  de  B  étant  ainsi  connue, 
sa  longitude  se  détermine  dans  le  triangle  au  pôle  A"  P  B.  Le  cas 
où  le  point  A"  se  confondrait  avec  A'  rentre  dans  le  précédent. 

349.  —  Quatrième  cas.  —  On  connaît  l'azimut  du  point  cher- 
ché B  vu  d'un  point  connu  A  et  l'azimut  a  d'un  autre  point  connu 
A' vu  du  point  B. 

La  construction  graphique  dans  ce  cas  est  plus  simple  encore  que 
la  précédente.  Du  point  A  on  mène  une  ligne  dans  l'azimut  de  B 
et  du  point  A',  une  autre  ligne  dans  l'azimut  ISO""  -h  a.  L'inter- 
section de  ces  deux  lignes  donne  le  point  B. 

Si  on  veut  une  grande  précision,  on  corrige  la  position  de  B>  à 
l'aide  de  sa  latitude  approchée,  en  ramenant  les  azimuts  astrono- 

36 
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iniques  aux  azimuts  géodésiques.  On  calcule  les  latitudes  géodési- 
ques  des  trois  points.  Puis,  avec  la  latitude  supposée  de  B,on  cal- 
cule sa  différence  de  longitude  avec  A;  on  en  tire  la  difierence 
avec  A',  puis  on  calcule  l'azimut  de  A'  vu  de  B.  On  fait  les  mômes 
calculs  pour  une  seconde  hypothèse  (très-voisine  de  la  première) 
sur  la  latitude  de  B,  et  par  une  proportion  on  trouve  la  latitude 
intermédiaire  pour  laquelle  l'azimut  de  A'  vu  de  B  est  égal  à  Tazi- 
mut  observé.  On  a  ensuite  dans  le  triangle  APB  la  différence  vraie 
de  longitude  entre  A  et  B. 

350.  —  Cinquième  cas.  —  Du  point  cherché  B,  on  a  observé 
les  angles  compris  entre  deux  premiers  points  connus  A  et  A\ 
puis  entre  deux  autres  points  connus  A"  et  A",  angles  réduits  à 
l'horizon. 

Gomme  construction  géométrique,  ce  cinquième  cas  ne  pré- 
sente pas  plus  de  difficulté  que  les  autres.  Sur  les  deux  premiers 
points  A  et  A',  on  construit  comme  précédemment  le  cercle  d'où 
ces  points  sontvus  en  faisant  entre  eux  l'angle  horizontal  observé. 
On  fait  ensuite  la  construction  correspondante  sur  les  points  A" 
et  A"*,  et  les  deux  points  d'intersection  des  circonférences  de  ces 
deux  cercles  satisfont  au  problème.  Un  azimut  approché  relevé  à 
la  boussole  sur  l'un  des  quatre  points  A,  A',  A''  ou  A'',  foit  savoir 
lequel  des  deux  points  d'intersection  doit  être  adopté. 

Si  on  veut  pousser  plus  loin  l'approximation,  on  ramène  comme 
précédemment  tous  les  angles  mesurés  et  toutes  les  latitudes  au  cas 
de  la  sphère.  Puis  avec  la  latitude  géocentrique  supposée  et  la  loo- 
gitude  supposée  du  point  B,  on  calcule  l'angle  entre  les  points  A 
et  A'  comme  dans  les  problèmes  précédents.  Modifiant  un  peu  la 
latitude,  on  répète  le  calcul,  et  par  une  proportion  on  a  pour  la 
longitude  supposée  la  latitude  répondant  à  l'angle  observé. 

On  fait  ensuite  une  seconde  hypothèse  très-approchée  de  la 
première  relativement  à  la  longitude,  et  on  cherche  de  même  pour 
cette  seconde  longitude  la  latitude  correspondante  l'angle  observé 
entre  les  points  A  et  A'  • 

Gela  posé^  avec  la  première  longitude  supposée  et  la  latitude 
correspondante  satisfaisant  à  l'angle  observé  entre  A  et  A',  on 
calcule  l'angle  entre  A"  et  A'''.  On  fait  le  même  calcul  pour  la  se- 
conde longitude  supposée  et  la  latitude  correspondante.  Une  pro- 
portion entre  les  longitudes  fait  alors  connaître  la  longitude  exacte 
satisfaisant  à  l'angle  observé^  et  une  proportion  entre  les  latitudes 
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donne  la  vraie  latitude  géodésique,  qu'on  transforme  en  latitude 
astronomique,  et  le  problème  est  résolu. 

Il  est  évident  que  deux  des  quatre  points  pourraient  se  réduire 
à  un  seul,  et  la  solution  serait  la  même.  Un  point  est  donc  défini 
par  les  angles  horizontaux  compris  entre  trois  points  connus. 

351 .  —  La  construction  graphique  de  ce  cinquième  cas  est  très- 
employée  par  les  marins,  pour  savoir  à  quelle  distance  le  navire 
se  trouve  des  points  connus  d'une  côte.  Us  relèvent  pour  cela  les 
azimuts  avec  la  boussole  marine ,  et  effectuent  la  construction 
sur  la  carte.  La  construction  se  simplifie  beaucoup  quand  on  con- 
naît la  variation  du  compas,  car  alors  Tazimut  de  deux  points 
suiBt,  ce  qui  ramène  au  deuxième  cas,  le  plus  fréquemment  em- 
ployé. La  construction  de  ce  deuxième  cas  se  simplifie  d'ailleurs 
en  menant  des  deux  points  connus  deux  lignes  dans  les  azimuts 
où  ils  sont  observés,  l'intersection  de  ces  deux  lignes  est  la  posi- 
tion du  navire  sur  la  carte,  position  dont  on  connaît  alors  la  lon- 
gitude et  la  latitude.  Ce  procédé  est  celui  par  lequel  on  peut  rectifier 
à  bord,  quand  on  passe  près  de  côtes  connues,  l'état  du  chrono- 
mètre par  rapport  au  temps  du  premier  méridien,  comme  nous 
l'avons  dit  dans  le  n^  164. 

Quand  on  n'aperçoit  pas  deux  points  d'une  côte,  mais  un  seul 
point  lointain,  on  relève  l'azimut  de  ce  point  en  notant  l'heure  de 
l'observation,  puis,  au  bout  d'un  instant,  on  répète  l'opération.  Si 
alors  on  a  eu  soin  de  mesurer  avec  le  loch  la  vitesse  du  navire,  on 
peut,  en  ayant  égard  au  sens  de  la  marche,  connaître,  par  la  ré- 
duction de  la  route  effectuée  dans  l'intervalle^  la  distance  des  deux 
points  d'observation  et  l'azimut  de  la  ligne  qui  les  joint.  Dans  le 
triangle  considéré  comme  rectiligne  formé  par  ces  deux  positions 
et  le  point  de  la  côte,  on  connaît  donc  un  côté  et  les  deux  angles 
adjacents;  on  en  tire  la  longueur  d'un  des  côtés.  Traçant  alors,  à 
partir  du  point  de  la  côte  en  question,  une  ligne  dans  l'azimut  de 
ce  côté  et  prenant  sur  cette  ligne  la  longueur  obtenue,  on  a  la 
position  approchée  du  navire  à  l'instant  de  l'observation.  On  a 
donc  encore  dans  ce  cas  la  correction  de  l'état  du  chronomètre 
par  rapport  au  méridien,  si  on  a  soin  de  déterminer  l'heure 
locale. 

Lorsqu'on  effectue  des  sondages  pour  les  cartes  nautiques,  les 
divers  procédés  que  nous  venons  d'indiquer  sont  également  em- 
ployés pour  obtenir  la  position  des  points  où  on  a  fait  les  sondages 
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qu'on  inscrit  sur  la  carte.  Il  est  bien  entendu  que,  dans  ce  cas, 
on  se  limite  aux  solutions  graphiques. 


Considératioîis  sur  la  mesure  des  dimensions  de  la  terre. 


352.  —  Si  on  suppose  la  verticale  astronomique  d'un  certain 
point  prolongée  jusqu'il  la  rencontre  de  l'axe  terrestre,  ce  point  de 
rencontre  sera,  partout  ailleurs  qu'à  l'équateur,  différent  du  centre 
de  la  terre.  Une  sphère  ayant  pour  centre  le  point  de  rencontre  en 
question,  et  pour  rayon  la  distance  de  ce  dernier  point  au  point 
de  la  surface  dont  on  a  prolongé  la  verticale,  sera  osculatrice  à  la 
surface  terrestre  en  cette  région  de  la  surface,  car  une  verticale 
astronomique  n'est  autre  qu'une  normale  à  la  surface  du  globe. 
C'est  en  considérant  les  triangles  géodésiques  comme  des  trian- 
gles sphériques  sur  les  sphères  osculatrices  ainsi  menées  qu'on  a, 
pour  la  détermination  des  dimensions  de  la  terre,  calculé  les  arcs 
de  méridien  et  de  parallèle;  pour  cela  on  a  démontré  que  la 
longueur  des  côtés  sur  le  triangle  ellipsoïdal  peut,  sans  erreur 
sensible,  être  considérée  comme  égale  à  celle  des  côtés  du  triangle 
sphérique  sur  cette  sphère  osculatrice^  du  moins  dans  l'étendue 
des  triangles  géodésiques  qu'on  peut  obtenir  par  les  observations. 
On  considère  alors  les  normales  aux  trois  angles  de  ces  triangles 
comme  rencontrant  l'axe  terrestre  au  môme  point,  ce  qui  n'est 
pas  rigoureusement  vrai,  mais  toutefois  n'introduit  pas  d'erreur 
appréciable. 

U  est  facile  d'obtenir  en  fonction  du  rayon  équatorial  le  rayon 
de  la  sphère  osculatrice  en  question.  Nommant  A  le  point  où  l'on 
veut  ce  rayon,  /  sa  latitude  astronomique,  / — t  sa  latitude  géo- 
désique,  et  r'  le  rayon  géocentrique  en  ce  point  A,  rayon  dont  nous 
avons  rappelé  l'expression  en  fonction  du  rayon  équatorial  (n^"  193), 
la  perpendiculaire  abaissée  du  point  A  sur  l'axe  terrestre  a  pour 
longueur  r'  cos  (/ — i). 

Or,  cette  perpendiculaire  est  égale  au  rayon  R  de  la  sphère 
osculatrice  en  question ,  multiplié  par  le  cosinus  de  la  latitude 

-rx         j        n         ,cos(/  —  f) 

astronomique.  On  a  donc  R=r  — ^ — j — -- 


/ 
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La  différence  des  longitudes  de  deux  points  est  la  môme  sur 
Tellipsolde  et  sur  la  sphère  osculatrice  menée,  comme  nous  venons 
de  le  dire  ;  on  voit  donc  que,  si  par  les  procédés  que  nous  avons 
précédemment  indiqués,  on  connaît  cette  différence  pour  deux 
points  rapprochés,  on  peut,  avec  les  latitudes  astronomiques  des 
deux  points  en  question,  dont  les  compléments  sont  les  distances 
polaires,  et  avec  cette  différence  de  longitude,  calculer  sur  la  sphère 
osculatrice  la  longueur  de  l'arc  de  cercle  unissant  ces  deux  points. 
On  emploiera  pour  cela  les  formules  du  n^  216,  en  y  remplaçant 
D  par  la  latitude  tistronomique  du  deuxième  point  et  P  par  la 

différence  des  longitudes  :  z  est  alors  Tare  cherché,  j^  ^  R ,  ex- 
pression dans  laquelle  17  est  le  rapport  de  la  circonférence  au  dia- 
mètre, représente  donc  la  longueur  métrique  de  la  distance  des 
deux  points  en  question  sur  la  surface  terrestre. 

Nous  avons  vu  (n""'  342  et  343)  comment,  dans  une  chaîne  de 
triangles,  on  arrive  à  corriger  la  différence  des  latitudes  astrono- 
miques de  deux  points  voisins,  au  moyen  des  latitudes  de  deux 
points  très-éloignés.  Si  donc  on  a  mesuré  la  distance  linéaire  de 
ces  deux  points,  on  en  tirera,  en  égalant  l'expression  précédente 
à  cette  distance,  la  valeur  de  R,  et  par  suite  celle  du  rayon  r',  et 
enfin  celle  du  rayon  équatorial  r  correspondant  à  l'aplatissement 
de  la  région,  rayon  lié  à  r'  par  l'équation  du  n"*  193.  Ce  procédé 
est  au  fond  identiquement  le  même  que  celui  qui  consiste  à  cal* 
culer  la  longueur  des  côtés  de  tous  les  triangles  pour  les  projeter 
sur  le  méridien,  car  dans  le  cas  présent  on  a  corrigé  les  latitudes 
des  deux  points  voisins  à  l'aide  de  celles  des  points  éloignés,  ce  qui 
revient  au  môme. 

L'aplatissement  de  la  région  étant  connu  par  les  procédés 
que  nous  avons  indiqués,  il  est  facile  d'en  conclure  la  longueur 
des  arcs  de  méridien  et  de  parallèle.  On  voit  donc  que  notre  mode 
de  solution  des  problèmes  géodésiques  est  aussi  bien  applicable  à 
la  mesure  de  la  terre  qu'à  la  géodésie  expéditive.  Seulement  cette 
dernière,  seule  utile  pour  la  géographie  proprement  dite^  ne  néces- 
site pas  la  connaissance  de  la  longueur  du  rayon  terrestre.  Quand 
alors  on  veut  la  distance  de  deux  points,  on  suppose,  au  contraire, 
le  rayon  connu,  et  en  substituant  cette  valeur  dans  les  expressions 
précédentes,  on  a  la  distance  métrique  des  deux  points,  distance 
qu'on  mesure  au  contraire  dans  les  opérations  pour  déterminer  les 
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dimensBOQS  du  gl<^,  mais  dont  on  n'a  pas  besoin  pour  la  géogra- 
phie qui  n'emploie  que  les  distances  angulaires. 


Réduction  à  F  axe  du  signal  et  nivellement. 


333.  —  Les  seuls  cas  où,  dans  la  géodésie  expéditive,  on  a  be- 
soin de  la  distance  réelle  de  deux  points  sont  :  1*  pour  la  réduc- 
tion des  observations  à  Taxe  du  signal;  2''  pour  les  nivellements 
géodésiques.  Dans  ces  cas,  on  a  toujours  cette  distance  avec  une 
approximation  sufiBsante  par  le  procédé  que  nous  venons  d'indi- 
quer et  qui  consiste  à  supposer  le  rayon  terrestre  connu. 

La  réduction  à  Taxe  du  signal  devient  nécessaire  parce  que  le  plus 
souvent  on  ne  peut  placer  Tinstrument  au  point  même  du  signal, 
ou  du  moins  dans  sa  verticale.  Supposons  qu'il  s'agisse  d'un  azi- 
mut. On  place  l'instrument  tout  près  du  signal,  et  on  mesure  sa 
distance  à  ce  signal,  soit  directement,  si  c'est  possible,  soit  par  un 
petit  triangle.  On  prend  ensuite  l'angle  (réduit  à  l'horizon)  entre 
le  signal  et  l'objet  B  dont  on  veut  l'azimut.  Soit  a  la  distance  du 
signal  projetée  sur  l'horizon,  p  cet  angle  et  d  la  distance  approchée 
de  B  à  l'instrument,  on  a  pour  la  correction  y  à  appliquer  à  l'azi- 
mut de  B  observé  afin  de  le  rapporter  au  signal  A,  l'équation 

a  sin  fi 

le  signe  —  se  rapportant  au  cas  où  le  point  A  est  entre  l'ins- 
trument et  le  point  B,  le  signe  +  au  cas  où  l'instrument  est 
entre  les  deux  points  A  et  B.  On  reconnaît  d'ailleurs  et  à  pre- 
mière vue  si  cet  angle  y  doit  être  ajouté  à  l'azimut  observé  pour  avoir 
celui  de  B  vu  de  A  ou  s'il  doit  être  retranché.  Si  l'instrument  et  les 
points  A  et  B  sont  presque  en  ligne  droite,  une  erreur  sur  «  ne 
fera  pas  d'erreur  appréciable  sur  la  correction  y,  et  cette  correction 
sera  très-petite.  SU  s*agit  de  ramener  à  l'axe  du  signal  l'angle 
entre  les  deux  points  éloignés  B  et  C,  on  calcule  la  correction  y 
sur  l'azimut  de  chacun  de  ces  points,  et  la  somme  ou  la  difié- 
rence  de  ces  deux  \aleurs  de  y  est  la  correction  de  l'angle 
cherché.  Les  conditions  du  problème  indiquent  sans  peine  si 
c'est  une  sonmie  ou  une  difTérence  qui  doit  être  employée. 
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354.  —  Supposons  qu'on  ait  déterminé,  comme  nous  Tavons  dit 
précédemment,  l'angle  formé,  au  centre  de  la  sphère  osculatrice  en 
un  point  donné,  par  les  rayons  menés  à  deux  points  A  et  B,  et  de 
plus  qu'on  ait  mesuré  les  hauteurs  réciproques  de  A  et  B,  ou  même 
seulement  que,  de  l'un  de  ces  points  A,  par  exemple,  on  ait  mesuré 
la  hauteur  de  l'autre,  auquel  cas  on  connaîtra,  après  la  correction 
de  la  réfraction  terrestre  (n*"  331  et  note  du  n""  332),  la  hauteur 
vraie  du  point  B  vu  de  A.  Alors,  dans  le  triangle  rectiligne  formé 
par  le  centre  0  de  la  sphère  osculatrice,  et  les  points  A  et  B,  on  con- 
naît l'angle  AOB  au  centre  de  la  sphère,  angle  que  nous  appelle- 
rons G,  et  l'angle  BAO,  que  nous  appellerons  180° — z;  on  connaîtra 
donc  le  troisième  angle  ABO  en  retranchant  de  1 80^  la  somme  des 
deux  autres,  de  sorte  que  ABO=z — G.  Si  donc  on  a,  comme  nous 
l'avons  indiqué  précédemment,  déterminé  le  rayon  OA  de  la  sphère 
osculatrice,  rayon  que  nous  appellerons  /  (nous  supposons  que 
l'altitude  du  point  A  au-dessus  du  niveau  de  la  mer  est  jointe  au 
vrai  rayon  R  calculé,  comme  nous  l'avons  dit  (n*  382),  pour  la 
surface  de  la  mer,  et  c'est  cette  somme  que  nous  appelons  r'  ),  on 
aura  la  longueur  du  côté  AB  par  la  règle  des  sinus  qui  donne 

AB=  -: — — p-  Nous  appellerons  m  cette  longueur  AB,  qui  sera 

ainsi  connue  (1). 

Si  alors  on  appelle  h  Texcès  inconnu  de  l'altitude  du  point  B  par 
rapport  à  celle  du  point  A,  de  sorte  que  /  +  A  soit  la  distance  du 
point  B  au  centre  0  de  la  sphère  osculatrice,  le  triangle  OAB  donne 

[r'  -4- hy  =  r'*  -4-  tii*H-  awr'  cos z, 

d'où  en  développant  et  négligeant  le  carré  de  A,  vu  la  petitesse  de 
h  par  rapport  au  rayon  de  la  terre 

«M 

2  r  , 

équation  qui  fera  connaître  la  différence  h  existant  entre  le  niveau 


(1)  m  pourrait  aussi  être  connu  au  moyen  d'une  base  mesurée  et  à  l'aide 
d*un  triangle  rectiligne  dont  le  point  A  serait  Tun  des  angles.  H  arrive 
quelquefois,  dans  la  géométrie  expéditive^  qu'on  détermine  ainsi  à  l'aide  de 
petites  bases  Téloignement  d'un  sommet  qu'on  craint  de  ne  plus  revoir^  et 
près  duquel  on  ne  pourra  passer  dans  le  cours  de  son  voyage. 
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des  deux  stations  A  et  B.  Si,  au  contraire,  on  supposait  que  m  n'eût 
pas  été  déterminé,  et  que  la  différence  h  du  niveau  eût  été  donnée 
par  des  observations  barométriques,  cette  équation  résolue  par 
rapport  à  m,  en  prenant  le  signe  +  pour  le  radical  donnerait  la 
distance  m.  On  en  déduirait  ensuite  l'angle  AOB  au  centre  de  la 
terre  par  la  règle  des  sinus,  ce  qui  permettrait  de  corriger  de  la 
réfraction  l'angle  z^  et  un  nouveau  calcul  donnerait  la  distance  m 
et  l'angle  AOB.  Si  alors  on  connaît  l'azimut  de  B  vu  de  A,  ainsi 
que  la  latitude  de  B  ou  celle  de  A,  on  connaîtra  dans  le  triangle 
sphérique  PAB  formé  par  le  pôle  et  les  points  A  et  B,  deux 
côtés  et  l'angle  compris,  et  il  deviendra  facile  de  calculer  la  lati- 
tude du  second  point  et  la  différence  de  longitude  entre  les  deux 
stations.  On  voit  ainsi  le  parti  que,  dans  la  géodésie  expéditive, 
on  peut  dans  certains  cas  tirer  des  altitudes  barométriques,  par 
exemple,  à  proximité  de  sommets  très-élevés  d'une  chaîne  de 
montagnes,  et  surtout  dans  la  zone  inter tropicale  où  le  baromètre 
n'éprouve  que  de  très-petites  variations  irrégulières ,  de  sorte 
qu'un  petit  nombre  d'observations  permettent  de  calculer  l'alti- 
tude d'un  point  (1) . 

3S5.  —  Il  est  bien  rare  dans  les  voyages  d'exploration,  au  mi- 
lieu des  continents,  qu'on  puisse  obtenir  les  altitudes  par  une 
chaîne  d'opérations  commencée  depuis  le  niveau  de  la  mer.  C'est 
alors  au  baromètre  qu'on  a  recours,  et  en  réalité,  vu  les  incerti- 
tudes de  la  réfraction  terrestre,  ce  nivellement  est  au  moins  aussi 
exact  que  le  nivellement  géodésique  dont  nous  venons  d'indiquer 
les  principes.  Nous  ne  nous  étendrons  pas  ici  sur  le  calcul  des 
nivellements  barométriques,  calcul  pour  lequel  Y  Annuaire  du  bu-^ 
reau  des  longitudes  donne  une  instruction  et  des  tables.  Toutefois, 
nous  signalerons  qu'il  arrive  souvent  qu'on  ne  peut  avoir  des  obser- 
vations barométriques  correspondantes  à  celles  de  la  station  et 
faites  dans  un  lieu  du  voisinage  d'altitude  connue.  C'est  un  grave 
inconvénient  et  qui  exige  dans  la  zone  tempérée  de  bien  lon- 
gues séries  d'observations,  pour  qu'on  puisse  supposer  avoir  la' 
moyenne  du  lieu  et  la  comparer  à  la  pression  moyenne  au  niveau 


(1)  Dans  les  hauteurs  réciproques,  il  y  a  à  faire  souvent  des  réductions  à 
Taxe  du  signal  de  la  même  manière  que  dans  le  sens  des  azimuts  et  par  le 
môme  procédé.  Il  est  sous-entendu  ici  que  nous  supposons  ces  réducUon^^ 
faites. 
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de  la  mer.  Dans  la  zone  équatoriale,  cinq  à  six  jours  d'observation 
suffisent;  seulement,  il  faut  avoir  bien  soin,  dans  le  calcul, 
d'admettre  pour  pression  moyenne  au  niveau  de  la  mer  celle  qui 
répond  à  la  latitude  de  la  station,  car  la  pression  moyenne  au 
niveau  des  mers  varie  avec  la  latitude.  Dans  V Annuaire  de  la  So- 
dété  météorologique  de  France^  j'ai  donné  une  formule  qui  in* 
dique  la  pression  moyenne  au  niveau  de  la  mer  en  fonction  de 
la  latitude. 

Dans  les  nivellements  faits  dans  les  voyages  d'exploration,  quand 
onnepeutséjournerquepeude  temps  en  chaque  point,  on  mesure, 
autant  que  possible,  géodésiquement  les  différences  d'altitude  des 
divers  points  où  on  fait  les  observations  barométriques;  il  devient 
alors  possible  de  comparer  tous  les  nivellements  barométriques 
obtenus  dans  une  région  étendue,  et  d'employer  les  observations 
faites  en  un  grand  nombre  de  points  à  la  détermination  de  l'alti- 
tude d'un  point  pris  pour  niveau  général  de  la  carte.  Par  là,  on  a 
une  bonne  mesure  de  l'altitude  de  ce  point,  à  cause  du  nombre 
des  observations,  et  les  différences  obtenues  géodésiquement  avec 
les  autres  points  servent  à  fixer  l'altitude  de  ceux-ci. 

356. — Si,  d'un  point  situé  près  d'un  rivage,  on  mesure  la  dépres- 
sion de  l'horizon  de  la  mer,  il  est  facile  de  voir  qu'avec  la  formule  de 
ladépression  que  nous  avons  donnée  n"*  147,  on  pourra  obtenir  l'al- 
titude de  ce  point.  Ici  encore  c'est  le  rayon  de  la  sphère  osculatrice 
qui  devra  être  employé  comme  rayon  de  la  terre.  Une  grande  in- 
certitude règne  toutefois  au  sujet  du  coefficient  à  employer  pour 
la  réfraction  dans  le  calcul  de  la  dépression.  Au  lieu  de  0,08, 
M.  de  Tessan,  par  une  belle  série  d'observations  faites  dans  le 
voyage  de  la  Vénus^  a  trouvé  qu'en  général  pour  de  petites  hauteurs, 
le  coefficient  est  de  ^  à  j^,  c'est-à-dire  environ  0,05.  Le  mé- 
lange de  l'air  par  l'agitation  des  vagues  est  la  cause  à  laquelle 
ce  savant  hydrographe  attribue  avec  raison  la  diminution  du 
coefficient.  On  a  imaginé,  sous  le  nom  de  dépressiomètre  des 
instruments  destinés  à  mesurer  à  la  mer  la  dépression  de  l'ho- 
rizon. Le  plus  simple  est  celui  de  M.  Daussy.  Il  consiste  en  un 
cercle  de  réflexion,  sur  la  grande  alidade  duquel  est  placé  un  petit 
miroir  auxiliaire  faisant  l'angle  de  45^  avec  le  petit  miroir  ordi- 
naire, et  couvrant  environ  la  moitié  de  la  partie  étamée.  En 
amenant  le  grand  miroir  à  donner  une  image  qui  coïncide  avec 
celle  de  ce  petit  miroir  dont  la  perpendicularité  du  limbe  se 
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vérifie  par  cette  coïncidence,  et  en  faisant  alors  la  lecture,  il  suffit 
ensuite  de  déplacer  le  grand  miroir  à  l'aide  de  son  alidade,  de  façon 
à  avoir  Timage  d'un  côté  de  l'horizon,  tandis  que  le  miroir  auxi- 
liaire donne  l'image  de  l'autre  côté.  En  faisant  coïncider  ces  ima- 
ges opposées,  auquel  cas  le  grand  miroir  est  presque  perpendiculaire 
au  miroir  auxiliaire,  la  différence  de  la  lecture  alors  obtenue  et  de 
celle  que  donnent  les  images  en  coïncidence,  représente  l'angle 
dont  l'excès  sur  180''  est  le  double  de  la  dépression  de  L'horizon. 
A  l'aide  de  cette  disposition,  on  voit  que  le  oerde  de  réflexion 
peut  mesurer  des  angles  de  plus  de  180''.  D  atteint,  en  effet,  jus- 
qu'à 230". 


Opérations  à  la  boussole  et  tracé  des  routes. 


3S7.  —  Quand,  par  les  procédés  que  nous  avons  indiqués,  on  a 
déterminé  les  positions  d'une  série  de  points  remarquables  d'une 
région,  points  reliés  entre  eux  par  des  chaînes  de  triangles  ou 
d'azimuts  et  de  latitudes,  on  fixe  les  points  secondaires  par  rap- 
port à  ceux-ci,  à  l'aide  des  diverses  méthodes  indiquées  ;  seulement 
on  peut  alors  se  dispenser  de  la  mesure  des  azimuts  astronomi- 
ques, et  on  accélère  le  travail  par  l'emploi  des  azimuts  obtenus 
à  la  boussole.  D  importe  toutefois  de  connaître  la  déviation  de 
l'aiguille  hors  du  méridien,  afin  d'en  corriger  les  observations  : 
cette  opération  est  facile.  A  l'aide  de  pointés  à  la  boussole, 
effectués  sur  le  soleil  ou  les  étoiles,  quand  ces  astres  ne  sont  pas 
très-élevés  sur  l'horizon,  on  a  l'azimut  magnétique  de  ces  astres 
à  des  instants  connus,  et  si  on  calcule  à  l'aide  de  l'heure  de 
l'observation  leurs  azimuts  astronomiques,  la  différence  avec 
leur  azimut  magnétique  est  la  correction  à  appliquer  aux  azimuts 
donnés  par  la  boussole,  pour  avoir  dans  cette  région  les  azimuts 
astronomiques.  Cet  angle  est  ce  que  les  marins  appellent  la  variai 
tion  du  compas.  Il  diffère  de  la  déclinaison  magnétique  en  oe 
que  celle-ci  est  la  déviation  de  l'axe  magnétique  de  l'aiguille, 
tandis  que  la  variation  est  celle  de  son  axe  de  figure  dans  la 
position  que  l'aiguille  occupe  dans  l'instrument.  En  renversant 
les  aiguilles,  de  sorte  que  la  face  supérieure  devienne  inférieure, 
la  moyenne  des  variations  obtenues  dans  les  deux  cas  est  la  dé- 
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clinaison  magnétique.  Ce  renversement  n'est  possible  que  dans 
des  boussoles  faites  dans  ce  but  et  qu'on  appelle  boussoles  de 
déclinaison.  Il  est  clair  qu'on  n'a  pas  besoin  de  la  déclinaison  ma* 
gnétique  absolue  dans  les  opérations  topographiques  ou  dans  la 
marine,  puisqu'on  détermine  la  variation  dans  la  situation  de 
l'aiguille. 

358.  —  Les  fers  des  navires  produisent  des  déviations  dans  les 
boussoles.  Siy  dans  un  port,  on  connatt  la  déclinaison  magnéti*- 
que,  on  peut,  en  déterminant  la  variation  de  la  boussole  à  bord, 
obtenir  les  erreurs  que  donne  la  boussole  pour  les  diverses  direc* 
tiens  qu'occupe  le  navire  par  rapport  au  méridien.  On  corrige 
alors  par  une  masse  de  fer  convenablement  placée  l'effet  de  la 
déviation  des  fers  du  bâtiment,  puis  on  détermine  les  erreurs  res* 
tantes,  qui  sont  ensuite  petites.  Cette  opération  s'appelle  le  ré< 
glage  des  boussoles.  A  part  le  procédé  que  nous  venons  d'indiquer 
pour  obtenir  la  variation  de  la  boussole,  ce  réglage  n'appartient 
plus  à  l'astronomie  appliquée^  et  sort  du  cadre  de  cet  ouvrage. 
Nous  ne  nous  y  arrêterons  donc  pas  davantage. 

Mais  il  existe  une  précaution  que  les  bons  navigateurs  ne  négli- 
gent jamais  ;  c'est  de  déterminer  fréquemment  à  bord  la  variation 
de  la  boussole,  en  recourant  soit  au  soleil,  soit  aux  étoiles,  car  il  ne 
faut  jamais  compter  trop  aveuglément  sur  le  réglage,  qui  est  tou- 
jours imparfait.  Quant  à  la  vraie  direction  de  la  marche  du  na« 
vire,  on  sait  qu'à  cause  de  la  déviation  de  ce  dernier  sous  l'action 
du  vent,  elle  est  donnée,  non  par  la  direction  du  navire  lui-même, 
mais  par  celle  de  son  sillage,  dont  on  a  soin  de  déterminer  l'angle 
avec  la  direction  du  navire.  Quand  il  n'y  a  pas  de  courants  et 
quand  la  variation  de  la  boussole  est  bien  déterminée^  les  erreurs 
que  les  marins  commettent  sur  l'estime  de  la  route  sont  peu  con- 
sidérables. Il  en  résulte  que,  si  de  grandes  différences  existent 
entre  le  déplacement  du  navire  d'après  l'estime  et  d'après  les  po- 
sitions déterminées  astronomiquement,  ces  différences  doivent 
être  attribuées  aux  courants,  dont  alors  la  direction  et  la  vitesse 
se  trouvent  données  par  ces  différences. 

359.  —  Si,  en  faisant  la  carte  géographique  d'un  pays,  on  note, 
en  se  rendant  d'un  point  connu  à  un  autre  point  connu  peu  distant, 
la  direction  de  la  route  suivie  à  chaque  instant  et  l'heure  corres- 
pondante, spécialement  à  chaque  changement  de  direction,  et  si  la 
vitesse  dans  la  route  a  été  constante,  on  peut  facilement  tracer 
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sur  la  carte  la  route  parcourue,  et  ce  tracé  ne  nécessite  pas  la  con- 
naissance de  la  vitesse  ni  celle  de  la  variation  de  la  boussole.  En 
effet,  on  projette  les  durées  de  la  marche  dans  chaque  sens  sur  le 
méridien  de  la  boussole  et  sur  la  perpendiculaire  à  ce  méridien,  en 
ayant  soin,  bien  entendu,  de  donner  des  signes  contraires  aux 
routes  nord  et  sud,  ou  est  et  ouest.  Si  alors  on  appelle  m  la  sonune 
des  projections  sur  le  méridien  et  n  la  somme  des  projections  per- 
pendiculaires,  la  longueur  de  la  route  sera  l/^m*  +  n*,  c'estrà- 
dire que  l/^n?+n*  serait  le  temps  qu'avec  la  même  vitesse  on 
aurait  mis  à  parcourir  la  distance  rectiligne  des  deux  points.  Cette 
distance  étant  connue  si  ceux-ci  sont  déterminés,  on  en  déduira 
la  vitesse.  Si  la  vitesse  a  varié  dans  des  rapports  connus  approxi- 
mativement, on  multiplie  les  temps  employés  dans  chaque  section 
de  la  route  par  des  coefficients,  avant  de  les  projeter,  et  par  là  on 
les  ramène  à  une  des  vitesses  prises  pour  types.  On  a  alors  par 
le  môme  procédé  cette  dernière  vitesse  et,  par  suite,  les  autres. 

De  plus,  -  est  la  tangente  de  l'angle  de  la  route  moyenne  avec  le 

méridien  de  la  boussole;  car  dans  un  petit  espace  la  ligne  loxo- 
dromiqtte  ou  faisant  le  même  angle  avec  tous  les  méridiens,  se 
confond  avec  l'arc  de  grand  cercle,  et  celui-ci  se  confond  sensible- 
ment avec  la  ligne  droite  ;  or,  comme  il  est  facile,  à  l'aide  des  posi- 
tions connues  des  deux  points  limites,  de  calculer  l'azimut  astrono- 
mique de  la  ligne  qui  les  unit,  on  en  tire  l'angle  du  méridien 
astronomique  et  de  la  boussole.  On  peut  alors  tracer  chaque  sec- 
tion de  la  route  sur  la  carte  en  direction  et  en  longueur,  de  telle 
sorte  que  les  deux  extrémités  du  tracé  soient  rigoureusement  aux 
deux  points  en  question.  Si  la  route  ne  fait  qu'un  petit  angle  avec  le 
méridien,  et  si  on  connaît  la  variation  de  la  boussole,  on  a  en  pro- 
jetant directement  les  routes  sur  le  méridien,  le  temps  m  em- 
ployé à  parcourir  la  difTérence  de  latitude  des  deux  points,  diffé- 
rence dont  on  peut  connaître  la  longueur  métrique,  et  en  divisant 
cette  longueur  par  m  on  a  la  vitesse  employée,  vitesse  avec  laqueUe 
on  peut  ensuite  tracer  la  route.  On  voit  donc  que  la  connais- 
sance des  latitudes  suffit,  dans  ce  cas,  pour  effectuer  le  travail. 
Si,  le  long  du  cours  d'une  rivière,  on  rattache  tous  les  5  à  6  milles 
à  une  grande  triangulation  générale  un  point  de  la  rive,  ou  si  on 
détermine  les  latitudes,  cette  méthode  est  applicable  au  tracé  du 
cours  de  la  rivière  parcourue  dans  une  barque,  surtout  en  ayant 
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soin  de  temps  à  autre  de  déterminer  la  vitesse  du  courant,  et  de 
tenir  compte^  quand  il  y  a  lieu,  des  variations  de  vitesse  de  la 
barque.  U  est  évident,  dans  ce  cas,  que  les  erreurs  que  Ton  peut 
commettre  sont  de  Tordre  de  celles  du  tracé  graphique  lui-même, 
et  cela  à  cause  du  rapprochement  des  points  bien  déterminés. 


Méthode  employée  pour  tracer  le  cours  du  Rio  de  San^Francisco. 


360.  —  Cependant,  j'ai  cru  devoir,  dans  le  Rio  de  San-Fran- 
cisco,  employer  une  méthode  encore  plus  précise,  méthode  que 
j'ai  imaginée  pour  le  tracé  du  cours  des  rivières.  Elle  est  fondée 
sur  l'emploi  de  la  lunette  de  Rochon,  n°  153.  Une  règle  noire  de  2 
mètres  de  longueur,suspendueverticalementet  portant  trois  signaux 
blancs,  distants  de  1  mètre,  était  portée  le  long  d'une  des  rives  par 
un  canot  qui  s'arrêtait  fixement  contre  la  rive,  à  une  certaine  dis- 
tance; d'un  point  de  l'autre  rive,  on  mesurait  la  distance  avec  la 
lunette  de  Rochon  et  l'azimut  avec  la  boussole  ;  puis  avec  une  em- 
barcation on  remontait  le  long  de  la  même  rive  en  un  autre  point, 
d'où  on  mesurait  de  nouveau  la  distance  à  la  règle,  qui  n'avait 
pas  bougé,  et  l'azimut  correspondant.  Alors,  restant  en  ce  point, 
l'observateur  faisait  signe  au  canot  de  la  règle  d'aller  plus  loin. 
Ce  canot  s'arrêtait  à  un  signal  convenu.  Là  on  prenait  de  nou- 
veau la  distance  et  l'azimut,  puis,  la  règle  restant  en  place,  l'ob* 
servateur  avançait  une  nouvelle  fois  le  long  de  la  rive,  et  ainsi  de 
suite.  On  voit,  de  cette  manière,  qu'on  pouvait  tracer  la  position 
de  la  règle  par  rapport  à  celle  de  la  première  station,  puis  la 
position  de  la  deuxième  station  par  rapport  à  la  première  po- 
sition de  la  règle,  ensuite  la  deuxième  position  de  celle-ci  par 
rapport  à  cette  deuxième  station  et  ainsi  de  suite;  de  cette 
manière  les  deux  rives  étaient  tracées  par  points.  Dans  un  fleuve 
large,  on  peut  relever  de  cette  façon  5  à  6  milles  marins  par 
jour.  De  plus,  quand  on  voyait  des  points  remarquables ,  tels 
Tue  des  roches  ou  des  pointes  d'tle,  on  les  relevait  de  deux  sta- 
ms,  ce  qui  définissait  leur  position.  J'ajouterai  que,  d'ailleurs, 
i  latitudes  étaient  déterminées  tous  les  5  à  6  milles,  et  la 
orité  des  points  oh  ces  latitudes  étaient  prises  étaient  rat- 
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tachés  à  la  grande  triangulation  géodésique,  afin  d'empêcher 
les  erreurs  de  la  lunette  de  Rochon  de  s'accumuler.  Or  ce  pro- 
cédé est  si  précis  que  les  différences  entre  les  latitudes  conclues 
de  l'opération  de  la  lunette  de  Rochon  et  les  déterminations  di- 
rectes ont  toujours  été  inférieures  à  la  limite  des  erreurs  d'obser- 
vation, c'est^-dire  qu'elles  n'ont  pas  dépassé  40  mètres^  même 
en  ajoutant  le  travail  de  plusieurs  jours  consécutifs,  de  façon  à 
représenter  un  intervalle  de  plus  d'un  demi-degré.  Cette  opéra- 
tion se  trouvait^  par  suite  de  la  direction  du  cours  du  fleuve,  &ite 
suivant  un  très-petit  angle  avec  le  méridien. 

361.  —  En  somme,  l'opération  que  j'ai  effectuée  dans  la  pro- 
vince de  Minas-Geraes  du  Brésil,  pour  tracer  le  cours  du  Rio  de 
San-Francisco  et  du  Rio  das  Velhas,  dont  j'ai  publié  les  cartes  dans 
mon  ouvrage  intitulé  :  Hydrographie  du  haut  San-Franctsco  ei 
du  Rio  das  Velhas j  se  composait  de  cinq  parties.  —  l""  Détermi- 
nation des  positions  absolues  des  points  principaux  de  la  carte. 
2®  Triangulation  géodésique  entre  les  lieux  où,  soit  des  pointes  de 
rochers,  soit  de  petits  buissons  isolés  et  reconnaissables  sur  un 
sommet,  soit  des  palmiers  se  projetant  sur  le  ciel,  soit  enfin  des  do- 
chers  comme  au  Morro  da  Piedade  et  à  Jaguara,  à  Sahara,  etc. ,  soit 
des  croix  comme  à  Gurral  d'el  Rey ,  au  Morro  da  Gruz  de  Sabara,  etc. , 
permettaient  d'avoir  des  signaux  distincts.  Une  chaîne  continue 
de  bons  signaux  convenablement  choisis  a  été  établie  le  long  du 
cours  des  deux  rivières,  et  a  formé  une  triangulation  très-soignée, 
avec  des  triangles  tantôt  complets,  tantôt  remplacés  par  des  lati- 
tudes et  des  azimuts.  Cette  opération  donnait  les  différences  de 
longitude  des  points  principaux.  3®  Cinquante-deux  points  le  long 
des  deux  rivières  ont  eu  leur  latitude  déterminée.  Ces  points 
étaient  spécialement  des  confluents.  Un  grand  nombre  d'entre  eux 
ont  été  rattachés  par  une  triangulation  à  des  sommets  voisins, 
rattachés  à  leur  tour  à  la  triangulation  générale,  ce  qui  don- 
nait les  différences  de  longitudes  de  ces  points.  4^  L'opération 
topographique  dans  le  cours  des  rivières  dont  j'ai  parlé  plus  haut 
6°  Enfin,  le  nivellement  a  été  effectué  au  moyen  du  baromètre  pour 
l'ensemble  du  niveau  général,  et  les  différences  de  nivellement 
géodésique  ont  été  employées  quand  cela  a  été  possible. 

Ce  que  je  viens  de  dire  de  mon  opération  du  Rio  de  San-Fran- 
cisco  est  pour  indiquer  par  un  exemple  comment  en  général  on  doit 
lever  les  cartes.  Le  calcul  appliqué  à  la  triangulation  à  grande  dis- 
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tance  effectuée  entre  Gurral  d'el  Rey,  Piedade  et  notre  station  de 
José  Marianna,  cinquième  carte  de  l'Hydrographie,  m'a  donné  ^ 
pour  l'aplatissement  de  la  région.  En  ayant  égard  aux  erreurs  pos- 
sibles et  au  voisinage  de  cette  valeur  de  celle  de  ^  de  l'aplatisse- 
ment moyen,  j'ai  employé  la  valeur  moyenne  ^  pour  le  calcul,  ne 
pouvant  pas  dans  ces  basses  latitudes,  regarder  la  détermination  ^ 
comme  bien  sûre  ;  mais  toutefois  cette  valeur  me  montrait  que  l'apla- 
tissement moyen  était,  sans  erreur  sensible,  applicable  à  cette  ré- 
gion .  Après  la  station  de  José  Marianna,  les  triangles  moins  et  endus 
et  les  signaux  moins  bons  m'ont  empoché  de  pouvoir  employer 
cette  partie  de  l'opération  à  augmenter  la  précision  de  la  détermi- 
nation &ite  avec  la  première. 

Les  méthodes  que  j'ai  employées  de  préférence  ont  été  celles  des 
hauteurs,  et  toutesles  rectifications  de  l'instrument  indiquées  dans 
cet  ouvrage  ont  été  faites  avec  soin.  J'ai  toutefois  employé  quel- 
quefois les  autres  méthodes.  En  somme^  j'ai  eu  à  mettre  en  pra- 
tique, tant  dans  cette  opération  que  dans  celle  que  j'ai  faite  sur  la 
côte  de  Pemambuco,  à  peu  près  la  totalité  des  méthodes  décrites 
dans  cet  ouvrage. 


CONCLUSION. 


En  résumé,  les  renseignements  que  contient  le  présent  livre 
suffiront  aux  explorateurs  pour  lever  les  cartes  géographiques 
avec  le  plus  grand  degré  de  précision  possible.  On  ne  peut  fixer 
de  règle  précise  pour  le  choix  des  stations,  il  est  défini  par  les 
circonstances  locales.  On  voit  d'ailleurs  qu'on  peut,  dans  beaucoup 
de  cas,  éviter  de  se  transporter  aux  signaux  eux-mêmes.  De  deux 
points  arbitraires,  qu'on  détermine  à  l'aide  d*azimuts  depoints  con- 
nus ou  de  latitudes  ou  enfin  d'angles  entre  des  points  connus^  on  peut 
:flxer  la  position  d'autres  points,  qui  serviront  plus  loin  à  assurer 
«elle  d'autres  stations  déterminant  de  nouveaux  points,  et  ainsi  de 
^uite.  C'est  ainsi  qu'on  opère  également  en  mer  pour  lever  sous 
voile  ou  sous  vapeur  la  carte  d'une  côte.  On  forme  des  chaînes  par 
lesquelles  les  positions  du  navire  sont  rattachées  à  des  points  con- 
nus,  puis  à  l'aide  de  ces  positions  on  détermine  de  nouveaux 
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points,  et  quand  la  nécessité  de  s'éloigner  des  cAtes  et  le  manque  de 
signaux  définis  jettent  de  l'interruption  dans  les  chaînes,  les  poà- 
tions  du  navire  déterminées  astronomiquement  servent  de  lien 
aux  diverses  parUes  de  la  carte  séparées  par  des  intervalles  oà  le 
tracé  de  la  cAte  est  resté  indéterminé.  De  plus  on  débarque  pour 
observer  &  terre,  de  temps  en  temps,  quand  c'est  possible. 
A  terre ,  on  trouve  toujours  le  moyen  d'effectuer  des  cbat- 
oes  continues,  et  on  peut  porter  un  plus  haut  d^ré  de  précision  ; 
c'est  alors  qu'il  est  bon  de  ne  plus  considérer  la  terre  comme  sphé- 
rique,  mais  d'avoir  égard  aux  méthodes  exposées  dans  la  troisième 
partie  de  cet  ouvrage. 
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